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Herrn  Doctor  August  fVeiltr, 

Lehrer  der  Mathenaiilc  ao  der  höheren  Bürgerschule  bu  Mannheiia. 


Vorwort. 


Die  Integration  der  DiffereDtialgleichuDgen  bietet  der  Forschmig 
eine  groase  Mannigfaltigkeit  von  Aufgaben.    Wenn   der  Versuch 
gelingen  soll,  die  hier  vorkommenden  Lebreo  in  den  durch  die 
Natnt   der  Sache  begründeten   Zusammonhaog   zu    bringen,    ao 
kommt  ea  Tor  Allem  darauf  an,  den  passenden  Eintheilungsgrund 
CestznsteWeo.     Yj&  handelt  sich  nSmIich   darum,   alles   dasjenige, 
was  auf  mem  und  demselben  Wege  erzielt  wird,  «unter  einen 
gemeinsamen  Gesfcfitspunkt  zu  bringen;  zugleich  aber  diejenigen 
Lebreo,  weiche  fresentÜch  von  einander  abweichen,  so  aufzustellen 
ond  anzuordnen,   dass  jede  von  ihnen  als  eine  Erweiterung  od^r 
Verrollstlndigung    einer    der    vorausgehenden  Lehren  betrachtet 
werden  kann.     Es  lassen  sich   gewisse  Eigenschaften  der  Diffe- 
reotlalgleicbungen  angeben,  wonach ^man  sich  bei  der  Aufstellung 
ond  Anordnung   der  einzelnen  Lehren  zu  richten  hat,    damit  die 
genannte  Abflacht  erreicht  werde;  und  diese  Eigenschaften  zusam- 
mengenommen enthalten  Dasjenige,  was  man  unter  dem  passenden 
Eintheilungsgrnnde  versteht    Die  Feststellung  dieses  Eintheiluugs- 
gmndes  ist  aber  eine  anerkannt  schwierige  Sache.    Nur  durch  die 
sorgfältigste  Vergleichung  aller  Hilfsmittel,  welche  man  bei  der 
Losung  der  hier  vorkommenden  Aufgaben  benutzt,  kann  man  daza 
gelangen.    In    dem   Maasse  als   die   bekannten  Hilfsmittel  noch 
mangelhaft  «ind,   und  in    der  LCsung    der   allgemeinen   Aufgabe 
Lücken  zurflcklassen,  wird  man  auch  über  die  Wahl  des  Einthei- 
htngsgrundes  in  Zweifel  sein.    Man  wird  fragen,   welche  von  den 
bekannten  Lehren  einer  Erweiterung  bedOrfe,  um   die  noch  vor- 
handene Lücke  auszufüllen,   man  wird  fragen,   wie  diese  Lehre 
lelbut  umgestaltet  oder  deren  Stellung  zu  den  andern  Lehren  ver* 
iidert  werden  müsse,    damit   eine   solche   Erweiterung   mOglich 
«erde.    Mao  kann  wohl  sagen,  dass  die  Einigung  über  den  zu 
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befolgenden  Eintheilungsgrand  er8t  dann  möglich  ist,  weDo  die 
Lösung  des  allgemeinen  Problems  nach  ihren  Hauptrichtoo^ii 
vollendet  ist. 

Da  ich  mich  vrShrend  einer  Reihe  von  Jahren  mit  der  lote- 
gration  der  Differentialgleichungen  beschäftigt  habe,  so  bin  ich  zu 
roancherrei  Vortheilen  gelangt»  welche  einerseits  nicht  unbedeu- 
tende Erweiterungen  der  bisherigen  Lehren  enthalten,  andererseits 
fast  durchgehende  mehr  oder  weniger  erfiebliche  Aenderungen 
herbeigefOhrt  haben.  Ich  sehe  mich  desshalb  nur  dann  in  den 
Stand  gesetzt,  meine  Resultate  Ober  den  genannten  Gegenstand 
in  ihrer  wahren  Bedeutung  aus  einander  zu  setzen,  wenn  ich  es 
unfMiiehme,  die  ganze  Lehre  im  Zusammenhang  zu  entwickeln. 
Dies  glaube  ich  passend  in  den  gegenwärtigen  Blättern  nach  and 
nach  zur  Ausführung  zu  bringen,  indem  ich  nicht  annehmen  darf, 
dass  ich  eine  fertige  Arbeit  liefern  werde,  sondern  weiteren  Unter- 
suchungen die  Entscheidung  überlassen  muss,  in  wie  fern  ich 
mich  in  meinen  Darstellungen  der  Wahrheit  genähert  habe,  oder 
von  ihr  abgewichen  bin.  Zunächst  mochte  ich  in  diesem  Vorwort 
den  Versuch  machen,  die  Hauptgedanken,  welche  nach  meiner 
AnfTassung  Einheit  und  Ordnung  in  die  ganze  Lehre  za  bringen 
geeignet  sind,  und  mir  desshalb  bei  allen  Untersuchungen  zur 
Richtschnui^  dienen  sollen,  in  einigen  kurzen  Zagen  anzugeben. 

Schon  Euler,  weicher  zuerst  die  gesammte  Lehre  von  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  einer  strengen  Prfifuog 
unterwarf,  entschied  sich  daför,  dass  die  Anzahl  der  Veränderli- 
chen als  Eintheilifngsgrund  gelten  solle.  Alle  Lehren,  welche  den 
Zweck  haben,  eine  veränderliche  Grosse  als  Funktion  einer  zwei- 
ten Veränderlichen  zu  bestimmen,  gicichgfiltig,  ob  die  vorliegende 
Differentialgleichung  der  ersten,  der  zweiten  oder  dritten  Ordnung 
angehört,  sollten  demnach  denjenigen  Untersuchungen  vorausge- 
schickt werden,  welche  sich  mit  der  Bestimmung  einer  Veränderlichen 
(jrtisse  als  Funktion  zweier  weiteren  Veränderlichen  beschäftigen. 
Ebenso,  wie  also  die  Integration  der  Differentialgleichungen  mit 
zwei  Veränderlichen  der  Integration  der  Differentialgleichungen 
mit  drei  Veränderlichen,  so  sollte  auch  die  letztere  wieder  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  mit  vier  Veränderlicbeo 
•vorausgehen.  Dieser  Anordnung  liegt  ein  höchst  einfacher  C^e- 
danke  zum  Grunde,  welcher  bis  dabin  jederzeit  seine  unbedingte 
Brauchbarkeit  bewährt  hat  Jede  Differentialgleichung  mit  irgend 
einer  Anzahl  Veränderlichen  soll  nämlich  jedesmal  auf  eine  Dif- 
ferentialgleichung mit  einer  geringeren  Anzahl  Veränderiicben 
zurückgeführt  werden,  so  dass  also  die  ganze  Mannigfaltigkeit  der 
Aufgaben,  welche  die  Integration  der  Differentialgleichungen  in 
sich  begreift,  zuletzt  immer  nur  auf  die  Integration  der  Funktionen 
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i^B«r  efai%en  VerftndertlcbeD  oder  auf  die  sogenannte  Qaadratiir 

Ih  nan  der  Susf^erste  Punkt  bezeichnet  isf ,  auf  wetclieM  alle 
fiteniacbahgcn '  der  Integralrechnung  hinzielen,    und  da  stch'ao 
m  sehr  einfaches  Kennzeichen  Mr  die  Stellung  der  Verschiöde- 
nen  Differentiafgleichungen  zu  einander  bei   der  Losung  der  alf- 
j^emeinen  Aufgabe  ergeben  hat,  bandelt  es  sich  um  einen  vrettereil 
Emtbeilungsgrond  fiTr  diejenigen  Dilferefitialgleicfaung^h  Jedesxtaat^ 
troriu  gleich  viel  Veränderliche  voricotnmen.     Denh  die  Mannlgfiil^ 
tigkeit  der   zur  Integration  lilbrenden  Regeln  |st  auth  bler  noch 
sehr  gross,     ßei   der  Festst^fhing   dieses  \Teiteren  EinthMlorigd« 
^ndes  darf  aber  nicht  die  Ordnung  der  DitTerentiafgleichnng  als 
maassgebend    angesehen    werden.     Denn  wenn'  auch    in    vielen 
¥fi\en  die  Integration  einer  Differentialgleichung  von  höherer  Ord- 
nong  am  vortbeilbaftesten    dadurch  ausgeführt    wird^    dass    man 
dieselbe    auf    eine    Differentialgleichung    von    niederer   OrdnoBg 
zuriickföbrt,  so  giebt  es  doch  auch  wieder  arider^  Fälle»    ib  wel- 
chen die  Integration  wesentlich  dadurch  vereinfacht  wird»  dass  man 
nicht  auf  eine  Differentialgleichung  von  niederer  Ordnung  übergeht/ 
sondern  dass  man  sogleich  das  Endliche  Verhalten  zwischen. den 
VeT^nderUcben  darstellt.     Unter   den   Differentialgleichungen    mit 
iweWeTänderiicheny  welche  diese  Eigenthdmiichkeit  zeigen/roCgen 
hitf  For  Alfem  die  linearen  Differentialgleichungen  zu  erwähnen 
se/o.    In  andera  Fällen  endlich  ist  ein  sokher  Uebergang  aof  eine 
Oiffereotialgleichang  von  niederer  Ordnung  sogar  geradezu  Sache 
ier  CnmOglichkeit.    Dies  zeigt   sich  ganz  gewöhnlich ,  wenn  ^ino 
partielle  Differentialgleichung  von  der  zweiten  oder  von  nocb  hö- 
herer Ordnung  mit  drei  oder  mehr  Veränderlichen  vorliegt.     Der 
EIntbeilongggrund  fCr  die  Differentialgleichungen  von  gleicher'  Ap- 
zabl  von  Veränderlichen  liegt  mehr  versteckt.     Es  iKsst  sich  dafQr' 
kein  so  auf  dier  Stelle  sichtbares  Merkmal  an  den  Differentialglei- 
cboDgen    auffinden,    wie    etwa'  die    Anzahl    der   Veränderlichen 
oder    die    Ordnung    der    Differentialgleichung.     Doch     hat   man 
in  dieser  Angelegenheit  seit  Eni  er    einen    entscbiedenen   Fort- 
schritt gemacht.    Man  ist  nämlich  schon  lange  fiberetngekommeo, 
die  Integration  der  linearen  Differentialgleiqhungen,  oder  derjenigenl 
Differentialgleichungen,  worin  die  abhängige  Veränderlicde  nur  auf 
dem  ersten  Grade   vorkommt,    von   der  Integration   der   übrigen' 
Differentialgleichungen  zu  trennen,   während  Euler  diesd  ütitcr- 
scheidong  noch  nicht  gemacht  hat.    Man  konnte  erwarten,  da6^ 
\nk  diejenigen  Differentialgleichungen',  welche  in  ihrei'  Forih  ^tn^ 
mffaffende  üebereinstimmung  zeigen,  j'edesfkial  atich  nach  ^hnfl- 
4en  Riegeln  sich  Integriren  lassen.  '  Dies  trifft  aber  nicht  iifamer 
«.   Zwar  besitzen  alle  diejenigen  Üifferentialgleichungenv  weicht 
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•Ich  nach  ders^lbeu  Kegel  iniegriren  lassen,  auch  eine  genieinsmin« 
Eigenschaft.     Allein  diene  Eigenschaft   kommt  nicht  immer  deut^ 
lieh  durch  die  Form  der  Differentialgleichung  zum  Vorschein,  uod 
wird  durch  andere  unwesentliche  Momente  oftmals  so  sehr  zurflek* 
gedrängt»   dass  nur  eine  genaue    Untersuchung  jene  Eigenschaff 
erkennen  lässt.    Die  linearen  Differentialgleichungen,  welche  jetxl 
allgemein  von  den  fihrigen  Differentialgleichungen  getrennt  unter- 
sucht werden»  besitzen  ein  sogleich  in  die  Augen  fallendes  Kenn* 
zeichen,  nämlich  diejenige  Form,   der  sie  ihren  Beinamen  linear 
ferdanken.    Allein  es  glebt  noch  andere  Gruppen  von  Differential* 
gleichungen,   welche  ganz  mit  demselben  Recht  von  einander  ge- 
trennt werden,  wiewohl  man  einer  vorliegenden  Differentialgleichang 
nicht  auf  der  Stelle  ansieht,  ob  sie  der  einen  oder  der  anderen 
Gruppe  angehurt.    Der  Grund  zu  dieser  Trennung  der  Differential* 
gleichungen  in  einzelne  Gruppen   ist  aber  kein  anderer,   als  die 
eigenthümliche  Gestalt  des  allgemeinen  Integrals  dieser  Differen- 
tialgleichungen.    Jedes    Integrationsverfahren   geht    nämlich    von 
einer  gewissen  Voraussetzung  aus  in  Bezug  auf  das  Vorkommen 
der  willkOhrlichen  Beständigen  oder  der  willkührlichen  Funktionen 
des  allgemeinen  Integrals.     Man   bildet  aus  dieser   Integralform 
die  Differentialgleichung,  und  vergleicht  dieselbe  mit  einer  vorlie- 
genden von  ähnlicher  Form.    Das   Resultat  dieser  Vergleichung 
besteht  in  mehreren  Beziehungen,  welche  das  Mittel  an  die  Hand 
geben ^  die  Integration  zu  bewerkstelligen.    Ueberall  da,  wo  die- 
selbe Voraussetzung  gemacht  werden  kann  in  Bezug  auf  die  In-^ 
tegralform,  führt  auch  ein  gemeinsamer  Weg  zum  Ziel.    Da  sich 
nun  gezeigt  hat,  dass  man,  um  die  mannigfaltigen  hier  vorkom- 
menden Aufgaben  zu  losen,  auch  von  verschiedenen  Voraussetzun- 
gen in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  wiUköhrlichen  Beständigen 
oder  willkührlichen  Funktionen  des  allgemeinen  Integrals  ausgeben 
muss,  80  ergeben  sich  hierdurch  noth wendigerweise  ebenso  viele 
Abtheilungen  unter  den  Differentialgleichungen.     Dabei  hat  sich 
noch  herausgestellt,  dass  oftmals  auch  solche  Differentialgleichun- 
gen, welche  auf  den  ersten  Anblick  eine  grosse  Uebereinstimmnng 
zeigen,   doch   in   ganz   verschiedene  Gruppen    eingereiht  werden 
mfissen.    Die  einzelnen  Gruppen  selbst  lässt  man  in  einer  be- 
stimmten Ordnung  auf  einander  folgen,  so  wie  sich  eben  die  den* 
selben  zum  Grunde  liegenden  Integralforraen  einander  unterordnen. 
Das  Integrationsverfabren  zeigt  fiir  diejenigen   Gruppen  von 
Differentialgleichungen,  deren  Trennung  sich  auf  die  verschiedene 
Form  des  allgenieinen  Integral^  gründet,  so  auflallende  Unterschiede^ 
dass  man  der  Integralform  als  Eintheilungsgrund  mit  vollem  Reefat 
epgar  den  Vorrang  zugesteht  vor  der  Anzahl  der  Veränderliche^ 
in  der  Differentialgleichung.    Dies  widerstreitet  keineswegs  dem 


fruer  tmä  tweiter  Ordnung  mü  %mei  Yeränderüehin,  ^ 

•be*  gggg^iicp  aügenielDeo  Aasspruche ,  inns  die   ganie  Lebr^ 

^«i  der  integration  der  DiterentiRlgleichangen  auf  eine  aIhnShIige 

VfroMerang   der  Veränderlichen  hinweise,    so   dass   also  alle 

BCfereBttalgleicbaogen   mit  der   gleichen  Anzahl    Veränderlichen 

jmannenziistelien  seien*     Denn  dieser  Grundsatz  kann    eben  so 

g«l  in  den  engeren  Grenzen  einer  durch  die  Natur  des  allgemeinen 

lategrals   bedingten  Abtheilung  streng  beibehalten  werden.    Mao 

€rrdcbt  aber  so  andererseits  den  wesentlichen  Vortheil,  dass  alle 

gleichartigeti  Untersach ungen  zusammen  kommen «  und  der  innere 

Zasammenhaiig    der    ganzen  Lehre    in  deren   einzelnen   Theilen 

seben  Aosdrack  erhält. 

Ancb   die  Ordnitng  der  Differentialgleichang  ist  als  Einthei- 
laogsgrand  ron  Beden tung.    Denn  alle  diejenigen  Differentialglet- 
cbangen»    welche   einerlei   Integralform,    and    zugleich    dieselbe 
Anzahl  Veränderlichen  haben,  werden  am  natürlichsten  so  an  ein- 
ander gereiht,  wie  es  deren  Ordnung  vorsehreibt    Wenn  man  also 
im  Ganzen  die  drei    biü  dahin  erwähnten  Momente,  nämlich  die 
Anzahl  der  Veränderlichen,  die  Integralform  und  die  Ordnung  der 
Differentialgleichaog  als  Eintheilungsgrund  ffir  die  Lehre  von  der 
lategtaüon  der  Diferentialgleicbungen  gelten  lässt,  so  wird  unter 
diesen  d\e  Ordnung  der  Differentialgleichung  die  untergeordnetste 
SWUe  einnehmen,  iräbrend  die  Natur  der  Integralform  den  ersten 
nid  iridb%steo  Einfluss  erhält 

Meine  erste  Abhandlung,  welche  in  dem  5lsten  Bande  des 
Cr  eile 'sehen  Journals  erschienen  ist,  enthält  die  Integration  der 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei,  drei 
nnd  mehr  Veränderlichen.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe 
idi  mir  die  .Aufgabe  gestellt,  die  allgemeine  Differentialgleichung 
erster  and  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  zu  iotegriren. 
Wenn  auch  die  Integration  solcher  Differentialgleichungen  als  der 
sonielist  liegende  und  zugleich  einfachste  Tbeil  der  allgemeinen 
Aufgabe  am  frühesten  zu  einer  gewissen  Reife  gekommen  ist,  so 
msss  doch  zu^standen  werden,  dass  in  den  bisher  vorgetragenen 
Lehren  der  innere  Zusammenhang  sehr  vermisst  wird.  Dieselben 
srsdieinen  zum  grossen  Tbeil  unabhängig  von  einander,  und  ge- 
währen dem  Leser  keineswegs  diejenige  Befriedigung,  welche 
demselben  jedesmal  dann  zu  Tbeil  wird,  wenn  die  gemeinsame 
QneUe  verschiedener  Ergebnisse  deutlieh  hervortritt»  and  demsel- 
ben eine  nngefUire  Uebersicht  gestattet,  in  welchem  Maasse  diese 
geraeinsaAie  Quelle  durch  die  bekannten  Ergebnisse  erschöpft  ist 
\h  ich  eine  solche  Dantellung  der  gmisnnten  spezielleren  Auf- 
füie  in  der  vorliegenden  Schrift  zu  leisten  beabsichtige,  so  will 
id^i  am  in  der  Folge  besser  verstanden  xa  werden,  dies  Vorwort 
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damit  beschliessen,  eine  Vei^leiehang  anvqstellen  p^in^ea  dev 
bieherigeo  von  Ealer  Taat  auesohlieeelicbt  beoutote«  Meibode^  diA- 
elnseki0ii  Lehreo  aafziisteUeo  und  anaaqrdDen,  und  deijeaigeiiy 
von  ivekher  ich  glaube,  da«8  sie  weit  luebr  geeignet  eeij  die  eili-= 
heitliobe  Datstellnog  deff  Ganzen  za  begründen. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  mit  zwei  Veränderlichen  ein 
vollstSndiges  Differential  ist,  oder  wenn  dieselbe  in  der  vorliegen- 
den Form  durch  Differentiation  aus  ihrem  allgemeinen  Integral 
abgeleitet  werden  kann,  so  hat  die  Integration  bekanntlich  keine 
Schwierigkeit,  welcher  Ordnung  die  Differentialgleichung  auch  an- 
gehören mag,  da  man  dann  jedesmal  nach  einer  bestimmt  vorge-' 
acbrieb^neh  Regel  das  allgl^meine  Inte^ai  dieser  Differentialglei- 
cbung  dureh  Quadraturen  darstellt«  Wenn  eine  DiKerentialgleicbun^ 
kein  vollständiges  Differential  ist,  so  kann  man  dieselbe  jedesmal 
in  qin  solcl]^.  umwandelp,  lyenn  man  sie  mit  einem  geeignetep 
Faktor,  moltiplitirt«  Diese  Umwaadlong  ia  ein  vollständiges  Diffa* 
reatial  oder  die.  Bestimmung  de«  integrirenden  Faktora  uMucbt  aber 
d^i  eigeutlicbe  «Schwierigkeit  der  vorliegenden  Aufgabe  aus.  1^. 
gifjl>t  UÜmlioh  kein  Verfahren,  wekbes  den  integrirenden  Fakloati 
4^r.^llg^einen  Oif^entialgleicbung  der  ersten  Ordnung 

I  *  •  •  •  .  . 

worin  Z  and  Y  irgend  Funktionen  der  beiden  VeriLn^rUchen  x 
und  y  vorstellen ,  oder  der  aligemeinen  Differentialgleicbun&  der 
■weiten  Ordnung 

worin  Z  ond  Y  irgend  Funktionen  von  z  und  y  und  des  Differeo* 

tiatquotienten  A,qv  ersten  Ordnung  -r-  sind ,   durch   eine   bestimmt 

▼orgeschriebene  Entwickelung  erzielt.  Ebenso  wenig  ginge  os  an, 
wollte  man  jene  beiden  allgemeinen  DifferentialgLeicbungen  in  ge/ 
Vliese  Gruppen  zertheiien,  för  jede  dieser  Gruppen  ein  bjestito)mte% 
Integrati<^sverfahren  zu  geben.  Alle  Regeln,  welche  sieb  in  4^ 
genaiinten  Absicht  aufstellen  lassen,  wie  viele  es  deren  au(A*MH^ 
mdgen»  reichen  immer  nur  bedingungsweise  aus;  oder  es  4a9af% 
sich  immer  wieder  solche  Differentialgieicbungen  angeben,  .weiche 
dnreh  keiee  jener  Regeln  int^rirt  werden  kunnen..  Dles^balb 
lassen  siebt  dane  auch  diejenigen  Regeln«  wodureh  der  integrirende 
Faktor  jedesmal  am  TortlmUiaAesten  bestimmt  wird,  nicht  aus 
eioigea  weuigen  Beispieieii>ablelten>.'Rlr  wiekhe  diese  BeatiMaung 
gelangen  ist.  Diese  Regeln  jaCIssen  vielmehr,  wenn  sie  dem; 
jedesmaiigea  EQt«4-.iekcIwigsiMtekid  der  Analysin  angeftneasea  selaj 


dw  Batultot  4er  V«rgi«ichiiiig  «ll^r  bekaanteo  I^^^ogfe 

Dmelben  aÜJMen  »o  aufgeaUlU  «ein>  cUsssie  mögiichyit 

«od,   oder  Mf  mugUchet  viele  DiffereatUlgleicbuDgea 

in  Aeveadve^  finden ;   «ugteiob  aber  nuee  ihrer  Allgemeiobett 

aw  MJche  Grenze   gesteckt  eein,  daee  die   darauf  gegrfiodete. 

imhnu^  ■ich!  weaeDtlicb  mehr  vereinracht  %Terdeu  konnte,  weUte 

aun  neb  dabei  auf  engere  Greasen  beschränken. 

In  dieeem  Sinne  hat  man  nun  znar  die  Aufgabe  aehon  aelt 
Euler  anfgefasat«  In  dem  Weiteren  aber  hat  man»  glaube  ich, 
eine  falsche  Richtung  eingeschlagen.  Man  war  nämlich  bemfibt^, 
alle  Regeln,  %vonach  man  den  integrireuden  Faktor  bestimmt,  an 
geinaae  Bedingungen  zu  knüpfen ,  u  eiche  sich  auf  die  besondere 
Form  der  Diferentialgleichungen 

Zdz  +  Ydy  =  0    und     Zd^i  +  Frfy*=0 

bemben,  so  dasa  die  Brauchbarkeit  dieser  Regele  entweder  se* 
gleich  in  die  Augen  flült,  oder  doch  noch  vor  deren  Amveadnn^ 
durch  ^nb  bestimmt  vorgeschriebene  Untersuchung  erkaant  wird« 
Um  hier  ein  Beispiel  der  Art  anzuführen ,  brauche  ich  Mir  daraa 
an  erianem,  wie  man  den  integrireuden  Faktor  der  sogenanntea 
liomogenen  Dtfteientialgleichungen  der  ersten  und  zweiten  Ordnung 
besümmt.  Die  Bedingung,  unter  welcher  der  integrirende.Faktoa 
ao^foodeo  w'iti,  ist  hier  gerade  diejenige  Eigenschaft  der  DiCe«« 
reßiUlgieiehang»  welcher  sie  ihren  Beinamen  homogen  verdankt« 
An  solche  Merkmale  suchte  man  also  die  Regeln  zur  BestimsHinft 
des  integrirendea  Faktors  anzuknüpfen.  Doch  nur  wenige  dieser- 
Regeln  finden  eine  allgemeinere  Anwendung;  und  es'  ae'^e  aich 
bald,  dass  man  zu  einer  Unzahl  von  Unterscheidungen  Zuflucht 
aeboisn  milsste,  wollte  man  auf  diese  Weise  auch  nur  diejenigen 
Fälle  erschöpfen,  in  welchen  die  Integration  bereite  gelungen  ist» 
Nach  Euler,  welcher  sich  vorzugsweise  4i^er  Methode^  bedient 
hat,  konnte  man  es  dessbalb  weder  erfolgreich  npch  auch  sonst 
wSnacbenswerth  finden,  dass  weitere  Versuche  der  ^^t  gemacht 
würden.  Das  Fehlerhafte  der  befolgten  Methode  besteht  aber» 
glaube  ich,  darin,  dass  man  die  Bedingungen  für  den  Erfolg  aU 
eisen  Bestandtbeil  der  Regel  selbst  aufgenommen  hat.  Jene  an«, 
zähligen  Unterscheidungen  werden  dadurch  hefbfig^fQbrt» .  i9ß$t 
raao  bei  der  Bildung  und  genaueren  Begrenzung  der  einzelnen 
Regeln  nicht  allein  das  jedesmal  einzuschlagende  Rechnungsver- 
fahren entscheiden  lässt,  sondern  auch  der  Beschaffenheit  derje- 
itgen  Bedingungen^  unter  welchen  dies  Verfahren  aum  ^lei  fi5hrt«. 
eisen  Einfluss  zugesteht  Nimmt  man  keine  ROcksicht  auf,  diese 
^dingungen,   so  lässt  sich  das  Gemeinsame  in  der  LOaung  der* 
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Tersehiedenen  Aufgaben  viel  allgemeiner  aesBjpreefaen  ab  io 
anderen  Falle.  Indem  ich  mich  damit  begnfige,  dass  die  Brande- 
harkeit  allein  durch  den  Erfolg  der  Rechnung  sich  herauseleUe« 
bin  ich  in  den  Stand  gesetzt»  einige  wenige  und  allgemeine  Regelo 
aufzustellen,  wodurch  man  alle  mir  bekannten  Lösungen  erzielt. 
Jede  dieser  Regeln  liefert  also  in  der  Anwendung  auf  eine  vor«- 
liegende  Differentialgleichung  entweder  das  allgemeine  Integral» 
oder  sie  führt  zu  der  Ueberzeugung,  dass  sie  in  dem  vorliegenden 
Falle  nicht  angewendet  werden  darf.  Ich  habe  es  zugleich  fiir 
unerlSsslich  gehalten,  eine  ebenso  reichaltige  als  sorg föltige  Aus- 
wahl von  Beispielen  zu  geben,  weil  gerade  hier  nur  die  genaue 
Untersuchung  und  Vergleichnng  Ton  einzelnen  Losungen  dem 
Leser  die  Möglichkeit  rerschafft,  den  Werth  der  zu  benutzenden 
Regeln  gehörig  zu  beurtheilen. 

Eines  der  vorzüglichsten  Hülfsroittel  bei  der  Aufstellung  ali- 
gemeiner gültigen  Integrationsregeln,  welche  sich  unabhängig 
halten  von  den  Bedingungen,  unter  welchen  dieselben  zum  Ziel 
führen,  liegt  in  der  Benutzung  der  besonderen  Integrale  und  der 
besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichungen.  Man  wird 
eich  in  der  That  überzeugen,  dass  die  grosse  Mehrzahl  dieser  In- 
tegrationsregeln vorerst  darauf  Rücksicht  ninimt,  wie  man  zur 
Kenntniss  solcher  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auflösun» 
gen  gelangen  kann.  Der  weitere  Zweck  dieser  Regeln  aber» 
welcher  sich  bestimmter  verfolgen  iSsst,  und  desshalb  einen  we- 
sentlicheren Bestandtheil  der  Untersuchungen  ausmacht,  besteht 
darin,  zu  zeigen,  wie  man  die  besonderen  Integrale  und  die  be- 
sonderen Auflösungen  zu  benutzen  bat,  um  das  allgemeine  Integral 
snsammenzusetzen.  Wenn  auch  jenes  Hülfsmittel  schon  sehr 
bald  nach  dem  Entstehen  der  Integralrechnung  bei  der  Lösung 
einzelner  Aufgaben  in  Anwendung  kam,  so  gehören  doch  diejeni« 
gen  Bemühungen,  welche  demselben  einen  grösseren  Einfluss  zu 
▼erschaffen  suchen,  einer  späteren  Zeit  an.  Dies  Ziel  ist  auch 
jetzt  noch  nicht  in  dem  Maasse  erreicht,  als  es  der  Gegenstand 
verdient,  und  die  Untersuchungen,  welche  die  erwähnte  Richtung 
eingeschlagen  haben,  sind  nur  wenig  zahlreich.  Schon  d'Alem- 
bert  hat  gezeigt,  wie  man  das  allgemeine  Integral  der  linearen 
Differentialgleichung 

dH   .  „dt  .  _       ^ 

worin  T  und  Ti  beliebige  Funktionen  von  y  vorstellen,  aus  zwei 
besonderen  Integralen  dieser  Differentialgleichung  zusammensetzt 
Was  al>er  die  Integration  der  nicht  linearen  Differentialgleichungen 
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b«liift,io  sdimit  hmii  deb  «her  bemibt tu  haben,  die  BenntsioDg 
der  kfondereD  liitegr>^  ^^^  besonderen  AnflGsangen  dabei  fem 
akfteo.  Erst  nach  Eni  er  beachiftigte  sich  Tremfoley  mit 
4m  ia%mbe,  bei  der  Bestimmung  des  iotegrirenden  Faictors  der 
MereatiatgleicbaDg 

Zdz+  rdy=0 

die  besonderen  Integrale  und  besonderen  Aufi5snngen  zu  benutzen. 
Jlan  Scann  darüber  nachlesen  in  Lacroix,  Tomelf.  pag.  405. 
Eben  ansgedeboteren  Gebrauch  bat  eine  neuere  Arbeit  davon 
gemacht,  welche  sich  in  dem  40.  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals voriodet.  Dort  zeigt  nämlich  Herr  Professor  Minding  in 
seiner  Abhandlung  «»Bemerkungen  Aber  Integration  der 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Veriaderlicben'^  an  einer  Reibe  bemerkeoswerther  Beispiele 
den  wesentlichen  Gewinn,  welchen  die  Kenntniss  der  besonderen 
btegrale  bei  der  Trennung  der  Veränderlichen  und  bei  der  Be- 
stimnang  des  integrirenden  Faktors  leistet. 

Wenn   auch    dies   Vorwort   mehr  filr   den  Sachkundigen   be- 

•üainit  ist,  so  mucbte  ich  doch  in  dem  Folgeoden  auch  den  fibri- 

f^en  Legem,  welche  mit  den  bisherigen  Arbeiten  weniger  vertraut 

sind,  nkhi  nnveTständlich  sein.     Desshalb  lieBa  ich  meine  Ab- 

handlong  mit  &nem  kurzen  Abschnitte  beginnen,  welcher  von  den 

enten  fiegrijbbestimmungen  ausgebend  den  Gegenstand  der  all- 

geaeioereo  Aufgabe,   womit  sich  die  Integration  der  Differential* 

glekbongeo  überhaupt  beschäftigt,  nach  seinen  Hauptbestandtheilen 

ins  Aoge  fasst.    Was    aber    den   Gegenstand  der   vorliegenden 

Cntersachongen  betrifft,   so  habe  ich  denselben  auf  die  folgende 

Weise  Tertheilt    In  einem  zweiten  Abschnitte  wird  die  Form  des 

allgemeinen  Integrals  för  die  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 

amig  Zdz+  Ydy=^0  aufgestellt,  wenn  Z  und  Y  irgend  Funktionen 

der  Veränderlichen  z  und  y  sind«    Ausserdem  werden  die  besou" 

deren  Integrale  und  die  besonderen  Auflösungen  dieser  Differen- 

tialgleicbung  bestimmt«     Der  dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit 

der  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  durch  Trennung  der 

Veränderlichen*    Der  vierte  Abschnitt  bestimmt  den  integrirenden 

Faktor  als  gemischte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  z  und 

y.    lo  dem   fönften   Abschnitte  wird   die  Form    des  allgemeinen 

lategrals  fSr  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

M^esteilf,   wenn   Z  und   F   irgend    Funktionen  Ton   2,   y   und 
r  sind.     Ausserdem  werden  die  hespndereo  Integrale  and  he« 
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•ond^rw  AnflOomgeo  difuer  DifereotUgMeluiiig  b^ttiamt. ' 
96clp8^   AbselmiU    fiibrt  die   Diffemstialgi^icliulig  d«r    atvrmten 
Ordnung  -        . 

sarück  auf  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nur 
swei  VerSnderlichen.  Der  siebente  Abschnitt  endlich  bestimmt 
den  integrirenden  Faktor  für  den  Fall,    dass  derselbe  irgend  eine 

Fuiikfion  der  drei  VerfinderllGken  i,  v  und  -j-  ist. 
,  '  ^  dy 


I«    Zerlegung  der  allgemeinen  Aufgabe  in   ihre  Haupt« 

hestandtheile. 

Jede  Gleichung,  weiche  eine  Abhängigkeit  zwischen  mehreren 
Grossen  und  deren  Differentialen  ausdrückt,  heisst  Differential- 
giekhung.  Im  Gegensatz  damit  spricht  man  von  einer  endlichen 
Gleichung,  wenn  dieselbe  von  Differentialen  frei  ist.  Diejenigen 
Grftssen,  deren  Differentiale  in  der  Gleichung  vorkommen,  heissen 
die  Vei^nderlichen;  dagegen  wird  jede  andere  GrCs'se  eine  Be- 
sündige  genannt.  Die  höchste  Ordnung  der  vorkommenden  Dif- 
ferentiale bestimmt  die  Ordnung  der  Differentialgleichung.  Dem- 
nach hat  man  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung,  wenn 
nur  Differentiale  der  ersten  Ordnung  vorkommen.  Die  Differen- 
tialgieichung  heissf  eine  der  zweltc[n  Ordnung,  wenn  sie  Differen- 
tiale der  zweiten  Ordnung  enthält,  u.  s.  w. 

Wie  auch  immer  die  Differentiale  in  einer  Gleichung  vorkom- 
men mögen  I  so  kann  dieselbe  doch  jedesmal  auf  Differentialglei- 
chungen zurfickgefilKrt  werden,  worin  ausser  den  Differential- 
quotienten 

«k       dl        rf^         d^z         dh 
dy*     das"*' dy'^*     dydx*     dx^ 

keine  Differentiale  mehr  vorkommen.  Eine  solche  Differentlalglei* 
chuDg  aber  heisst  partiell.  Man  denkt  sich,  die  Veränderliche  % 
werde  durch  die  partielle  Differentialgleichung  als  Funktion  der 
f^4er|i  Ver^pderV^^  y$  x^,  beftlnimtr  D^pwI^^lb  neni^t,  JR^fo^.ßk 
die  abhängige  Veränderliche,  während  die  Grössen  y,  a;«...  d|% 
unäbbsujsigen  Veränderlichen  heissen. 


vmer^  mmd  VHitat  Orämm§  wm  mpH  VmrdnäiMMen.  \  l 


Efl  lassen  sich  jedesniftl  oiueililig  Tide  Fanktieo«!}  Ton  y,  j?.... 
«a^elei,  welche  ao  die  Stelle  Ton  t  io  die  partielle  Differential- 
gUelng  eiogeeetat  derselbeo  geDÖgeo«  Dieee  FunktioqeQ  deuten 
MTeleMo  viele  GleichuDgea  hio,  welche  sewiecheo  deo  VerSnder 
Üen  2f  y,  <x....  der  Differentialgleichuog  besteben.  Wenn  man 
I.  B.  die  DiffereDtialglelchung: 

r 

ansetzt«  so  bestehen  die  Gleichungen: 

2a« 
24-y=0,     x=y  +  2a,    2=y-2a,    x=y— —  u.s.w., 

weil  man  der  Differentialgleichung  genügt,  wenn  man  diejenige 
Funktion  von  ff  an  die  Stelle  von  z  einsetzt ,  welche  auch  irgend 
^iuer   lou    diesen    Gleichungen    genügt.      Pie    Integralrechnung 
stellt  sich  die  Aufgabe»  alle  möglichen  Gleichungen  zwischen  den, 
Veränderlichen  z,  y^  x.„.  zu  bestimmen,  welche  auf  die  angege- 
bene Weise   die  Differentialgleichiing  befriedigen.     Man    konnte 
Anfangs  glauben,   diese  Aufgabe  führe  auf  endlose  Rechnungen. 
AWein  es  itxfX  sich,    dass  jedesmal  eine  einzige  Gleichung  ange-, 
geben  werden  kann,  woraus  alle  vorhin  erwähnten  sich  ableiten 
lassen.    Dies  wt  nämlich  die  allgemeinste  Gleichung,  woraus  die 
fwllegeode  Differentialgleichung    durch  Differentiation    abgeleitet 
werden  fcann.    Man  nennt  aber  die  allgemeinste  Gleichung,  woraus 
eine  Differentialgleichung  durch  Differentiation  abgeleitet  werden 
kai|n,  deren  allgemeines  Integral.    Die  allgemeine  Aufgabe,  womit 
sieh  die  Integration  der  Differentialgleichungen  bescbäfrigt,  kommt 
denaach  zurück  auf  die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals. 

Die  folgenden  Blätter  sollen  die  Integration  der  Differential- 
gieieboogeD  mit  zwei  Veränderlichen,  oder  die  Integration  derjeni- 
SCO  DifcreDtialgleichungen  enthalten,  woderch  die  abhängige  Ver* 
äsderliebe  x  als  Funktion  einer  einzigen  Veränderlichen  y  bestimmt^ 
^«ird.  Mao  nimmt  hierbei  die  Integration  der  Funktionen  einer 
ehitigen  Veränderliehen  als  gegeben  an,  und  betrachtet  die  vor- 
Bagende  Aufgabe  jedesmal  als  gelost,  wenn  das  allgemeine  le* 
tagral  jener  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  von  Quadraturen 
dargestellt  ist. 


( * 
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IL    Allgemeines  Integral,  besondere  Integrale  und  be« 

sondere  Auflösungen  der  Differentialgleichung  erster 

Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen. 

Wenn  man  die  Gleichung  a=:c  nach  den  beiden  Grössen  s 
und  if  differentiirt,  und  wenn  a  eine  bestimmte  Funktion  von  t 
und  y,  dagegen  c  eine  willkGhrliche  Beständige  oder  eine  will- 
köhrliche  Funktion  aller  von  den  beiden  Veränderlichen  z  und  y 
unabhängigen  Grossen  vorstellt,  so  verschwindet  dies  willkührliche 
Ct  und  man  behält  die  Differentialgleichung : 

da  j    .  da  ,        ^ 

Theilt  man  dieselbe  durch  eine  Grosse  k,  welche  gleichfalls  eine 
bestimmte  Funktion  von  t  und  y  ist,  so  hat  man: 

da  dl  .dady ^ 

Daraus  folgt,  dass  jede  Differentialgleichung 

Zdt-i-  rdy=:0, 

worin  Z  und  F  irgend  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  t 
und  y  sind,  durch  Differentiation  einer  Gleichung  a=zc  entstanden 
gedacht  werden  kann.  Denn  wenn  man  dieselbe  vergleicht  mit 
der  obigen  aus  o=c  gebildeten  Differentialgleichung,  so  ergefieu 
sich  die  beiden  identischen  Gleichungen: 

g=Z*,    und    g=F*. 

denen  man  jederzeit  genügen  kann«  weil  die  beiden  Unbekannten 
CK  und  k  ohne  Ausnahme  alle  diejenigen  Grossen  aufnehmen  dür- 
fen, welche  auch  in  Z  und  F  vorkommen.  Da  sich  nun  aber 
keine  allgemeinere  Gleichung  angeben  Usst»  durch  deren  Differen- 
tiation die  Gleichung 

Zrf2+Fity=0 

entsteht,  so  muss  die  Gleichung  a^c  als  das  allgemeine  Integral 
dieser  Differentialgleichung  angesehen  werden.  Doch  muss  hier 
noch  bemerkt  werden,  dass  das  allgemeine  Integral  as=c  auch  in 
der  Form  ip(a)^zc  angeschrieben  werden  kann»  worin  9  eine  will- 
kflhrliche  Funktion   vorstellt.     Denn  wenn  man  a  aus   9(a)=c 


«itfneMt^  ao  kottunt  maa  immer  wieder  auf  jene  efstere  Form 
m^fie)  eder  a=C|  surflck,  wo  dann  C|S=:/(e)  die  wiilkfihr liehe 
Umtfodige  beseichnet.  Wenn  ea  abo  Torkommt»  daaa  man  aaf 
■ffK^iedeoen  Wegen  ju  veracbiedenen  Integralformeo  deraelbea 
ItfereatialgleichpDg 

Zdt+  rdy  =  0 

fetaogt»  6o  ist  dieae  Verachiedeoheit  oiine  Einfluaa  auf  die  swi- 
<ciieo  den  Veränderlichen  i  und  $f  dargestellte  Abbändigkeit.  Bei 
der  genaueren  Untersuchung  wird  sich  dann  jedesmal  herauastellen, 
die  lotegralformen 


9>i(«)=c,    g>||(a)  =  c-.. 

▼örfiegent  welche  alle  aof  ein  und  dieselbe  Form  a^Cg  hinweiaen. 

Dnaere  Absicht  ist  nun  aber  sunichst  die,  zu  zeigen,  wie 
man  alle  Funktionen  von  y,  welche  an  der  Stelle  Ton  t  der 
Differentialgleichung 

Zdx+Tdy=0 

^en€fen,  aas  dem  allgemeinen  Integral  ableitet.  Wir  nehmen 
desaViaVb  an,  dass  (z — fi)*",  worin  ^  irgend  eine  Funktion  von  y, 
und  m  eia  bestlndi^er  Exponent  ist»  fär  ein  bestimmtes  c^=.Ci 
eis  Fairtor  des  Ausdrucks  w-c  sei,  so  dass  also  die  identisch» 
GleiehaDg: 

a  —  c  3=  «I  (x  —  (»)"•  +  Ci  —  c 

angesetzt  werden  kann,  worin  aj  .wieder  eine  Funktion  von  t  und 
3f  roretellt  Wenn  man  dann  das  allgemeine  Integral  as=c  diffe^ 
rentiirt,  so  entsteht: 

indem  man  abkürzend 

dt       ,        ^     dfi       , 

j- =»     und     ~-  =  u 
dy  dy     ^ 

setzt  Diese  Dilerentialgleichung  wird  durch  x^ft!  befriedigt 
Streicht  man  den  gemeinsamen  Faktor  (z — ft)**^,  so  behalt  man 
die  einfachere  Gleichung: 
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#<rtcti#  Bite1i>  wieder  doteii  2221^  befrieüft  wM.  Man  %\kkk  MeM 
ein,  dftM  äle«e  Eigenschaft  der  DIfferentialgleiebQDg,  durch  «as^ 
idtntlach  «o  werden,  tiieniaM  verioren  geht;  'wdcher  gemeinsanva 
Faktor  auch  imitier  wegfallen  nag.  Maa  gelangt  sn  demaetbeii 
Ergebniss,  wenn  man  auch  den  Exponenten  m  als  Funktion  veb 
%  and  y  Torausnetst.  Wenn  man  also  in  der  ans  a:=zc  abgeleite- 
ten Differentialgleichnng: 

da  dz      da  dy ^, 

diu       ^  k 

an  die  Stelle  Ton  t  die  Funktion  fi  einftihrty  ao  wird  man  dersel- 
ben jedenfalls  genügen,  sobald  auch  das  allgemeine  Integral  a=c 
iär  einen  besonderen  Werth  c=C|  den  tVerth  2=|li  liefert. 

So  genfigt  man  2.  B.  der  Gleichung 

bv 
filr  den  iiesonderen  Wertfa  essO  durch  2=  ,  .    .      Wenn    man 

1  +  a 

jene  Gleichung  differentiirt,  so  entsteht: 

^«rfi  +  (ay^i .  2  -  %«)  cfy  =  0, 

oifer  auch,  wenn  man  den  gemeinsamen  {«"actor  jf«-^  streicht,  dia 
einfachere  Differentialgleichung: 

yrff  +  (ar — 6y)rfy  =0, 
w^dbe   auch  wieder  durch  %  =  ^  -r  ■    befriedigt  wird. 

Man  nennt  jeden  Wertb  z,  welcher  aus  dem  allgemeinen  In- 
tegral a=c  für  einen  besonderen  Werth  c=C|  hervorgeht,  und 
desshalb  auch  der  Isntsprechendert  Differentialgl^chung  genOgt, 
ein  besonderes  Integral  dieser  Diffeuntialgleichung.  Die  Anzahl 
der  besonderen  Integrale  kann  als  eine  unbegrenzte  angesehen 
werden,  weil  das  allgemeine  Integral  a=c  jedesmal  auch  andere 
Werthe  %  liefert,  wenn  die  willk^hrlicbe  Beständige  einen  andern 
Werth  erhält 

Damit  bat  roa|i.|tber  keipeaw^gs  aUe.FuQ^^enen  von  y  auf- 
gefunden, welche  aa  der  Stelle  von  2  der  Differentialgleichung 

rf«  ^       rf«  rfy ^ 

dz   k        dy  k  v 

genügen.    Es  giebt  deren  noch  andere,  welche  dain  allgemeinen 
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lote^  «sc  niemals  geoflgen»  welcliMi  b««<Mldefeo  WeHk  raan 
«■eh  immer  der  willkfihriicheo  Beständigen  c  gebeo  mag.  lo  der 
Vifiemtinpf,  dass  ein  solcher  Werth  xszfA  der  üiferentiaiglei- 
cksg  genSge,  kaanmaa  jeden  blis  moebaieli,  dasadaa  allgftinelM 
kkgnk  a=c  in  der  folgenden  Form  sich  darstelle: 

worin  ffi  und  a^  irgend  Funktionen  van  t  und  y  sind«  ivelche  ilbrir 
gens  den  Faktor  s  — f*  nicht  mehr  enthalten.  Wenn  nun  m  wieder 
eine  Bestandige  ist,  so  fiudet  sich  durch  Differentiation  die 
iGleichnng: 

(tz  *'  +  §) (.-f*)-+  m«»(,-^)-M^-»»')  +  ^»'  +  ^  =  0. 

Nimmt  man  an,  dass  hier  m<l  sei,  und  setzt  man  z=f*  ein, 
ee  kommt  der  Faktor  g  snm  Vorschein.    Um  diesen  xn  entfernen, 
man  mit  (x---^)'*^,  und  ea  anlistebt: 


Man  genQgt  dieser  Differentialgleichung  offenbar  durch  z  =  fi, 
weil  l—m^O  Ist    Auch  hier  ist  es  unmöglich,  diese  Eigenschaft 
Jer  Üifereath^^eichm^g  durch  Streichen  ein^s  gemeinsamen  Fak- 
tors aofiEulieben.    Wenn   man  also  tu  der  aus  az=ic  abgeleiteten 
Differentialgleichung: 

diJ  ^  dy  A'  "7" 

an  die  Stelle  von  i  den  Werth  fi  bringt,  so  wird  man  derselben 
genOgen,  sobald  das  allgemeine  Integral  Glieder  enthSlt,  worin  ddt 
gemeinsame   Faktor  (z  — ft)"*  vorkommt,  und  worin  m<l  ist. 


' .  I 


Die  Gleichung  x  + Vz^— y^isct^B.  enthält  das  Glied  V^-^. 
Dardi  Differeiitiation  entsteht: 

oder  auch,  wenn  man  mit  V  z* — y*  multiplizirt,   die  Pifferential- 
gieichang: 

.(«  +  V?^)  dl  -  ydy =0, 
welche  in  der  That  durch  zs  J:^  befriedigt  wird. 
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Hat  man  die  Glelchoog 

'(«+y)»T(»-y)*=< 

•o  findet  man  darch  DiflierentiatioD  die  Gleicfanng: 

(2-y)}(&  +  dy)=(i  +  y)l(rfx-dy), 

welche  durch  2'=^*  befriedigt  wird,  weil  das  allgemeine  Integral 
die  beiden  Glieder  (z+^)*  und  (z— y)^  enthält. 

Wenn  z=fft  einer  Differentialgleichung  aus  dem  zuletzt  ange- 
gebenen Grunde  genfigt,  so  ist  dies  nicht  selten  doch  wieder  eiDi|, 
besonderes  Integral  dieser  Differentialgleichung.  Denn  wenn  der 
Exponent  m,  von  welchem  verlangt  worden  ist,  dass  er  <1  sei, 
zugleich  <0  ist,  so  genügt  der  Werth  z=fi  auch  dem  allgemeinen 
Integrale 

«i  (*  —  (*)"•+ «2=C» 

sobald  man  der  willkührlichen  Beständigen  den  besonderen  Werth 
e=oD  giebt«  Wenn  dagegen  der  Exponent  m  zwischen  0  und  I 
liegt,  dann  wäre  jeder  Versuch  vergeblich,  der  willkührlipheo  Be* 
ständigen  einen  besonderen  Werth  zu  geben,  so  dass  der  Werth 
2=:^  auch  dem  allgemeinen  Integral 

genagt.  Wenn  der  Exponent  m  zwischen  0  und  1  liegt,  so  nennt 
man  die  Gleichung  2=f*  eine  besondere  AnftOsnng  der  Differeo- 
tialgleichong. 

Es  werden  sich  nicht  in  jeder  Differentialgleichung 

Zdi  +  Yd^  =  0 

besondere  Auflusungen  vorfinden.  Die  vorher  angestellten  Be- 
trachtungen haben  aber  gezeigt,  dass  dass  Vorhandensein  einer 
besonderen  Auflösung  aus  der  Beschaffenheit  der  CoefBzienten  Z 
und  F  leicht  erkannt  wird.  Diejenige  WurzelgrSsse,  deren  Vor- 
kommen in  dem  allgemeinen  Integral  die  besondere  Auflösung 
zur  Folge  hat,  wird  nämlich  jederzeit  in  der  entsprechenden  Dif- 
ferentialgleichung zurückbleiben.  Diese  WnrzelgrOsse  liefert  also 
die  besondere  Auflösung,  noch  ehe  man  zu  dem  allgemeinen  Inte- 
gral gelangt  ist  Wenn  solche  WurzelgrOssen  in  der  Differential- 
gleichung durchaoH  fehlen,  so  kann  es  auch  keine  besonderen 
Auflösungen  geben ;  und  wir  werden  dessbalb,  wenn  eine  Funktion 
2=:fft  bekannt  ist,  welche  einer  Differentialgleichung  genügt,  lo 
solchen  Fällen  keineif  Anstand  nehmen ,  dieselbe  ein  besonderes 
Integral  zu  nennen. 
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HL     Bestimmang     des     integrireDden     Faktors    durch 
TrennuDg    der   Veränderlichen. 

Es  ist  schon  oben  gezeigt  worden,  dass  die  Differentialgleichang 

Zdz-k-  Yd^=iO 

aos  dem  allgemeinen  Integral  a=:c  entsteht,  irenn  man  dasselbe 
fifferentiirt,  und  dann  einen  gemeinsamen  Faktor  streicht.  Die 
Dif erentialgl  eichong 

Zdz  +  Frfy  =  0 

darf  alse  in  alleii  Fällen  als  Identisch  angesehen  werden  mit  der 
GMchng 

da  dz       da  dy ^ 

Wenn  sie  durch  blosse  Differentiation  aus  dem  allgemeinen  Inte- 
gral a=:c  entstanden  ist,   wenn  also  k=^l  gesetzt  werden  kann, 
so  heisst  sie  ein  vollständiges  Differential.     Die  Bestimmung  des 
aU^emeiiien  Integrals  hat  in  diesem  Falle  keine  weiteren  Scbwie- 
ngkeiten.    Die  Aufgabe  wird  dann  jedenfalls  auf  die  Quadratur 
xtttiickgefiührt,  wie  sich  später  zeigen  wird.    Wenn  aber  die  Dif- 
fereotialgleicbaog  kein  vollständiges  Differential  ist,  so   hat  man 
die  Aa%abe,  jenen  Faktor,  welcher  aus  dem  vollständigen  Diffe- 
rential weggefallen  ist,    wieder  zu  ersetzen.    Man  hat  dies  den 
integrirendeo   Faktor  der  Differentialgleichung  genannt«  weil  die 
Integration  jedenfalls    gelingt,    nachdem    man   denselben   aufge- 
funden bat. 

Die  Diferentialgleichung 

Zdz+rdy=zO 

heisst  eine  gesonderte,  wenn  der  Faktor  von  dz  eine  blosse 
Funktion  von  t,  und  wenn  der  Faktor  von  dy  eine  blosse  Funk- 
tion von  y  ist.  *  Die  gesonderte  Differentialgleichung  kann  jedes- 
mal als  vollständiges  Differential  angesehen  werden.  Das  allge- 
mräe  Integral  hat  die  Form: 

fZdz-^frdyz=c. 

Weilki  daher  eine  Gleichung  durch  einen  Faktor  gesondert 
«erden  kann,  so  Ist  dies  zugleich  der  integrirende  Faktor  dieser 
DWeretitfalgleichufig.  Die  allgemeinste  Differentialgleichung,  welche 
ftof  diese  Weise  eine  Sooderung  zulässt,  ist: 

Thtil  XXIX.  2 
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YiZdi  +  Z^rdy=:0, 
worin  Z  and  Z^  Funktionen  von  x»    F  und  F^  Functionen  ron  jf 
vorstellen.    Der  integrirende  Faktor  ist  hier  ^  „,  und  man  er- 
hält die  gesonderte  Differentialgleichung: 

Zdt       Yd^_ 
Z|    +    F,  -" 

Nun  ist  swar  jene  DifferentialgleichuDg 

YiZdz+ZiYdyz=zO 

nur  eine  unbedeutende  Spezialität.    Allein    es  grfindet  sich  auf 
deren  Integration  ein  Verfahren,  welches  den  iotegrirenden  Faktor 
ßlr  sehr  viele  Differentialgleichungen  Zdz  +  Ydy  =  0  kennen  lehrt; 
worin  Z  und   F  gemischte  Funktionen  von  %  und  y  sind.    Es  ge- 
lingt nämlich  in  vielen  Fällen»  die  allgemeinere  Gleichung 

Zib+  F(2y=:0 

80  umzuwandeln,    dass  sie  die  vorher  angegebene  Beschaffenheit 
hat.    Man  bringt  dies  dadurch  zuwege,  dass   man  an   die  Stelle 
der  beiden  Veränderlichen  i  und  y  neue  Veränderliche  einsetzt, 
welche  als    bestimmte  Funktionen  der   vorigen    gedacht  werden. 
Es  gtebt  zwar  keine  Regel»  wodurch  man  jedestnal  die  Form  der- 
jenigen Funktionen  bestimmt,    welche  an  die  Stelle  von  z  und  y 
als  die  neuen  Veränderlichen  in  die  Differentialgleichung  eingeführt 
werden   müssen,    damit  diese  durch    einen  Faktor  sich    trennen 
lassen.    Allein  man  hat  gewisse  Kennzeichen  fQr  diejenigen  Funt- 
tionen,  deren  Gebrauch  in  der  genannten  Absicht  viel  eher  einen 
Erfolg  verspricht,   als  dies  für  irgend  eine  andere  Funktion  di^ 
Fall  ist.    Wenn  dann  auch  eine  solche  Transformation  nicht  inmer 
unmittelbar  zum  Ziel  führt,  so  geschieht  es  doch  gewöhnlich,  dass 
man  demselben  dadurch  näher  rückt,  und  es  endlich  auch  erreicht, 
wenn  man  nach  einander  verschiedene  Transforoationen  anbringt^ 

Wenn  die  Differentialgleichung  Zdz-\r  Ydy ^9  in  der  Form: 

Z|&+  Yidy+Z^dz-^-  Y^dy=0 

angeschrieben  werden  kann,  so,  dass  die  beiden  Gleichungen 

Zidz  +  Yidy = 0    und    Z^dz  +  Y^dy = 0 

einaeln  ohne  Anstand  integrirt  werden  bikinen,  weil  sieb  die.Vei<> 
inderlichen  durch  einen  Faktor  trennen  lassen,  so  gebraacbt  woäM 
oftmals  mit  Vortheil  als  neue  Veränderliche  diejenigen  Funktionell« 
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wildii  Aircb  dii»  Integration  jawr  beiden  GMcbiiDge«  eMrti^beo. 

Mas  setzt  desshalb  die  willirfibriidie.BasiSiidi^  des  eiiHlD  lotete 

gnb  doer  VerSnderlichen  r,   die   willkOhrliche  Beetflndige   des 

miem  fBtegrals  emer  Veräiiderlicben  u  gleich,  ond  gelangt  so  zu 

mm  Btsiebomgen,  mit  de»«n  HÜf«  die  beldeti  Veräo^^U^hf^p  z 

ml  y  4ar  nrsfwGttgficheo  Üiffereatialgielicbung  jSdz^  Y4p=^Q  ui 

eÜmiBiren  siud.     Wenn  man  den  inte^rirenden  Faktor  der  Glei- 

thsD^Zidz  +  Yidy=:0  durch  fi,  den  der  Gleichung  Z«c?z-fF2i/y=0 

durch  V  Torstellt,  so  dass  also  die  beiden  identischen  Gleichungen : 


•t» 


{S^dz  -f  Tidy) fi^dv     und      (Z^dz  -f-  V^^y) v=idu 

bestehen,  so  schreibt  man,  um  die  verlangte  Transformation  aus- 
sofäben,  (He  ursprungliche  Differentialgleicbilog  tirder  Form:  ' 

Man    bat    alsdann    noch    die    VerSnderlichen   z   und   y    in    den 
Coe(fizientcn  y  und  fi  durch   die  neuen  Veränderlichen  o  und  u 

Sttwodräekeu. 

.         ■• .    ' 

1*    Es  sei  nun 

rf2  +  (F2+  f\)dy^O, 

worin  Y  und   Fj    irgend  Funktionen  von  y   sind.     Zerlegt    man 
diese  fir/e/cboog  in* die  beiden: 

dz-\-  Yzdy^O     und      c^y=0, 
80  findet  man  durch  Integration: 

bi-fYdy  =  lc    oder    zz=:ce  ,    und    M  =  c 

Man  bebalte    desshalb    die   Veränderliche   y    bei,    nehme    aber 

asstattxdpe  neue  Vert^nderlicbe  ar>  welche  ^ua  z:=zxe  her- 

ro^eht    Die  Differentialgleichung  verwandelt   sich  dann,    nach- 
dem man  noch  mit  er         multiplizirt  hat,  in  cHe  gesonderte: 


dx  +  e^^^.Yidy=:0. 


'  *•  -     *i 


Daraus  entsteht,  wenn  nach  volfzogener  Integration  die  Ursprung- 
Btsbe'VerShderllcbet  lurilofcgebNrarbt  whd^  dats^aUgenieiwe  Integvaü 


ze*       \Jc       .  Yidy=:zc. 
1    Es  sei  adz'\-yz(bdz — dy)=0. 


,,  .1 
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denjenigen  Funktiotieii»  welche  an  die  SteUe  der  Veifiad^ilichM 
2  und  y  eingeführt  werden  müssen,  damit  diese  neuen  Veränder- 
lichen durch  einen  F^kt^  der  Differentialgleichung  sich  trennen 
lassen.  Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  alle  besonderen  Integrale 
«nd  .b^ionderen  Aufidswigen  sehf  geeignet  sittdy.  eine  s^k^be  Uhit 
wfhAdiuiig  berfaeisduhren^ 

Vorerst  ist  einleuchtend»  wenn  die  Differentialgleichung  eine 
gesonderte  ist,  das)l  -dann  auch  das  allgemeine  Integral  in  einer 
Form  dargestellt  werden  kann,  worin  die  Veränderlichen  Ton 
einarraer  getrennt  vorkommen.  Wenn  nun  das  allgemein^  in- 
tegral der  Differet^ttalgleichung  Zdz-^  Y4y  =  ^  !■  cler  Form 
^'iC^^fO'"  vorliegt,  worin  «i  irgend  eine  Function  von  z  und  y 
ist,  so  dass  ^=fi  ein  besonderes  Integral  der  Üifferefttialgleichang 
darstellt,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Faktors  (z — ^t)»",  welcher 
gleichzeitig  die  beiden  Veränderlichen  z  und  y  enthält,  ein  anderer 
Faktor,  worin  nur  die  eii>e  VeränderK(ihe  üA  verkommt,  nachdem 
man  eine  der  ursprönglichen  Veränderlichen  mittelst  z — fn^ijt 
eliminirt  hat.  Dasselbe  geschieht,  wenn  das  allgemeine  Integral 
in  der  Form  01(2— fi)*"  4-<^=c  vorliegt, ,  worin  cfi  und  a^  irgend 
Funktionen  toq  z  und  y  sind,  und  der  Exponent  m  eine  zwischen 
0  und  1  liegende  Zahl  ist,  so  dass  also  z=fi  eine  besondere  Auf- 
lösung der  Differentialgleichung  darstellt.  Wenn  also  der  Werth 
s=^  der  Differentialgleichung  Zdzi-ydy=^0  genügt,  so  wird  man 
durch  die  Transformation  2 — fi  =  ar  der  Trennung  der  Veränder* 
liehen  in  vielen  Fällen  Vorschub  leisten. 

Wenn  mehrere  identisch  genügende  Funktionen  z  =.  (ik  vorlie- 
gen, welche  sich  nur  durch  eine  Beständige  von  einander  untet^ 
scheiden,  indem  man  die  einzelnen  Formen 

auffindet,  so  wird  man  mit  besonderem  Vortheil  die  Gleichung 
z=f{y,  a)  nach  jener  Beständigen  a  auflSsen,  um  den  daraus  ge- 
zogenen Werth  a  =  9(2,  y)  als  neue  Veränderliche  einzuführen. 
Denn  man<  daff  hier  von  der' Voraussetzung  ausgehen,  dass  der 
Faktor: 


(aj— 9(2,  y))">. («2—9(2.  y)) 


"..., 


sei  es  nun  als  besonderes  Integral  oder  als  besondere  Auflteung 
der  Differentialgleichung  in  dem  allgemeinen  Integral  auftritt. 
Nachdem  aao  aber  die  Transformation  j?^  ip(t,  y)  aosgefülirt  hat, 
ae  eathält  jener  ganze  Faktor  offenbar  nur  die  cane  Veränderilobt  dr» 
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Üb  die   Etiminatiaii  tod  i   durch   dl«  Glfichang  i^f{y,x) 
bilde  man 


d  di*  Gleichung  Zdt-\-  Ydy=Q  geht  üb«r  in: 


E*  Mi 

Funktionen  von  y  vorst^en.  Reont 
1=^  dieser  Differentilügleichung,  so 
,n  erhält)  weil  nkch  der  ADDahme 

m  i  die  neue  Gleichung: 
|-(2J>+I',)arrfy=0. 

vereinfacht,  wenn  man  x=-  «etat 
:buDg: 

FiMy— rrfff  =  0, 
btelen  Gleichung  1.  fibereinstimmt. 


ndet  sich  zur  Bealimmung  von  m  die 
am=0.  Man  setxe  dewhalb  i=zy, 
Hon  von  i: 

/«^»r— a:».rfy  =  0, 

theilt,  die  gesonderte  Differen- 


» 

,    nehme  man  V  oj:— «•=:xi» 


=  0. 

» 


'(«•  +  !)•' 
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and  man  behält: 

rHl""  y' 
Durch    Integration    fiodet    man   arctgr= /V^cy,  oder  i7=?tg/ V^cjf. 

Setzt  man  aber  den  Werth  v  =  \  -— l  =  y  ^  —  1  ein,  «o  hat 
man  das  aligemeine  Integral: 

-^  —  1  =  tg ^ISfcy ,    oder  auch    z=ay.  co8*/V  cy. 

* 

7.     Bs  «ei  2(y«— a»)  di  +  (j — y)«rfy  ==  2(y»  +  a*)  %• 

Nimmt  man  x^rty-fn»  so  findet  man  m*=4a^.  Man  genügt 
also  durch  z=^y-ü2a.  Desshalb  setze  man  z — y  =  a:,  und  man 
erhält  durch  die  Elimination  von  z: 

2Cv*— o«)  cLr  +  (.T« — 4a«)  rfy = 0. 

Wenn  man  durch  (y*  — a«)(a:* — 4a«)  theilt,  so  entsteht: 

x«-4a«^y«^a«"""* 


Durch  Integration  findet  man: 


a:  +  2a       y  +  a  »— y  +  2 


X  — « — 2a  -y  +  a  •* 

^ c. • 

a  y— a 


8.    Es  sei  weiter  (x+ay)(dz  +  bdy)  +  (c  ir  ey^)(ydz  —  zdy)^0. 

Nimmt  man  2^=my,  so  findet  sich  zur  Bestimmung  ven  m  di^ 
quadratische  Gleichung  (m  -|-  a)(in4-6)=:0.  Man  genfigt  (iMndurdi 
z-|-ay=0  und  z<f  6^=0.  Man  setze  desshalb  z^=:ixy^  und  omid 
erhält  durch  die  Elimination  von  z  die  Gleichung: 

{x  +  a)  (a?  +  6)  rfy  +  (a:  +  a)yrfar  +  (c  +  ey*)yda:z=:0, 
welche  einfacher  wird,  wenn  man  y"  =  -  setzt.    Es  entsteht: 

(x  +  a)  (x+b)dv  —  ((a:+  a+c)t>  +  e)nrfar=:0, 
oder,  wenn  man  mit  dem  Faktor  von  dv  theilt: 

dv  —  -7 — i — w — :  t\  ndx  =  0. 
(ar  +  a)(^  +  6) 
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WeiiD  au  dies  mit  der  Gicdchang  1.  vergleicht,  und  wenn  man 
EQgleicfc  beachtet,  das» 

»t,  so  gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Integral: 

r .  (JT  +  aY^,  (x  +  6)*^  ""  =  en  ./(ar+a)«^"  .  (ar+6)*^"      .<2ar-f  Ar, 
worin  ib  die  willkfihrliche  Beständige  vorstellt. 

9.    Es  sei  nnn  (y*  —  ««^ d2=  (y r  +  a V^2*+  y* - «*) <^jy. 

Man  genflgt  dieser  Gleichung  durch  y^ — a^=0,  und  desshalb 

auch  doTch  z=  Vi*  +  y* — a*.    Man  setze  nnn  «  —  V^2*+y*— a*  =  s. 
Um  damit  z  zu  eliminiren ,  so  bilde  man  nach  einander : 

Durch  Diffeien^tion  bilde  man  weiter: 

( j;«  +  ^-a^)dx      ydy 
^'=  2ij^  — . 

H'eoo  maa  dies  Allea^  einsetzt,    und  zugleich   den  dadurch  ent- 

stehenden    gemeinsamen    Faktor 5 streicht,  so  bleibt 

die  Gleichung: 

(^-.  o«)  ctr = (y  —  a)  .rrfy. 

Man  tbeile  weiter  durch  ar(^'— a*),  und  man  behält  die  gesonderte 
Differentialgleichung : 

dx  _^   dy 

Daraoa  findet  sich  das  allgemeine  Integral  in  der  Forifi: 
xz:^c[y-{-  a)    oder    2—  Vi*+y* — a*=c(y  +  «). 


10.    Es  sei  noch  (1  +y«)Jrf2  +  a{\  — y2)V  1  +  2«.rfy =0. 

Man  genfigt  dieser  Gleichung  durch  it=  .  ,        »  worin  m  eine 
Beständige,  welche  aus  der  quadratischen  Gleichung  a=:  V^mM- i 


[ 
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»1  >  bereclHidii  ist.    Man  bringe  deKsblilb  aA  die  Stelle  v^  t  die 

neue  Veränderliche  a:,  welche  aus  i=|  ,   ^    hervorgeht.  Daraus 
folgt: 

l-|-2*= — pr—- rx^2—      und     1  -— '  yi  =  >   ,  ^    « 

(l  +  ar^)2  ^        1+xy 

Man  findet  weiter  durch  Differentiation: 

(l+ory)« 

Wenn  man  dies  einsetzt  und  wenn  man  zugleich  den  gemeinsamen 
Nenner  (i-^-xy)^  weglässt,  so  behält  man  die  Gleichung: 

oder»  wenn  man  die  beiden  Veränderlichen  trennt: 

dx dy 

Um  das  Irrationale  zu  entfernen ,   nehme  man   V^l-|-ar<=l -|-X0. 
Daraus  folgt: 

"■h)  .    -.  H-t>« 

^=ür^    «od    H-«t>=j3^. 

Ferner  hat  man 

und  entsteht  die  neue  Gleichung: 

__  Jrfr 1  — q dy 

i+i.>-a(l  -  «>")  ~  ,   .  1  +  «  .  ~  I  +^ 

Man  erhält  daraus  das  allgemeine  Integral: 

2arctg(rYr±|)  =  VT::^arctgy . 
oder  auch,  indem  maea  daraus  e  entwickelt , 
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VJ-a« 

tg( T) arctgy). 


TbfMem  man  bieraas  Mr  ein  gegebenes  y  den  Wertb  «  bereeb- 
■et  hat.  findet  man  «  =  i s,  und  dann  aocb  i= ,  .     -  « 


/V.     Bestimroung    des   integrirenden    Fakters    als    ge^ 
iniscbteu  Fanfction   von    %   und   y. 

Man  sieht  ein,    dass  das  vorbin  auseinandergesetzte  Recb- 
nongsTerfahren^   wodurch  man  die  Trennung  der  Veränderlichen 
bezweckt,  immer  nur  dann  von  gutem  Erfolg  sein  wird,  wenn  die- 
jenigen Funktionen  von  z  und  y^  welche  als  neue  Veränderliche 
an  die  Stelle    von    z  und  y   eingefflbrt   werden    mOssen,    damit 
die  Trennung  möglich  werde,  durch  einfachere  Form  wesentlich 
vor  dem  allgemeinen  Integral  a  =  c  sich  hervorthun.    Dass   dies 
immer  der  Fall    sei,   darf  nicht  vorausgesetzt   werden,    lo  dem 
andern  Falle  wird  man  vortheilhafter  da^  allgemeine  Integral  un- 
iu\Uc\baT  aU  gemischte  Funktion  der  Veränderlichen  bestimmen. 

Die  BesÜmmuug  des  allgemeinen  Integrals  a^=^c  hat  niemals 
Scbirierigkei^  wenn  die  Differentialgleichung  Zdz+Tdy  =0  ein 
volbtiBdiges  Differential  ist,  oder  wenn  sie  als  identisch  mit  der 

Gleicfaong  -t-  dz-t-  -r-  dy=0  angesehen  werden  kann.    Man  hat 

dann  die  beiden  Beziehungen: 

da       -         jM     da       ^. 

An«  der  ersteren  folgt  a^fZdz-i-a^,  worin  o,  eine  noch  un- 
bekannte Funktion  von  y  ist.  Om  diese  Funktion  zu  bestimmen, 
aebme  man  abkürzend /Zc?z  =  cr|.  Durch  Differentiation  der  Glei- 
cbong  a==a|  -f-  o^  bilde  man: 

da  __  dui^       da^ 
dy'^  dy  '^  dy' 

oder  auch,  wenn  man  auf  die  zweite  der  oben  angefahrten  Bezie- 
ksfigen  Rficksicht  nimmt,  die  Gleichung: 

dy"^  dy' 

Barans  erhält  man  durch  Integration : 
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und  dan  allgemeine  Integral  ist  aUo  unter  der  vorher  gemachten 
Voraussetzung  in  der  Form  oi  -{-a^^^e  dargestellt. 

Ob  aber  eine  vorliegende  Differentialgleichung  Zdz+Ydtf^O 
in  der  That  ein  vollständiges  Differential  ist,  dies  entscheidet 
sich  durch  die  vorzunehmende  Rechnung.  Nur  dann,  wenn  jene 
Voraussetzung  richtig  ist,  vrird  man  nämlich  auf  dem  vorgeschrie- 
benen Wege  zu  einem  Werthe  o^  gelangen,  worin  die  Veränder- 
liche y  nicht  vorkommt. 

1.    Es  sei 

Man  findet 

Ferner  findet  man 

Man  hat  also  das  allgemeine  Integral: 

V^i«+y«-a«  +  -^  =  e. 

Wenn  die  Gleichung  Zdz+  Ydy^O  kein  vollständiges  Dife 
rential  ist,   so  wird  dieselbe  doch  immer  dadurch   mit  der  Glei- 

chung  -^ dz  + -j- dy :=iO   identisch,    dass    man   alle  Glieder   mit 

einer  gewissen  Funktion  von  z  und  y  multiplizirt ,  welche,  ^^ 
schon  bemerkt  worden  ist,  der  integrirende  Faktor  hcisst.  Man 
hat  also  die  beiden  Beziehungen: 

da      „.  ^     da       . 

j~z:zZk     und      v- =  rA:. 
dz  dy 

Wenn  man  daraus  a  ellmlnirt,  so  entsteht  eine  Gleichung* 
worin  nur  die  Unbekannte  k  vorkommt.  Man  wird  diese  Elini* 
nation  ausführen,  indem  man  die  erstere  Beziehung  nach  jfy  die 
andere  nach  z  differentiirt  Aus  der  Vergleichung  dieser  beidci> 
Resultate  ergiebt  sich: 
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diZU)  _  d{Yk) 
dy  dz     * 

«der  Mtch,  wenn  man  durch  k  theilt,  und  zugleich  die  abkOrzen- 

im  fiezeichnnngen  -j-=zky  und  3~=As  ebffibrt,  die  Gleichung: 

Jeder  Werdi  k,  welcher  dieser  Gleichung  genfigt ,  besitzt  die 
Eigenschaft,  die  Differentialgleichung  Zkdi-}-  Ykdy^^ü  zu  einem 
follstHodigen  Differential  zu  machen.  Der  Gebrauch  der  Gleichung 
(a)  beschränkt  sich  desshalb  auf  die  Bestimmung  eines  besonde* 
ren  Integrals.  Da  aber  ein  besonderes  Integral  immer  nur  durch 
Probireo  ermittelt  werden  kann,  so  gebe  man  der  unbekannten 
Funktion  k  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  einen  Veränderli- 
chen z  versuchsweise  eine  bestimmte  Form.  Man  setze  dieselbe 
in  die  Gleichung  (a)  an  die  Stelle  von  k  ein,  und  untersuche  als- 
dann, ob  sich  das  Vorkommen  der  andern  Veränderlichen  y  so 
angeben  lässt,  dass  die  identische  Gleichheit  eintritt. 

V^enn  man  kus  jenen  beiden  Beziehungen,   welche  durch  die 
Vergleichong  der  Differentialgleichung  Zkdt-{-  Tkdy^O  mit  dem 

rolktäodigen  Differential  'J' d'i -{"j- dy  zum  Vorschein  kommen, 

die  Unbekannte  k  eliminirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  a 
die  Gfeicbung: 

Wenn  es  gelingt,  eine  Funktion  von  z  und  y  anzugeben, 
wekAe  dieser  Gleichung  an  der  Stelle  von  u  genügt,  so  ist  damit 
das  allgemeine  Integral  a=c  bekannt«  Man  roSsste  also,  um  die 
Funktion  u  unmittelbar  su  bestimmen,  ein  besonderes  Integral  der 
Gleichung  (b)  aofsnehen.  Nun  lässt  sich  aber  die  Frage,  w^he 
TOB  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)  bei  der  Integration  deir 
Gletcbang  Zi^x-l'Fiiily^O  benutzt  werden  solle,  Iwcht  beantworten. 
Denn  es  folgt  aus  der  Nator  der  Aufgabe,  dass  der  integHr^sde 
Faktor  sehr  wohl  eine  wesentlich » einfachere  Gestalt  annehmen 
kann,  als  da#.  allgemeine  Integral  cfc;e  selbst;  dass  aber  niemals 
«■gekehrt  das  allgMieine  Integral  wesentlich  einfacher  sein  wird 
ab  der  integrirende  Faktor.  Wenn  akuo  avch  einzelne  FäHe  denk* 
W  sind,  wo  man  Atwa  dieselben  Reehnungen  durchzufahren  blatte, 
^  ein  besooderes' Integral  d«r  Gleidiung  (a)  oder  ein  besonderes 
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Integral  der  Gleichung  (b)  aufirafinden,  so  wird  man  doch  in  den 
meiBten  Fällen  eher  zum  Zkl  kommen,  wenn  man  den  letzteren 
Weg  eioschlligti  Auf  diese  Betrachtung  grflndet  sich  der  Vorzog, 
^60  man  jederzeit  dem  Gebrauch  der  Gleichung  (a)  vor  dem  der 
Gleiebung  (b)  einrftunit,  eo  daas  also  mit  Recht  behauptet  fterdon 
kann,  die  Integration  der  Gleichung  Zdz+Vdff^^O  beruhe  lai 
Weeentlichen  auf  der  Bestimniung  des  integrirenden  Faktors. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen  werden  sich  auf  diejenigen 
Fälle  beschränken,  in  welchen  der  integrirende  Faktor  die  Gestalt: 

annimmt^  worin  X,  fi,  v ....  irgend  l^unktionen  Von  y,  die  Exponen* 
ten  m,  n....  aber  beständige  Grossen  sind.  Wenn  man  dieseo 
Werth  k  in  die  Gleichung  (a)  einsetzt,  so  erhält  man: 

M      z*'     m^^l±X     .?ll+I  ^dZ     dY     - 

(c)      Z--m-— __,^_;_j ....  +  ^_^,^, 

Um  die  Unbekannten  X,  ft,  v ....  m,  it ....  aus  dieser  Gldchung 
zu  bestimmen,  ordne  man  nach  Potenzen  änd  nach  den  sonst  in 
den  Co.effizieiiten  Z  und  F, vorkommenden  Funktionen  von  z^  Man 
setze  alsdann  den  gemeinsameii  F.^ktor  j^der  einzelnen  Funktiop 
gleich  Null,  und  man  erhält  auf  dieee  Weise  mehrere  andere 
Gteichongen,  welche  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen 
zu  benutzen  sind.  Wenn  dieaelben  so  angegebeii  werden  kckmea« 
dass  allen  jenen  Gleichungen  Genüge  geschieht,  so  giebt  ef 
in  der  That  einen  integrirenden  Faktor  von  der  angenommenen 
Form. 

Diese  Rechnung  lässt  sich  aber  wesentlich  vereinfachen,  da 
maa  im  Stande  ist,  sogleich  diejenigen  Gleichungen  anzugeben, 
welche  auf  dem  angegebenen  Wege  zur  Bestimmung  irgend  bitter 
der  unbekannten » Funktionen  (»,  v...;  durch  di^  Elimination  alier 
ibvigen  Unbekannten  entstehen.  •  Da  nämlich  %m  gemeinsamd 
Faktor  jeder  binaelnen  Funktion  von  7  filr«)eh  terschwinded'hiuss, 
tenit  man  der  Gleichung  (c)  genfigey  so  tehfilt  man  aueb  dand 
eine  riditige  Gleichung,  wenni  man  anidid 'Steife  vdn-rkgend  ehie 
Fuaklion  von  y  einsetzt  Setzt  man  tkk^  die  Funktion  fr  an  dfe 
Stelle  von  t  ein,  so  gebt  die  Gleichung  (c)  über  in  die  einfachere 
Z^  4-  FsmO,  worin  nur  noch  die  Unbekannte  ^  vorkommt.  Dieie 
GleichuBg  uatersobefdet  «sieb  aber  rbn  der  tsti  InlegrireMbti  Gtei- 
chung  Zs'^-fFsxO  offenbar  nur  dadurch,  dass  fiberall  {ia  anstatt  s 
vorkommt.  Wenn  also  für  die  DIfferentialgleidiung  Zcft-|-Fd^=sO 
tia  hutegfitender  Faktor  in  4er  For»  il(4'-^)^(v^i^....  bMtoM 
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M  äd  die  BesteadtbeUe  »^f*,  z— i^*...  «eiusAli»*  gleidiNoU  fffMatol 
jaJiiniai  beaon^ere  Integrale  o4st  ancb  be^omkie  Aufluenuigea 
ämtr  Difereatialgleichqng.  f^aebdom  mao  solche  FunlctiontfH 
Mi^efeDden  bat»  föbre  oian  dieselbeo  an  die  Stelle  ven  ^,  y«».. 
m,  nod  der  weitere  Gebrauch  der  Gleicbeng  (c)  bescbriakt  aieb 
du»  auf  die  BestimaraDg  der  Fonktio^il  ond  der  beständigeo 
Eipaeeoteo  in,  «.... 

Weon  man  die  GieichuDg  (c)   benutzt,   um  die  übrigen  Be- 
•feaadtheile  i,  oi,  n....  des  integrirendea  Falctore 

za  beatimiiieti,  bo  bat  man  gewiaae  Operationen  vorzaaeboMn, 
welche  einea  fvesentlicben  Bestand  tbeil  derjenigen  Recfaamgea 
aosmachen,  wodurch  man  das  ▼ollstlhidige  Differeatial 


Zkdx+rkdyz=0 


.1 


integrirt.    Nachdem  man  jene  Grossen  k,  m,  ii....  aofgefundea  hat, 

80  werden  also  dieselben  Rechnungen  theilweise  bei  der  Bestim* 

meng  des   allgemeinen   Integrals   wieder   vorkommen.     Man    bat 

^sbalb   goten  Grund,   von  d^r  Gleichung  (c)    keinen   weiteren 

Gebrauch  zu  machen.    Man   wird  dann  die   Differentialgleichung 

Zdx  +  yi^=:0  sogleich  mit  dem  zum  Theit  noch  unbestimmten 

k  muHiplitken,  und  dann  die  Integration  gerade  so  ausfuhren,  wie 

«veno  ein  rollständiges  Differential  vorläge.    Man  geht  also  aus 

^en  den  beiden  Beziehungen: 

g=Z*    and   ^^Vk. 

Ad«  der  ersteren  erh&lt  man  az=fZkdz  +  a^,  worin  o^  eine 
noch  anbekannte  Funktion  von  y  ist.  Die  angedeutete  Integration 
oach  2  kann  ausgeführt  werden,  weil  das  Vorkommen  vor  z  in 
der  Funktion  k  bekannt  angenommen  ist.  Man  setze  abkürzend 
^i^fZkdz»  und  bilde  durch  Differentiation  die  Gleichung: 

da      doi       da^ 

Wenn  man  nun  die  aweita  der  vorher  angegebenen  Beziehungen 
benutzt,  um  die  Unbekannte  ^  za  elbniniren,  so'eatstehti . 

Mao  ordne  diese  Gleicbang  nach  Pdenaen  and  oaek  tlea  aiaoat 
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vorkommenden  FonktioDen  von  t,  and  lasse  den  gemeineamen 
Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  von  t  itfr  sich  verschtvindeD. 
Man  gelangt  auf  Hiesem  Wege  zu  verschiedenen  Gleichungen, 
welche  zur  Bestirauiung  von  tn^  und  der  Obrigen  iu  k  noch  vor- 
kommenden Unbekannten  za  benutzen  sind.  HStte  man  diese 
letzteren  Unbekannten  vorher  aus  der  Gleichung  (c)  abgeleitet,  so 
wSren  die  jetzt  entstehenden  Gleichungen  von  selbst  erfttllt,  mit 
Ausnahme  einer  einzigen,  woraus  die  Unbekannte  o^  hervorgeht* 

Wenn  auch  der  zuletzt  bezeichnete  Weg  bei  der  Bestimmung 
des  integrirenden  Faktors  nicht  gerade  überall  eingeschlagen 
werden  soll,  so  wird  dies  mit  Vortheil  doch  immer  dann  geschehen, 
wenn  die  Exponenten  m,  n...  in  dem  Werthe  Ar=:il(z — f*)*"(a: — v)^.. 
schon  bekannt  sind,  so  dass  also  die  Funktion,  X  als  die  einzige 
Unbekannte  zurückbleibt  Die  einfachste  Annahme  der  Art  ist 
offenbar  die,  dass  der  integrirende  Faktor  eine  Funktion  der 
einen  Veränderlichen  iy  allein  ist,  so  dass  also  A:=Ar  zu  setzen  ist 

2.    Wendet   man    dies    an   auf  die    schon    früher    integrirte 
Gleichung: 

di  +  (Fi+F,)dy=0,     • 

* 

worin  F  und  T^  irgend  Funktionen  von  y  sind,  so  findet  sich 
ai=.fXdz=Xz.  Die  Gleichung  (e)  nimmt  dann  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

Man  zerlegt  dieselbe  in  die  beiden: 

r=n  und  ^=rii. 

dy         ^ 
Durch  Integration  entsteht: 

A=/^*    und    a^=zfl\Xdy. 
Man  gelangt  demnach  zu  dem  allgemeinen  Integrale: 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Gleichung: 

fllr  den  Fall,  dass  q>  und  ^  ganze  rationale  Funktionen  von  t  sind, 
soiass  also  auch  die  Form:     > 
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ai^esefuiebeo  werden  kann,  worin  ZZ| .... /T| ....  irgend  Funktio- 
Bfi  TOB  5  vorstellen.  Der  integrirende  Faktor  dieser  Diflerential- 
^ttdioDg  iSsst  sich  oftmals  in  der  Form 


k= 


(2  — f*)(l-V)(2-Jr).... 


ansetEen,  worin  A,  ft,  v»  »,.•..  irgend  Funktionen  von  y  sind* 
Msitipliart  man  damit  die  DifferentiaigleichuDg,  so  erhält  man 
das  voUstindIge  Differential: 

(i— f4)(r— v)(x— jr)....   "*"  (z— ^)(z— v)(x— ff).... 

Wenn  man  nun  annimmt ,  dass .  der  Nenner  aus  n  Faktoren  be-. 
stehe,  so  entsteht  durch  die  Zerlegung  in  die  partiellen,  Brüche 
die  Gleichung: 

Z — fi        2  — V    '   2 — ff   •  -^       J^ 

iVso  /indet  nao  aber  nach  bekannten  Regeln : 

jy_       y(f^>y)  j||_ »(f*>  y) 

(^— V)(f*  — ff)....'  *        (fi—vXf»— ff)....' 

«r  y(^>  y)  jv  __        »(v>  y) 

^^""  (V  — fi)(v— ff)....'      ^  *""(V  — fi)(v  — ff)....  ' 

p  y(^>  y)  p  ■»(^>  y)     • 

(ff— fl)(ff  — v)....'  *         (ff— fi)(ff— V)....* 

Wenn  man  alle  diese  Werthe  einsetzt,  und  zugleich  beachtet, 
dass  2=14,  2=v,  2=  ff....  besondere  Integrale  der  Gleichung 
9(^y)<2s-f  ^(s,y)%=0  sind,  dass  diese  also  jedesmal  zu  einer 
ideiitischeo  Gleichung  wird,  wenn  man  darin  %  mit  einem  der 
Werthe  fi,  v»  ff....  vertauscht,  so  entsteht: 

(0    Aydy+^     M^y)       ^g     _Mv.y)       ^-jv 

^    •    (f* — v)(fA— ff)....      % — fi  (V ft)(v — ff)....      ft — V 

.  '  .11,' 

"•"  (ff-f*)(ff-v)....    »— ff   "^^ ^^ 

ThtU  XXIX.  3 
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Mim  kann  fidb  mit  Ufltf«  d^r  Gl^icbong  (e)  leicht  da? on  filier- 
Eeogeo^  dass  die«  immer  nur  dann  ein  yollstlndigea  DiffereDtial 

Ist*  wem  die  Faktoren  von —»  -^ ....  aUe  von«  unab* 

hängig  sind.  Man  bestimme  desstialb  die  Funktion  l  so,  das« 
Irgend  einer  von  diesen  Faktoren  eine  beständige  Grösse  int. 
Wenn  dadurch  auch  die  öbrigen  Faktoren  von  y  unabhängig  wer- 
den» dann  hat  der  integrirende  Faktor  in  der  That  die  vorhin 
angesetzte  Form,  und  der  Integration  der  Gleichung 

steht  nichts  weiter  im  Wege. 

3.  Um  die  Gleichung 

hiernach  zu  integriren,  bedarf  man  nur  eines  einzigen  besonderea 
Integrals  ft=f*.  Man  verwandelt  dieselbe  In  das  vollständige 
Differential: 

ld%  +  X(F%+ri)di,  ^^ 

Nimmt  man  A=:l,  so  behält  man: 

„.    .  d%'^du      ^ 

Man  findet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

/7dy+^— f*)=c    oder    e'    ^.(«--f*)  =  c. 

4.  Es  sei  <te  +  («-f  ay*)<^=0. 


Setzt  man  die  Reibe  »=ifi3f«  +  m4y«-^+iii,iy«-«+m5y*-«+.,.. 
ein,  so  behält  man: 

(m+a)y»+(mi+mn)y«-H(m,+m|(n--l))y«-H(wj+Wt(»t-2))yi-^. 
Daraus  bestimmt  man  das  besondere  Integral: 

Da  nun  F^sl  ist,  so  hat  man  das  allgemeine  Integral: 

st(s*f  ay»— ai^y-^  +  an(n-l)y^^^^oa(»— l)(ji-2)y^  + ....)  s  c. 
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5.   D»  die  Gleicliiing 


ZQ  hitegriren , .  bedarf  man  zweier  besonderen  Integrale 
f=^  und  %3=zv.     Diese  geben  das  Tollstindige  Differential: 

^       (»~fi)(«-v)  -"' 

•der,  wenn  man  in  die  partiellen  Brüche  zerlegte 

Nimmt  man  hier  A=fi  —  v,  so  behält  man  die  einfachere  Gleichung: 

Darans  entsteht  das  allgemeine  Integral:    . 

e^^       ^    •^.(«  — f»)=c(«— v). 
5.    Der  Glmhang 

geo^en  f=-  nnd  »=-.    Daraus  folgt  f*— v= •      Da    nun 

9  9  9 

^^^TTT  ^»  ^®  erhält  man  das  allgemeine  Integral: 


7.    Der  Gleichung 

ad»  +  (««--i)dy=0 

Staigen  »= $  und  »=—  +  -5.    Man  hat  it— v= — =-.    Da 

^         y    sf*  y    y*  '^  y* 

Bvo  /=  —  ist»  so  hat  inaa  das  allgemeine  Integral: 

Es  ^ebt  keio  Verfahren,  wodurch  man  zu  dem  allgemeinen 
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Integral  derGleichung  ft'-|-/%*-K/^iS+/2  =  0  gelangt»  und  weldies 
zugleich  nnabhSngig  ist  von  der  Kenntniss  eines  besonderen  In- 
tegrals. Da  aber  die  Integration  keine  Schwierigkeit  mehr  hat, 
wenn  ein  besonderes  Integral  bekannt  ist,  so  hat  man  sich  viel- 
fach mit  der  Bestimmong  der  besonderen  Integrale  dieser  Dife- 
rentlalgieichang  beschSftigt.  Die  dazu  führenden  Rechnungen 
werden  aber  durch  die  folgenden .  Verwandlur^en  wesentlich  ver- 
einfacht. Man  bringt  an  die  Stelle  von  %  eine  andere  Veränderli- 
che x,  indem  man  Y%^x  setzt.  Man  erhält  dadurch,  nachdem 
man  noch  mit  T  multiplizirt  hat.  die  Gleichung : 

oder  auch,  um  dies  einfacher  zu  schreiben: 

indem  man  durch  7  und  Yi  andere  Funktionen  von  y  vorstellt  ah 

v' 
vorher.    Man  setzt  nun  weiter  :rs  — .    Daraus  folgt 


' = ^-(0'- 


und  die  Differentialgleichung  erhält,  nachdem  man  mit  v  niultipli 
zirt  hat,  die  folgende  Gestalt: 

ü"+/b'  +  jr,e=0. 

Die    Bestimmung    der    besonderen    Integrale    v    hat    aber  iveit 

weniger  Schwierigkeiten  als  die  der  besonderen  Integrale  s.    I^o^^ 

muss  man    die  Bestimmung  von  v   der  Integration    der  linearen 

Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  fiberlassen.    Wenn  «  l>6' 

e' 
kannt  ist,  so  erhält  man  %  durch  die  Beziehung  /%=:  —. 

8.    Der  homogenen  Differentialgleichung: 

(ax«-i  +  a,y««-«  +  ...  +  c«-iy"-%&  +  (6»"  +  6iy»"-»  -h  ...-F*i^*)<'y 

=0, 

worin  die  Summe  der  Exponenten  von  %  und  y  in  jedem  Gli^^ 
dieselbe  Zahl  n  ist,  genfigen  offenbar  n  besondere  Integrale  von 
der  Form  %^=zmy.  Denn  setzt  man  diesen  Werth  von  s  ein,  0O 
erhält  man  zur  Bestimmung  der  Beständigen  m  die  Gleichung: 

(a  H- 6)m« -Koi +6i)m*-»  H- ... -I- 6«==0. 
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Mu  hit  rfcHhalb  deo  inlegrircndeR  Faktor 

i * ^. 

*  —  («+«)«■  +  (a,  +  A,)j»— '  +...  +  &,y 

Hai)H8iebtaas<]erGI«icbDDg(0.da8edieCofiflfiziei)ten  aller  par- 
MleiBrilcbe,  welche  durch  diesenFaktor  in  der DiffereDlisIgleicIiung 

na  Voracbein  komneo,  Kr  1=  -     besUndige   Werifae    erbalten. 

5ebreibl  man  nnn  aber  die  humogene  Oifferentialgleicbung  in  der 
rinfacberen  Form  Zd*-^  ¥dy={i,  so  bat  man  den  integrlrendea 
F>h(or: 


9.    Die  Gleichung 

ff«da  +  (»+y)«iy=0 
[fihrt  demnacb  aar  da«  vollsUfodige  Differential: 
S'd«  +  («-|-y)»dy_ 
»»(•  +  2y>      -"■ 
WeBD  nan  in  die  partiellen  Brüche  zerlegt,  so  entalebt: 

3,  *'  .       •    .  +  23,   -"■ 
Man  findet  daraus  das  allgemeiDe  Integral : 

/j,»  +  /i-/(i  +  2y)  +  /c=0 


10.    Die  Gleichung 

as»di-(»'+2oj(»)irfy=0 

=  0. 

•nlaiebt: 

«=fO. 
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Man  bildet  daraas  das  allgemeine  Integral:  • 

f 

oder  aoch: 

11.    Man  nehme  nun  die  Gleichung: 

(«+  «3^  +  6)&  +  ((c  +  6— a)«  +  c«y  +  h)dy=0. 

Man  genügt  hier  durch  s=my-|-n.    Denn  setzt  man  die8!ein, 
so  entsteht: 

Hfn^a)y  +  n-{-b)m  +  {{€■{'€-' a)m  +  ce)y  +  (c  +e — a)n+Ä=0. 

Zur   Bestimmung   von    m  und   n  hat   man  also  die  beiden  Glei- 
chungen: 

m*  + (c  +  c)m  +  ces=0 
und 

{m-\rC-{-e — a)n-\-bm  +  Ä—0. 

Man  findet  daraus  die  beiden  besonderen  Integrale : 

,  6c— Ä  ,  ,  be — h 

Man  findet  weiter,  weit  F=0  ist,  das  vollständige  Differential: 

a—c        d%  +  cdy  a—e      d»  +  edy      _q 

*e  — c  bc—h        '  c—e     .  6e — A 

^  ^       6— a  '    ^       c — a 

Nimmt  man  A=e — c,  so  entsteht  das  allgemeine  Integral: 

6c  — Ä^        ,    .  be  —  h^  -, 

worin  K  die  willkuhrliche  Beständige  ist. 
12.    Auch  die  Gleichung: 

liefert  zwei  besondere  Integrale  s=:my-|-n.    Denn  wenn  man  dies 
einsetzt,  so  entsteht: 

{{m'\-a)y'\-n)n^bmy  +  ((c  +  c)m  +  A)y-|-  (c+c)n-|-ce=rO. 

Zur  Bestimmung  von  m  und  n  bat  map  also  die  Gleichungen : 


erjiter  und  %weHer  Orämmg  mit  %v>ei  VerdnderllchetL  30 

und 

«*+(^  +  «)«+^^  =  0. 

Daran«  folgen  die  beiden  besonderen  Integrale: 

ac-'h'                 ,             ae — h 
«  = Ty  —  c      and      «=: -ry — •• 

Um  das  Tollstindige  Integral  an  bilden ,    schreibe  man    die 
Differeotialgleichang  vortheilbafter  in  der  Form: 

(*  +  «V  +  6)yda— (z*  ^rifly^c^  e)z-\^hy^ce)dy=iO. 

Man  findet  dann,  weil  Fss  —  1  ist,  die  Gleicbung: 

,        ac — h  ,  ,        ae—h  . 


»  — 


e_6y  +  c  «-7Zpr+« 


Nimmt  man     A= ,    so  entsteht  das  atigemeine  Integral: 

worio  K  die  ynllkOhrlicbe  Beständige  vorstellt 
Wenn  der  integrirende  Faktor  der  Gleicbung: 

i 
wieder  unter  der  Gestalt: 


(» fl)(% V)(«  —  7t)  .... 

angenommen  wird,  wenn  aber  der  Nenner  dieses  Bruchei  aas  we- 
niger als  n  Faktoren  besteht ,  so  treten  zwar  dieselben  Betrach* 
tungen  ein  wie  vorhin:  allein  es  entsteht  jetzt  durch  die  Zerlegung 
in  partielle  Brfiche  die  Gleichung; 

X(  Fä— 1  +  F,»«-«  +  ....+  F«-i)da  f  k(r%^  +  ü^z^-^  + . ..  +  üm)dy 
M^'SO dM^dfA     l<p(v,y)        d%-dv 


worin  FF|  .»./'l^i  <..*  Funktionen  von  y  sind,  n^elcbo  durch  die 
Multiplikation  der  ursprünglichen  Differentiaigtei^Aimf^  mit  Jk  zuiii 
Ferscbein  kommen.  Diamit  dies  ein  vollständige^  Difftfrelttial  sei» 
kommeo  au  den  vorigen  Bediogongen  noeb  aildefe  hiasU«  >  Ndeh« 
dem  oämlicb   X  wie   frOber  bestimmt   worden  ist,    und   dadurcb 


40  Weiler:    JntegriMon  der  DifferenUalgleichw^en 

die  Faktoren  von  ■■^» ....in  beständige  GrSssen  Gber- 

z  —  fi  »—V  " 

gegangen  sind,  so  moss  ausserdem  der  erste  Theil  der  vorliegen- 
den DiflTerentialgleicfaung  für  sich  ein  voUstSndiges  Diferentk^ 
darstellen. 

13.  Es  «ei 

* 

Man  genögt  durch  «  +  y=0.      Nimmt  man  ^=— 7—,  so  ent- 
steht: 1 

Nimmt  mau  1=1,  so  behält  man  die  Gleichung: 

I 

Das  allgemeine  Integral  ist  demnach: 

y»  +  ^»+y)  =  /c,     oder    cy»(»+y)=rc. 

14.  Es  sei  noch: 

Man  genügtauch  hier  durch  %-{-y=z{^    Nimmt  man  desshaib 
«:=--5 — >    so  entsteht: 

Man  hat  hier  yk^=l  zu  setzen,  und  man  behält  das   vollständige 
Differential: 

Daraus  folgt  dann  das  allgemeine  Integral: 

% — uly  +  (a  +  6)/(*'+  y) = /c,    oder    e*(»  +  y)«+*:=  c^«. 

Wenn  die  bisherige  Abnahme,  wonach  die  Exponenten  m,  n.... 
Aes  integrirend^  Faktors  A:r=X(s— f&)*"(f— t^)"....  gleich  —1  zu 
setzen  sind,  nicht  zum  Ziel  flihrt,  so  wird  man  dieselben  vorerst 
noeh  unbestimmt  lassen.  Da  dann  aber  auch  in  dem  Werthe 
«isr/ZJh/s  eine  Unbestimmtheit   in   Bezug  auf  die  durch  die  an- 
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g^eotete  IntegratioD  eoteleh^nde  Foiiktion  von  %  vorkommt,  was 
bei  dem  Gebrauch  der  Gleichung  (e)  sehr  hinderlich  ist,  so  wird 
mao  denn  doch  hier  mit  Vortheil  zur  Gleichung  (c)  zurflckkehren, 
um  naeli  deo  zuerst  gegebenen  Regeln  die  Grössen  il,  m,  it.... 
zu  ermitteln.  Nachdem  man  dieselben  aufgefunden  hat,  schreite 
mao  zur  Integration  des  ToUsiändigen  Differentials  ZkdMi-¥kdy=fi. 

15.    Es  sei  « 

Man  geadgt  hier  durch  s=0.     Setzt  man  desshalb  %z=iki^^ 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  l  und  m  die  Gleichung: 

(c)      (»•-«•)(sf  ^  +  1-c)— (m+2)(««  +  Ä3^+  a*)c=0. 

l*      c— 1 
Daraus   folgt   -r  =: , ,  oder  X =y«-*,    und  m  +  2=i0.      Maa 

y  • 

hat  also  den  integrirenden  Faktor  A;t=^-^.        Das     vollständige 
Differential 

liefert  das  allgemeine  Integral  in  der  Form: 

16.    E«  sei  nun: 

(a«+yi+y«)ds-(a«  +  y»+»«)rfy=:a 

Man  genfigt  dieser  Gleichong  durcb  *=y.  Setzt  man  k:=U%--y)o', 
80  ist:  *     ' 

(c)  (a*+»«  +  y«)^-Km  +  3)(»  +  y)=0. 

1 
Daraas  folgt  i  =  l,  m-|-3=:0,  und  also  A:=,        .^.      Da»    voll- 

8tilndige  Differential  ist: 

(fl»-t-.y«+y«)rf«     (o'+y«+»«)dv  _ 

oder,  wenn  man  in  die  fiartielleh  Bruche  zerlegt, 

(o«  +  2yijrfi^        yd%        (a«-f2y)dy        %dy    _^ 
(%^y)^         («-y)*         («^y)»         (•-»)*"""•     • 


43  Weiler:    miegrMim  äer  Di/TerenikUpieieMiniem 

Man  findet  daraas  da«  aMgemeine  Integral: 


k2  — ^' 


17.  Die  Gleichung: 

kann  darch  die  frQl|^re  Annahme  integrirt  werden,  wenn  awei  he- 
sondere  Integrale  vorliegen.  Nun  genügt  man  durch  asy.  Es 
läsat  sich  aber  nicht  so  leicht  ein  zweites  besonderes  Integral 
angeben.  Man. nehme  deashalb  ^=aX(% — ^)%  and  man  findet  zur 
Bestimmung  von  X  und  in  die  Gleichung: 

(c)  «•^-+m(t  +  y)+2i=a 

Daraus  folgt  m-^2^0y  und  r=^  «  oder  A=6«^.     Man   hat   also 

den  integrirenden  Faktor  il  =  e«'(t— .v)"^,  und  das  vollstfindige 
Differential : 

(,-y)a  (x-y)a  -"• 

Daraus  entsteht  das  allgemeine  Integral: 

t  , 

18.  Es  sei  noch 

* 
Man  genfigt  dieser  Gleichung  durch  z^-t-^*— a*=0.     Dess- 

halb  nehm^  man  jl=il(z^-|-y* — a*)"*.  Setzt  man  dies  in  die  Glei- 
chung (a)  ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  A  und  m: 

Man   genügt  durch    2m +  1=0  und    (^— a«)  j  +  (2m+3)y=0. 

V       — 2y  1 

Man  bat  also  m=— 4,  nnd  r-=s  ^    ^^y  oder  X=  ^^  ^.     Femer 

ist   A  = r  — -1 »  und  man  gelangt  zu  dem  vollatän- 

dy«—  a»)  V  z*+  y"—  «• 

digen  Differential: 
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DanuM  findet  man  das  allgemeiDe  Integral: 


»+V2*+y«— tt«=c(y— a). 


V.     Allgeraeioes  lotegral,    besondere    Integrale   und 

besondere     AnflSsungen      der     Differentialgleichung 

sweiter   Ordnung    mit   zwei    Veränderlichen. 

Die  allgemeinste  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

dH 
mit  zwei  Veränderlichen  %  und  y  hat  die  Form  Z-j-j-f-ZssO,  wo- 
rin Z  and  F  irgend  Funktionen  von  a  und  ;y  und  des  Differential- 
quottenten  ^  sind.    Das  allgemeine  Integral  dieser  Dlfferentlalglel- 

cbaag  liest  sieb  jedesmal  in  der  Form  o=c  darstellen^  worin  a 
eine  besHounte  Funktion  der  drei  Veränderlichen  s',  %  und  g  ist, 
e  aber  eine  wiUkfihrliche  Beständige  bezeichnet    Denn  durch  Dif- 
lerentiation  findet  man: 

wenn  man  abkflrzend  -7-%=«'^  setzt.     Tbeilt  man  dies  noch  mit 

•inem  Faktor  kt  welcher  auch  wieder  eine  bestimmte  Funktion 
4er  drei  Vetänderlicben  %\  s  und  y  ist,  so  entsteht: 


d$sf 


?+(S'+l)i=<^ 


4et  Vergleichung  mit  der  allgemeinsten  Differentialgieiohung 
f  Fasü  ergeben  sieh  die  beiden  Beziehungen: 

nuui  jederzeit  genügen  kann,  weil  die  beiden  daraus  zu  be- 
attmoModen  Funktionen  a  und  k  alle  GrOssen  in  sich  aufnehmen 
dirfw,  wekha  aaeh  m  den  Co«(ficienten  Z  nai  F  vorbemi 
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Das  allgemeine  Intecpral  der  deiebang  Zt"  -f-  FsO»  welches 
aaf  diese  Weise  bestimiDt  worden «  ist  selbst  wieder  eine  Diffe- 
rentialgleicbung  der  ersten  Ordnung.  Man  nennt  dasselbe  das  erst« 
Integral  der  Diflerentialgteichung  zweiter  Ordnung.  Wenn  man  nun 
auch  das  erste  Integral  a=c  der  Integration  unterwirft,  so  findet 
man  die  endliche  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen»  welche 
das  zweite  Integral  der  Differentialglefchung  zweiter  Ordnung 
heisst.  Um  diese  zweite  Integration  durch  die  bisherigen  Hülfs- 
mittel  auszuffihren,  wird  man,  da  nun  a  irgend  eine  Funktion  yon 
2',  z  und  ^  vorstellt 9  die  Gleichung  0=0  nach  2'  auflösen.  Wenn 
dies  a  =  c  in  Bezug  auf  2'  eine  Gleichung  des  nten  Grades  ist»  so 
wird  man  auf  die  angegebene  Weise  zu  n  verschiedenen  Wörthen 
z'=:fi(z,  y)i  z'^f^iz,  f/).,.  gelangen.  Durch  deren  Integration  er- 
geben sich  alsdann  ebenso  viele  Integralformen 

von  denen  jede  Hir  sich  eine  andere  willkührliche  Beständige 
aufnimmt.  Man  kann  aber  alle  diese  Gleichungen,  welche  bezüg- 
lich den  einzelnen  Werthen  z*  entsprechen,  in  einer  einzigen  Glei- 
chung vereinigen»  indem  man  dieselben  mit  einander  multiplizirt» 
und  also  («i  -|-  ci) («2  -f  e^) . . .  •  =0  setzt.  In  dieser  Gleichung, 
welche  ausser  der  durch  die  erste  Integration  eingefOhrten  wili- 
kuhrlichen  Beständigen  c  noch  n  andere  willkSbrliche  Beständige 
C|,  c«...  enthält,  darf  man  weiter  die  letzteren  willkOhrlichen  Be- 
ständigen alle  einander  gleichsetzen.  Dadurch  geht  wenigstens 
nichts  verloren»  was  nicht  jederzeit  wieder  ersetzt  werden  konnte. 
Man  erlangt  andererseits  durch  die  Annahme  Ci=Cs=...  den 
Vortheil,  dass  man  anstatt  der  Integralform  (a^ -|- C|)(a2 -f  c^  ...  =  0 
eine  andere  viel  einfachere  Form  hat  Was  aber  die  Wiederher- 
stellung der  allgemeinen  Integralform  betrifft»  so  bemerke  man  zu- 
nächst, dass  man  durch  die  erwähnte  Annahme  auf  eine  Glei- 
chung des  nten  Grades  in  Bezug  auf  Cj  geftihrt  wird.  Indem  man 
diese  Gleichung  nach  Ci  auflöst,  und  nachträglich  den  einzelnen 
willkOhrlichen  Beständigen  Ci  wieder  verschiedene  Werthe  zutheilt» 
kommt  mau  auf  jene  Gleichungen  aj  -t-C|=0,  o^-l-Ca^O...  zu- 
rficky  deren  Gesammtheit  das  allgemeine  Integral  darstellt.  Es  ist 
auch  gestattet,  um  die  Integralform  (aj  +Ci)(a^i-c^...=zO  noch 
weiter  zu  vereinfachen»  sich  der  aligemeineren  Annahme  Ci^^(e)p 
c^=g>%(e).>.  zu  bedienen,  worin  e  eine  willkfihrliche  Beständige» 
und  ipit  9>f**  willkahrliche  Funktionen  vorstellen.'  Denn  auch  so 
lassen  sich  durch  die  Auflösung  nach  e  jene  IntegralAlrmen 

«j-fCi=:0,  a,  +  Ct=0... 
eihsoln  wieder    anOmden.     Eine  DifferentialgleiohiiDg    der.  ersten 
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Onloovg  beisst  eine  dee  «iten  Grades,  irenn  derDiffBreotblquotient 
z'aiif  dem  Uten  Grade  darin  vorkommt.  Unter  der  vorhin  gemach- 
ten Beschrftnfcang  kann  alHo  das  allgemeine  Integral  einer  solchen 
DMerentialgieichung  als  eine  Beziehung  zwischen  den  VerSnder- 
liehen  angesehen  werden,  welche  in  Bezog  auf  die  darin  vorkom- 
mende willkfifarliche  BestAndige  eine  Gleichung  des  nten  Grades 
dareteilt. 

Hat  man  z.  B.  die  Differentialgleichung  des  zweiten  Grades: 
80  findet  man  darch  die  Auflösung  nach  x'  die  beiden  Werthe 

Darch  Integration  entstehen  die  beiden  Gleichungen : 

V2*+y*+c,+y=0    und  Vi* +y«  +  ea— y=0. 
Diese  lassen  sich  vereinigen  in  der  einzigen: 

Nimmt  man  darin  C|-|-<^=0,    so  hat  man  die  einfachere  Glei- 
cbuog: 

i*+y*-(<^i +y)*=  0,    oder    2«=2r,y  +  ci«, 

,  welche  als  allgemeines  Integral  der  obigen  Differentialgleichung 
des  zweiten  Grades  angesehen  werden  darf.  Durch  die  Auflösung 
Dach  C|  erhält  man  wieder  jene  beiden  ursprOnslichen  Integralfor- 
men, indem  man  die  willkübrliche  Beständige  C|  in  jeder  der  bei- 
den Losungen  verschieden  denkt. 

• 
Das  bis  dahin  aoseinandergesetzte  Verfahren,  eine  Differentialglei- 
chung der  ersten  Ordnung  und  des  nten  Grades  zu  integriren,  zeigt 
keine  anderen  Schwierigkeiten  als  diejenigen,  welche  die  Auflosung 
einer  algebraischen  Gleichung  des  itten  Gradesund  die  frGher  gege- 
benen Integrationsverfahren  mit  sich  bringen.  Man  wird  aber  die 
gemachten  Bemerkungen  gerade  hier  an  der  passenden  Stelle 
finden,  nachdem  man  sich  fiberzeugt  hat,  dass  nur  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  uns  in  den  Stand 
setzt,  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnuoip  und  des  nten  Grades  viel  schneller  zu  erreichen,  indem 
man  nicht  allein  der  Mfihe  überhoben  ist,  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung des  nten  Grades  zu  bestimmen,  sondern  das  allgemehie  In- 
tegral sogar  Bnmittelbar  In  jener  einfacheren  Form  darstellt,  welche 
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selbst  wieder  in  Beang  auf  die  wiilfcfibrUciie  BestSndlge  eine  Glei- 
chung des  itten  Grades  ist.  Es  stellt  sich  dabei  aueh  beraas, 
dass  dieses  Integrationsverfabren  mit  nicbl  geringerem  Erfolg  aof 
solche  Fälle  ausgedehnt  wird«  für  welche  das  zuerst  angegebene 
Verfahren  nicht'  ausreicht,  weil  die  DilTerentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  a^c  in  ßezug  auf  das  Vorkommen  von  %'  von  solcher  Be* 
schaffenheit  ist*  dass  z'  nicht  mehr  daraus  entwickelt  werden  kann. 

Das  Integrationsverfahren,  welches  also  jetzt  auseindergesetzt 
werden  soll,  steht  in  naher  Beziehung  zu  denjenigen  Rechnungen, 
wodurch  man  aUs  dem  zweiten  Integral  einer  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  Zi"  ■{■  F=0  diese  selbst  wieder  ableitet  In- 
dem wir  uns  auf  die  vorhin  gemachten  Auseinandersetzungen 
stfitzen,  dürfen  wir  hier  von  der  Voraussetzung  aasgeben »  dass 
das  zweite  Integral  durch  irgend  eine  Gleichung  zwischen  den 
beiden  Verfinderlichen  n  und  y  qnd  zweien  wUlkOhriicben  Bestisr 
digen  sich  darstellt.  Um  nun  aber  von  diesem  Integral  zu  der 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Zif  -f  F=0  überzöge- 
hen,  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen.  Man  kann 
nSmIich  durch  die  erste  Differentiation  ebensowohl  die  eine  willkfihr- 
liche  Beständige  c  als  auch  die  andere  C|  zum  Verschwinden  bringen. 
Wollte  man  die  Beständige  C| ,  welche  in  dem  zweiten  Integral 
auf  dem  nten  Grade  vorkommen  mag,  zuerst  wegbringen,  so 
konnte  man  vor  Allem  die  verschiedenen  Auflösungen  tfi  +  Ci^O, 
a^-l.C|=0..«  bestimmen.  Durch  Differentiation  wOrde  man  Inf  je- 
der einzelnen  die  willkGhrliche  Beständige  C|  entfernen,  und  man 
erhielte  die  der  ursprfinglichen  Integral  form  entsprechende  Diffe* 
reotialgleichung  der  ersten  Ordnung,  welche  in  Bezug  auf  z'  vom 
9iten  Grade  ist,  indem  man  jene  n  Differentialgleichungen  des  er- 
sten Grades  mit  einander  multiplizirt.  Man  findet  aber  dieselbe 
Differentialgleichung  ^des  nten  Grades  auf  einem  kürzeren  Wege. 
Man  differentUre  in  dieser  Absiebt  die  uVsprilngliche  Integraiform, 
welche  durch  ß=Q  vorgestellt  sein  mag,  in  der  vorliegimden  Form, 
und  man  erhält 

dt     ^dy"^ 

Die  Eliminatbn  der  wUlkührlichen  Beständigen  C|   zwischen  den 

dß  dß  ^ 
beiden  Gleichungen  §-=0  und  ^^'"^^^  filhrt  alsdann  zu  dem- 
selben Resultate,  welches  man  auch  durch  die  vorbin  angegebenen 
Rechnongen  erhalten  würde.  Es  ist  einleuchtend,  dass  man  dios 
Verfahren,  die  Differentialgleichung  aus  dem  allgemeinen  Integrale 
ß:^  zu  bilden,   ohne  Anstand  auch  auf  diejenigen  Fälle  ans- 
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dehat,  m  «elelien  die  Gleichmg  /3=sO  in  Besttg  aaf  das  Vorkom- 
nea  f#o  e^  von  solcher  Besohaffenbeit  Ist,  das«  der  WeiÜi  Ci 
aiebt  nehr  daiaoa  entwickelt'  werden  kann. 

Um  die  Gleichung  z^=2ci^'f  C|^,  von  der  man  oben  gesehen 
bat,  dass  sie  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  i^^^^t!  -{■vfl 
darstellt,  wieder  als  Beispiel  zu  benutzen,  so  differentiire  man  die- 
selbe. Man  6ndet  zz'  =  Ci,  Wenn  man  nun  aber  die  willkfihrliche 
Beständige  c^  zwischen  den  beiden  Gleichungen: 

t* = 2cjy  +  Ci*    und    12' = Ci 

eliminirt^  so  kommt  man  in  der  That  auf  die  obige  Differential* 
gleichung  des  zweitetji  Grades  %=^%yif  -{■tz*^  zurück. 

Je  nachdem  nun  aber  die  eine  willkübrlicbe  Beständige 
c  oder  die  andere  willkflhrliche  Beständige  C|  des  zweiten  Inte- 
grals durch  die  erste  Differentiation  entfernt  wird,  gelangt  man 
lu  zfvei  yerschiedenen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung. 
Diese  beiden  Differentialgleichungen  führen  aber,  wenn  man  durch 
eine  zweite  Differentiation  die  jedesmal  noch  zurOckgebliebene 
wAlkührUche  Beständige  wegschafft,  auf  ein  und  dieselbe  Diffe- 
renliaV^eichang  der  zweiten  Ordnung. 

Hat  man  z.  B.  die  Gleichung  J^^cy^+Ci^^  so  findet  man, 
wenn  man  durch  Differentiation  die  Beständige  Cx  entfernt,  die 
Difereotialgleichnug  der  ersten  Ordnung 

•  yz*  4-  az = 2a€^. 

Wenn  man  durch  eine  «weite  Differentiation  auch  die  Bestfln- 
4iie  e  eollemft,  so  entsteht  die  Differentialgteichung  der  zweiten 
Oidnimg: 

BHngt  fluin  nun  aber  durch  die  erste  Differentiation  die  Be- 
ständige c  weg,  so  entsteht  die  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung: 

woraus  dieselbe  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

* 

herrorgdit,  wenn  man  durch  die  zweite  Differentiation  die  zurück- 
gdbUeli^iie  Beständige  c^  tilgt. 

Dies  sind  also  diejenigen  RecfcMingep,  wodorcfc  man  die  Dif- 
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ferentialgleichiiiig  der  zweiten  OrdDong  wieder  aafBndett  wenn 
deren  xweites  Integral  vorliegt.  Der  sweifaebe  Weg,  anf  welcbeni 
man  zu  diesem  Ziele  gelangt,  erklärt  zanächst  die  Tbatsacbe, 
dass  jede  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  von  zwei 
verschiedenen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  abgelei- 
tet werden  kann.  Denn  wenn  man  die  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  durch  Integration  in  eine  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  umwandelt,  so  ist  kein  Grund  vorhanden,  wa- 
rum gerade  die  eine  und  nicht  ebenso  gut  die  andere  der  beiden 
wegfallenden  Beständigen  zuerst  wieder  eingeftihrt  werden  sollte. 
Diese  beiden  ersten  Integrale  sind  aber,  wie  man  jetzt  einsieht, 
in  Bezug  auf  die  durch  dieselben  dargestellte  Abhängigkeit  zwi- 
schen den  Veränderlichen  nicht  wesentlich  von  einander  verschie- 
den. Die  zweiten  Integrationen  liefern  ein  und  dieselbe  endliche 
Gleichung. 

Wenn  man  nun  aber  die  vorhin  gegebenen  Vorschriften,  vi*o- 
nach  man  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  aus  dem 
zweiten  Integral  zu  bilden  hat,  bestimmter  in's  Auge  fasst,  so  liegt 
der  Gedanke  nicht  fern,  dass  man  das  zweite  Integral  selbst  an- 
geben kann,  wenn  die  beiden  ersten  Integrale  einer  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  vorliegen.  Die  beiden  ersten  Integrale 
werden  nämlich  dadurch  aufgefunden,  dass  man  das  zweite  Inte- 
gral /3=0  geradezu  differentiirt,  und  dass  man  alsdann  das  eine- 
mal die  erste,  das  anderemal  die  zweite  willkOfarliche  Beständige 

zwischen  der  Differentialgleichung  ^^'+ /  =^  ^^^  dem  zweiten 

Integral  ßt=zQ  eliroinirt.  Jedes  der  beiden  ersten  Integrale  kann 
demnach  als  das  Resultat  der  Eliminatien  derjenigen  wHIkührlicben 
Beständigen  angesehen  werden,  welche  gleichzeitig  in  dem  andern 
ersten  Integrale  und  in  dem  zweiten  Integrale  vorkommt.  Man 
wird  desshalb  das  zweite  Integral  selbst  aus  den  beiden  ersten  In- 
tegralen auffinden.  Indem  man  den  Differentialquotienten  n*  zwi- 
schen den  beiden  ersten  Int^ralen  eliminirt. 

Es  ist  vorbin  gezeigt  worden,  dass  die  Gleichung 
das  zweite  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

darstellt.  Die  beiden  ersten  Integrale  zeigen  sich  In  den  Fdmuen: 
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Wma  diait   darao«  »'.  eKniiiittt  so  komnt  Dum  in  der  Tkat  xn« 
rfiek  auf  da«  zweite  Integral: 


— « 


Da  man  jetzt  die  Ueberzeugting  gewonnen  hat,  dasa  man  aus 
fca  beiden  ersten  Integralen  einer  Differentialgleielrang  der  zwei- 
ten Ordnung  deren  zweites  Integral  durch  die  Eliminatum  von  m^ 
erbilty  so  Tersteht  es  sich,  dass  man  auch  za  dem  allgemeineti 
Integrale  irgend  einer  Differentialgleiehung  erster  Ordnung  7=0 
gelangt,  ohne  Torher  nach  %'  aufgelöst  za  haben.  Man  betrachte 
in  dieser  Absicht  die  Gleichung  y=rO  als  das  erste  Integral  einer 
Differenttalgl^hong  zweiter  Ordnung,  welche  durdi  die  Differen- 
tiatioo  der  Gleichung  y=0  wieder  zum  Vorschein  kommt.  Unter 
welche  Gestalt  man  diese  Gleichung  vor  der  Differentiation  auch 
immer  gebracht  haben  mag,  oder  welche  Elimination  man  auch 
ini^ier  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

losCBhren  mag,  wenn  es  gelingt,  ein  anderes  erstes  Integral  /i=0 

f&r  die  so  entstehende  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

anzugeben,  so  bedarf  es  nur  der  Elimination  von  %'  zwischen  den 

beiden  Gleichungen  y=0  und  yi  =0,  um  das  allgemeine  Integral 

der  Gfefcbong  ^=0  zu  erhalten. 

Naefadero  man  auf  diese  Weise  zur  vollständigen  Kenntniss 
des  zweiten  Integrals  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
Bung  gelangt  ist,  wird  man  zunächst  wieder  untersuchen,  wie  man 
die  besonderen  IntegrA  und  die  besonderen  Auflösungen  einer 
solcbeo  Differentialgleichung  auffindet 

Jeder  Werth  %',  welcher  aus  dem  ersten  Integral  a=^c  einer 
Differeotialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Z%"  -i- F^^O  entwickelt 
werden  kann,  nachdem  man  der  willkuhrlichen  Beständigen  c  irgend 
einen  besonderen  Werth  beigelegt  hat,  genfigt  auch  der  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung,  und  heisst  ein  besonderes  Istegral 
dieser  Differentialgleichung.  Wenn  dagegen  eine  Funktion  von  % 
and  3f  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt,  und  wenn 
diese  Eigenschaft  der  Funktion  dem  Umstände  zugeschrieben  wer* 
den  muss,  dass  ein  Glied  des  ersten  Integrals  a=c  mit  dem 
Faktor  (s— fi)"*  verbunden  ist,  worin  ft  jene  Funktion  von  %  und 
3f  bedeutet,  und  m  eine  zwischen  0  und  1  liegende  Zahl  ist,  so 
oenot  man  dieselbe,  dem  Früheren  analog,  eine  besondere  AuflO- 
sang  der  Dlffereatialgleidniiig  zweiter  Ordnung. 

Th«il  XXIX  4 
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für  welche  jenes  Glied  -^  den  Werth  oo  annimmt,  als  besondere 

Aofldsungen  des  ersten  Integrals  o£=c  sich  herausstelleD  werden, 
so  unterliegt  es  doch  keinem  Zweifel ,  dass  alle  besondereo  Auf* 
lOsungen  anter  jenen  Werthen  z  sich  vorfinden.  Wenn  man  nan 
weiter  die  GleichangO|=Ci  nach  z  und  Ci  differentiirt,  so  entstebt 

dui      dci 
dz  ""  dz' 

da 
Daraus  folgt,  dass  jenes  Glied   -^  des  vollständigen  Differentials 

identisch  ist  mit  dem  aus  «i  =C|  gezogenen  Differentialquotienten 
-T^.    Man  kann  desshalb  auch  sagen,  dass  alle  besonderen  Aaf- 

I5sungen  des  ersten  Integrals  a:=c  zum  Vorschein  kommen,  wenn 
man  den  aus  dem  zweiten  Integral  ai  =  Ci  gezogenen  Differential- 
quotienten   -^  den  Werth  oo,  oder^  auch,  wenn  man  den  Diffe- 

dz 
rentialquotienten  -r—   den  Werth  0  annehmen  iMsst    Hit  diesen 

Bemerkungen  ist  aber  die  vorhin  ausgesprochene  Behauptung,  dass 
man  die  besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichung  a^c 
auch  bestimmen  könne,  ohne  vorher  deren  Integral  |}=0  nach  der 
willkQhrlichen  Beständigen  Ci  aufgelöst  zu  haben,   gerechtfertigt, 

da  man  weiss ,  dass  der  Differentialquotient  ^-*    keineswegs  aus 

der  entwickelten  Gleichung  a^^Ci  abgeleitet  werden  muss,  son- 
dern auch  aus  der  unentwickelten  Form  /?  =  0  aufgefunden  wird. 
Man  differentiirt  nämlich  die  Gleichung  /?  =  0  auch  wieder  nach 
s  und  Ci*     Dadurch  entsteht 

dßdz^      dß^_^Q 
dz  dvi      dci 

Man  eliminlrt  Ci  zwischen  den  beiden  Gieichnngen 

.f.         .    dß  dt      dß 

und  man  gelangt  zu  demselben  Werthe  ^»  welehen  man  no* 
mittelbar  aus  der  entwickelten  Form  o,  csci   finden  wfirde.    09 
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also  die  beiODdereo  AuflösungeD  der  Gleicbungen  a^c  auf  dl«* 
seiD  Weg#  tn  erbalteD»  mache  man  in  der  Gleichung 

dz  dcg  "^  dci 

vor  Allem  die  Aonahme  ^—  =  0.    Mao  eliminire  aladanu  Ci  zwi- 

•eben  der  dadurch  entstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung /?=0. 
Das  ResQhat  der  Elimination  enthält  alle  besonderen  Auflösungen 
der  Gleichung  ars-c. 

Um  dies  auf  die  schon   oben   benutzte  Differentialgleichung 
o^  -|-  2tft^  =s  X  anzuwenden ,     differentiire     man    deren     Integral 

dz 
t*=2ciy +  Ci*  nach  z  und  nach  Ci.     Man   erhält  z-j—  =  y  +  Ci- 

Ffir  ^  =  0  bat  man  ^  -|-  C|  :^  0.     Wenn  man  nun   Ci   zwischen 

3f-|-e|  =  0  und  **  =  2ciiy-fC|  elirainirt,  so  findet  man  x*+y*  =  0, 
was  in  der  That  eine  besondere  Auflösung  der  obigen  DiffereotiaU 
^•ichuDg  ist 


\l.    Redalttion    der   Difrerentialgleicbung  Zz"  +  ¥==0 
auf  eine  Difrerentialf leichung    der    ersten    Ordnung 

mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Dm  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Zz''-^-  F=:0, 
worin  Z  und  F  irgend  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  x*,  % 
und  jf  sind,  aus  dem  ersten  Integral  a  =  e  abzuleiten »  muss  man 
dies»  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  differentiiren,  und  das  vollstän- 
dige Dllerential 

dtt  da         dct      ^ 

mit  einer  Grösse  k  theilen ,  welche  selbst  wieder  eine  bestimmte 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  z\  z  und  y  ist.  Wenn  k^=z\  ist, 
oder  wenn  die  Gleichung  Zz"-|- F=0  ein  vollständiges  Differential 
darstellt,  so  kommen  bei  der  Integration  keine  weiteren  Schwie- 
rigkeiten vor.  Man  bat  desshalb  hier,  ebenso  wie  bei  der  Integra- 
tion der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  im  Wesentlichen 
wieder  nur  die  Aufgabe,  jenen  Faktor  k  zu  ersetzen,  welcher  die 
Differentialgleichung  zu  einem  vollständigen  Differential  macht,  und 
desshalb  der  Inti^irende  Fakt<^  genannt  wird. 

In  vleien  Fällen  lässt  sich  die  Differentialgleichung  der  zwei- 
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teil  Ordnung  Zz''-f  F=sO  in  eine  DifferenH^lgleicfcnng  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  swei  Veränderlichen  umwandeln.  Wenn  diese 
Umwandlung  gelungen  ist,  dann  ist  die  Integration  nur  davon  ab- 
hängig, dass  man  nach  den  froher  gegebenen  Regeln  den  integri- 
renden  Faktor  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  auffindet 
Was  also  in  solchen  Fällen  bei  der  Integration  der  Gleichung 
Zzf'+F^Ozu  den  fraheren  Untersuchungen  noch  hinzukommt, 
ist  nichts  weiter  als  die  Ausfölirnng  der  erwähnlee  Umwendiuftg« 
DimmM  denn  auch  d>eli  Gegenstand  der  fejgeaden  Untersttchtinges 
ausmachen. 

Ba  das  erste  Integral  a^c  irgend  eine  Funktion  der  drei  Ver- 
Snderfichen  z',  z  und  y  vorstellt,  so  bestimmt  sich  der  Drfferetitiail- 
quotient  z'  durch  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
als  Funktion  von  z  und  y.  Wenn  aber  z'  als  Funktion  von  z  und 
y  gedacht  wird,  so  sihält  man  durch  Differentiation*  da  hierbei  % 
als  Funktion  von  y  angesehen  werden  muss,  den  Werth 

^  -  dz^  +  dy' 

Wenn  dies  in  die  Gleichung  Zz"+Y:=0  eingesetzt  wird,  so  gebt 
dieselbe  über  in  die  Differeu;tialgleichui|g  der  ersten  Ordnmg: 


„    fdz'         dz'\  ^  „     ^ 


wociB  die  drei  VerKnderUeben  z^,  z  und  y  Platz  nehmen.  Wenn  aber 
^ofi  diesea  drei  Veränderlichen  entweder  z  oder  y  in  den  Cotffi'- 
sieaten  Z  und  F  der  Differentialgleichung  fehlt,  so  behält  maa 
«Mff  Bestimmung  des  ersten  Integrals  a=c  jedesmal  eise  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderliche«* 
Denn  wenn  die  Veränderliche  z  in  der  Gleichung  (a)  nicht  vor- 
kommt, so  darf  man  annehmen,  dass  dieselbe  auch  in  dem  ersten 

dz' 
Integral  fehlt,  und  desshalb  -31=0  setzen.    Man  behält  dann  die 

Qleichuog: 

Zd2'+  Fdy=0. 

Wenn  die  Veränderliche  y  in  der  Gleichung  (a)  nicht  vorkommt, 

dz' 
m  isl  die  Annahme  ^===0  gestattet  und  man  behält  SeHMvkmg^ 

Zzfdz'+rdxszO, 
Wem  .4i«  Co«i$«ent«n  Z  und    F  gleiehseitig  die  drei  Verän- 
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dertiehe»  %*,  z  und  y  •ioscbUeMer»,  so  wird  nan  gewiMw  Funld»»* 
neo  Ton  a',  s  und  y  al»  neue  Veränderliche  in  die  Gleiehuog 


">        <%'+%)*''=<' 


eioföhr^o.     Wenit  die  dazu  benatzten  Fanktionen  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  das  erste  Integral  az=c  selbst  nur  zwei  von  den 
neuen  Verfinderlichen  einschliessty  indem  nSmlich  ditrch  die  Ell- 
Biinaüon  ven  Irgend  zweien  der  ursprünglich  Verfinderlichen  /,  t 
und  y  zugleich  die  dritte  hinaas  lallt,   dann   wird  sich  durch  die 
erwähnte  Transformation  nothwendig  aach  die  DrIFerentialglieichang 
(a)  auf  eine  Weise  arogestatten,  dass  nur  zwei  Veränderliche  darin 
Phtc  nehmen.    Was  nun  aber  die  zu  einer  solchen  Transformation 
geeigneten  Funktionen  betrifft,  so  wird   man  sich  aus  den  schon 
in  dem  Früheren  angegebenen  Rücksichten  jedenfalls  mit  gutem 
Erfolg  der  besonderen  Integrale  und  besonderen  AoflOsungen  der 
Gleichung  Zzf  i-  F=0  bedienen,  roOgen  dieselben  nun  den  üiffe- 
rentialquotienten    i'  als  Funktion  von  z  und  y  ausdrücken,    oder 
mögen  dieselben  nur  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  beiden Ver^ 
änderlichen  z  und  y  darstellen.    Da  nämlich  jedesmal  ein  Faktor, 
oder  aach  ein  mit  einem   Bruchexponenten   behaftetes   Glied   des 
ersten  Integrals  u  —  c=:0  in  eine  Funktion  einer  einzigen  Verän- 
detliehea  Qbei^ht,  wenn  man  ein  besonderes  Integral  odkr  eise' 
besoDdere  Aoflosüag  znr  Elimination  einef  der  arspr anglichen  Veiw 
Üoder/icbeo  benatzt,  so  ist  eine  solche  Funktion   jedesmal  auch 
ganz  besonders  dazu  geeignet,    bei   der  Elimination  irgend'  einer 
der  ursprünglichen  Veränderlichen  zugleich  eine  zweite  aus  dem 
ersten  Integral  a  =  e  versc)iwinden   zu  lassen.     Es  versteht  sich 
ilbrigens,  dass  jede  der  drei  Veränderlichen  2',  z  und  y  wenigstens 
in  einer  von  den  beiden   neuen  Veränderlichen  vorkommen  muss» 
4a  nach  der  Voraussetzaag  das  erste  Integral  jene  drei  Veränder- 
liche gleichzeitig,  einschliesst. 

Soll  nvn  in  der  Gleichnng  (a)  an  die  Steile  der  aldiSngigmt 
Veränderlichen  z'  die  neue  Veräbderliche  üf  eintreten,  und  hal 
man  dfe  Gteiehnng  z*=f(x,  t,y),  so'  bilde  man  ürm^k  ßifferentiat 
tiea  die  beiden  Wertbe: 

dz      dx  dz      dz*  dy^' dx dy.     dy' 

Die  Gleichung  (a)  geht^dadurch  über  in : 
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woraus  x  im  Allgemeinen  als  Funktion  von  z  und  y  herTorgeht, 
nachdem  man  noch  denWerth  z' = /"(j:,  i,  ^)  eingesetzt  hat.  Wenn 
aber  in  den  Co^ffizienten   dieser  Gleichung  die  Veränderliche   z 

nicht  mehr  Vorkommt,  nachdem  man   -p=0  gesetzt  hat,  oder  wenn 

die  Veränderliche  y  fehlt,   nachdem  mau  ^  =0  gesetzt  hat,  so 

behält  man  zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  eine  Differeutial- 
gleicbung  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Soll  aber  eine  der  unabhängigen  Veränderlichen,  etwa  z>  durch 
cjie  neue  Veränderliche  v  ersetzt  werden,  welche  sich  aus  der 
Gleichung  o=/'(z,^)  bestimmt,  so  setze  man,  da  nun  t'  nicht  mehr 
als  Funktion  von  z  und  y,  sondern  als  Funktion  von  o  und  y  an- 
gesehen werden  soll, 

d^^d^dv  ^'-.^'^^      ^ 

dz  '^ dv  dz*  dy~~dv^dy* 

und  man  gelangt  zu  der  neuen  Gleichung: 

„  /dv         dv\  dz'       „  dzf       ,.      ^ 

worin  noch  der  obige  Werth  v  einzusetzen  ist.     Damit   dieselbe 

in  eine  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  äbergehe» 

dz' 
mQssen  deren  Co^Hizienten  durch  die  Annahme  ^=Ovon^,  oder 

dz'  ^ 

auch  durch  die  Annahme  -j-  =0  von  v  frei  werden. 

av 

Wenn  auch  der  Differentialquotient  z'  in  derjenigen  Veränder- 
lichen Platz  nimmt,  welche  an  die  Stelle  von  z  oder  y  in  die  Glei- 
chung (a)  eingeführt  werden  soll,  so  schreibt  man  dieselbe,  uro 
diese  Transformation  auszuführen,  vortheilhafter  tn  einer  anderen 

dzf 
Fora»     Man  bestimmt  nämlich  die  Differentialquotienteo  -^    und 

dt' 

V-  aus  dem  ersten  Integral  a  =  e,  indem  man  dasselbe  vorerst 

Dach  z'  und  z,  sodann  nach  z*  und  y  differentiirt.  Dadurch  ent- 
stehen die  beiden  Gleichungen: 

da  dz*      da da  dif      da 

dz'  dz      dz  dz'  dy^  dy^ 

Setzt  man  die  daraus  gewonnenen  Werthe  -j-  und  ^  in  die  Glei- 
chung (a)  ein,  so  hat  man  die  neue  Gleichung: 
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»'  <£'+§)-•■»  =  •• 


Man  bringt  hier  aber  leicht  an  die  Stelle  von  t  oder  von  y  eine 
neue  VerSnderlichey  welche  selbst  als  FaoktioD  von  z\  z  and  jf 
gedacht  wird.  Gebraucht  man  z.  B.  zur  Elimination  von  t  die 
Gleichung  v^=^f(i'fi^y\  so  hat  mao  die  folgeoden  Vertauschungeo 
vorzanebmen : 

da da  dv  da dadv      da 

dt      dv  dl*  dy"^  dv  dy*  dy* 

da da  dv      da 

dz'^dia?^W 

Mao  erhält  dadurch  die  neue  Gleichung: 

f^fdv         dv\  dv   da  da       ^da 

woraus  a  als  Funktion  von  z\  v  und  y  hervorgeht.  Wenn  man 
aber  irgend  einen  der  vorkommenden  Differentialquotienten  voo  a 
gleich  Kuli  setzt,  und  wenn  die  entsprechende  unabhängige  Ver- 
änderWche  in  den  übrig  gebliebenen  Co^fßzienten  fehlt,  so  hat  man 
zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  a=:c  wieder  eine  Differen- 
tialgleicbuDg  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

L    Es  sei  yi'^^^xi'  +  a. 

Man  bildet  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

(2y2'— 2)2''=0,      oder  auch      i^'^O. 

Durch  Integration  entsteht  2f:=.c.  Wenn  man  diesen  Werth  z' In 
die  orMprüngliche  Differentialgleichung  einsetzt,  so  erhält  man  deren 
allgemeines  Integral  in  der  Form: 

c«y  =  c2  +  ö. 

2.     Es  sei  -i^=  -r  +  ay. 
Durch  Differentiation  erhält  man: 

Da  hier  weder  z  noch  j^  vorkommt,  so  darf  man  bei  der  Integration  eben^ 
sowohl  ^=:0  als  auch  ^"=0  annehmen.    Die  Annahme  ^^=^0 
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Rihrt  auf  die  urspHlnglkshe  DiflEerentialgl^ichting   zarfick.    Nimmt 
man  aber  t-  =0,  so  entsteht: 


(?^^?)' 


Man  findet  dorch  Integration: 

Um  nun  %'  zwicben  den  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  zu  etinoinireii,  entwickele  man  aus  der  ersteren  den  Werth 

;7=^±  VÄ*+ay.    Man  setze  denselben  in   die  letztere  ein,  und 

mau  erhftlt  dadurch  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 
in  der  Form: 

ai  +  c:^2Ä  dt  2  V6M^  ~  26  /(6  +  \^6«+ä^) . 

a  ai* .  arctg  z' 

3.    Es  sei  nun  y=  ^y^  +  -y~™-. 

Durch  Differentiation  findet  man: 

az",  arctg  i' 


1  = 


(l+x'«)»    • 


dz' 
Nimmt  man  hier  ^  =  0,  so  hat  man  die  Gleichung:. 

-        qz'cfz^.arctgz^ 

Man  findet  durch  Integration: 

^  as!  II.  arctg  x' 

Um  z'  zwischen  den  beiden  Differentlalgletehungen  der  ersten 
Ordnung  zu  eliminiren,  eliminire  man  vorerst  arctg z'.    Man  erhält: 

y  +  (z+c)z'=aV7T?5. 

Wollte  man  nun  aber  den  daraus  entwickelten  Werth  z'  in  eine 
düf  beM«n  verifflA  Gluifibungw  eiqiK^t»mt  so  lOb^e  mq«,  iu(»d^ 
(Evieicbung  zum  Vorschein,  welche  weder  nach  z  noch  uaob  y  auf- 
^tSst  .Werden  Itann.     Man  denke  sich  dessftalb  i"  ats  diß  «nsli- 


Ungige  VefSvderlicfce,  un4  berecbae  fliir  jed^  kleine  z'   die 
usammengeborigen  Wertbe  z  und  y, 

i.    Es  sei  nun  yV  +  (i-— a— 6)3^^ -|-«&i;=0. 

Man  genügt  dieser  (xleifjiung  durch  2*=:  -^>  worin  m  eine;B«< 

stindige  ist.    Denn  man   hat  1"= ä»    und  erhält   zur   Be- 

iHmmung  yonm  die  quadratische  Gleichung  m^—(a-f  6)111 -t-a6=0. 
Man  bedifae  sich  dessbalb  aur  Eiiininiti<>n  rpn  z'  dei  Gidiabwig 

i*^ — •    Daraus  foljrt: 

m_fdx        dx\x     9^     gn fdxxz  ,  rfj:'\»  ,  x'h     xx 

und  man  hat  die  neue  Gleichung: 

Nimmt  man  nun  -r-sO,  so  hehält  man  die  gesonderte  Diferen- 
tialgleichnng: 

yi  "*":r«-(a  +  6)x  +  a^~^"- 
Zerl^  man  in  die  Partialbrfiche,  so  entsteht: 

^  y      X — a      X — b 

Daraas  folgt  das  erste  Integral: 

Dm  dies  diermals  zu  tntegriren ,  entwiekle  man  den  Wertlr 

Man  setze  den  Werth  0;=^  urieder  ein.  und  man  hat: 

t  y'  +  cy^      ' 

Man  findet  daraus  dm  zwftte  Int^guil: 
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«=<?i(y*  +  cy*)f    oder  auch    x=c,y*+C]y*. 
5.    In  der  Gleichung: 

(a+i20«^=(l  +  x'«)x' 

dl* 
fehlt  die  VerSnderlicbe  ^.    Man  setze  desshalb  -p  =0»    and  man 

erhält:  ^ 

(a  +  xx')rf2'=(l +  !'•)&. 

Der  Iptegrirende  Faktor  (1  ^  t*^)-\  ftthrt  auf  das  vollständige  Dif- 
ferential : 

adx*  ti'dt'  ^^ 

(1  + 1*«)!  +  (1  +  i'«).' -  V^l  + 1*«* 

Daraus  findet  man  das  allgemeine  Integral: 

^j-q|:^=y7^  — c,    oder    2=a2'  +  cVl +x^- 

Uro  eine  andere  Integralform  zu  erhalten,  bildet  man  hieraus  dis 
DiCerentialgleicbung  der  zweiten  Ordnung: 

•dz* 
Nimmt  man  dann  -7-=:0y  so  behält  ^lan  die  Gleichung: 

% = (p + Vi +*-«)*'• 

Man  findet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

y  +  ci  =alz'+clii'  +  VT+T*). 

Wenn  man  nun  z*  aus  der  vorigen  Integralform  entwickelt >  und 
hier  einsetst»  so  zeigt  sich  das  zweite  Integral  der  obigen  Diffe- 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  einer  vortheilhaften  Gestalt, 
da  dann  die  Veränderliche  tf  unmittelbar  aus  der  Veränderllcbeo 
2  berechnet  werden  kann. 

6.    Es  sei  min  (a*2'*+y*)2''=ys'. 

Da  hier  die  Veränderliche  z  nicht  vorkommt,  so  setse  man 

j-  =iO,  und  man  behält: 
dt 

(aV« + y*)dz'  — yi'rfy = 0. 
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Diese  Gleichung  giebt  den  integrirenden  Faktor  -7,»  und  xeigt  sich 
als  voUstSndiges  Differential  io  der  Form : 

(^*+i;>--ä^=o. 

Dmrans  findet  sich  das  allgemeine  Integral: 

Um  eine  andere  Int^ralform  za  bilden,  entwicide  man: 


o* 


»=»-V^j- 


•  

Maa  bringe  nun  sogleich  an  die   SteUe  von  %'  eine   nene  Verla« 
derliche  jr,  indem  man  /(  —  )  =2^^  setzt    Daraus  folgt  f  —  )  =6**, 

oDd  z'zrce*.    Der  Werth  y  geht  dadurch  Ober  in 
Dlfferentürt  man  dies ,  so  entsteht :         , 


=ac...(l+x«)(gx'+^) 


Nimmt  man  aber  ^.^O,  so  behält  man  die  Gleichufig: 

dl  =  ac^ .  «*•  (1  +  a:^)iLr. 

Durch  Integration  findet  man  endlich: 

x=Ci+ac*./i?**(l  +x*)da:. 

Da  nun  aber  die  Elimination  von  a:  zwischen  den  beiden  ersten 
Integralen  nicht  ausfahrbar  ist,  so  denke  man  sich  x  als  unab- 
Ungige  Verftnderliche.  Man  berechnet  alsdann  für  jedes  einsehe 
X  ans  den  beiden  ersten  Integralen  die  jedesmal  susammenbän- 
genden  Werth  e  z  und  y. 

7.    Ee  sei  nun  ii^V=(yz'— i)*. 
Man  genügt  hfer  durch  zssy.     Desshälb  nehme  man  anstatt 
z  die  ne«e  Verftoderliche  v  =  - «  und  man  erh&lt,  weil  dann 

"iß 
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die  oeae  Gleichoog: 

d^  fiif 

Da  man  dieser  Gleichung  durch  z'=e  gei^ögt,  so  nehme  man  wei- 
ter anstatt  2/  die  neae  Veränderliche  j:  =  z' — v.  Die  Elimination 
▼on  3/  giebt: 

dx  dx 

Wenn  man  das  einemal  ^  =sO»  das  anderemal  ^  =0  setst,  so 
hehSk  man  die  beiden  Differentlalgleichongen : 

adj:        dv  «        .        oda; 

—s =z:-^       und      af£= • 

a:*— oo:      y  a: — a 

Man  bildet  daraas  die  beiden  ersten  Integrale: 

=  -      und    V'\-al — ^=0. 


or — a      ff  x^a 

Die  Elimination    von   2',  welche    hier  mit   der   Elimination    von 
X  zusamroenfältt,  liefert  das  s^eite  Integral.     Man   bilde  yorerst 

=  — 1.    Wenn  man  damit  x  eliminirt,  so  entsteht: 


8.    Es  sei  Doch  oVyMl«.»"'=(H-z'«)«. 
Man  geofigt  hier  durch  y*-f-z*=U.    Man  bringe  an  die  Stelle 
von  t  und  y  die  neuen  Veränderlichen  «s?,  und  «=  V";y*+x*- 
Dies  giebt: 

und  man  erhält  die  Gleichung: 

Man  «tWd  T4ir  AU^  die  itfattoiiaIeD  GtCssen  wegbrlngeif,  Indrä 


emer  und  %meit€r  Ordminff  mit  %w€t  Veränderitcken, 

« 

nao  v^tgT  «nd  t'  =  ig$  einsettt    Dh  Gleichung  geht  dlHf«rch 
Ober  lA  dl«  einfiichere: 

ds  ds      1 

cöä (1-  +  i).  ^  +  sin  (r+<).tt^=  -  • 

Man  genügt  durch  r -fiimi,    vro  fn  elde  Bestftndige  ist,  vrel^h^ 

sich  aui  c<Mf»=-  berechoet.    Mbd   führe  d^ssbalb  die.  Verfivf 

11 

deriiche  t=:r-t-$  ein.     Uro   damit  r  zu  eliminiren,  «chrelhe  ttäM 

die  Gleicbaog  vorerst  in  der  Form: 

^  ^        ^  da  ^   ,    ,       ^      da  ^  Ida      ., 

Durch  die  erifähnte  Trans formatioo  entsteht  dann  die  Gleichung: 

da  da     da     ^ 

(l  +  acosl).-^+a8in<.ti^+^=0. 

Nimmt  man  das  einemal  ^=rO,  das  anderemal  ^=0,    so    hat 
man  die  beiden  gesonderten  Difterentialgleichungeo : 

du       a»\nt.dt  ,      ,  dt 

und     lifs 


tt        l+acos^  ]-facosf 

Dorefa  /nCegration  findet  sich: 

dt 


und 


=/lT 


l  +  «rcos<  ^^l  +  öco»< 

Wenn  man  I  als  die  unsbhSngige  Veränderliche  betmchtet,  8Ö 
ergeben  sich  hieraus  die  beiden  Werthe  u  und  «.  Um  »her  die 
arsprfinglichen  Veränderlichen  z  und  y  zu  erhalten ,  hat  man  die 
beiden  Gleichungen: 

?==c  =  tgr  =  tg(<  — j)     und     Vy*  +  2*=w. 

* 

Man  entwickelt  daraus  die  beiden  Werthe: 

y=v.sin(l-^f)    und    z:x=ii.cos(^— -«). 

VII.    Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  als 
Ptrnktfon   der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  if. 

Man  ist  oftmals  yeranlasst»  das  erste  Integral  az^c  der  Dif- 
latMtiidgMdMig  zweiter  Ordnung  Zr^ -f  FssO  aomittelba#  als 
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FuDktion  der  drei  Veränderlichen  i^  y  und  z'  zo  bestimraen.  da 
sich  nicht  immer  mit  Vortheil  zwei  neue  Veränderliche  von  «oloher 
Beschaffenheit  angeben  lassen»  dass  das  erste  Integral  als  Funk- 
tion dieser  beiden  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann.  Wenn 
die  Differentialgleichung  Zz''-\-  F=0  ein  vollständiges  Differential 
darstellt^  dann  hat  die  Bestimmung  des  ersten  Integrals  a  =  c  als 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  z'  keine  Schwierigkeit 
Denn  man  erhält  dann  durch  die  Vergleichung  mit  dem  vollstän* 
digen  Differential 


die  beiden  Gleicbungen: 


da 


Aus  der  ersteren  folgt  a=zfZdz'-^-a^,  worin  a^  eine  noch 
unbekannte  Funktion  von  z  und  y  ist  Um  diese  Funktion  ta  er- 
halten,  setze  man  abkGrzend  fZdz'z^ai.  Man  hat  dann  die  Glei- 
chung a=zai-\-a^;  und  durch  Differentiation  entsteht: 

dz^  ^dy^  dz'^^  dy^  dz^^^* 
oder  auch«  wenn  man  dies  mit  der  Gleichung  2.  verbindet,  um 
dM  unbekannte  '^^''t'^  '^  eliminiren,  zur  Bestimmung  von  0^ 
die  Gleichung: 


dz         dy  dz  dy  ' 


Da  nun  die  Veränderliche  z'  in  a^  nicht  vorkommt,  so  schreibt 
sich  die  letzte  Gleichung  jedenfalls  in  der  Form: 

worin  Z|  und  F^  irgend  Funktionen  von  z  und  y  sind.  Die  Wertba 
-4^  und  -^  sind  dadurch  einzeln  gegeben,  und  die  Funktion  a^ 
bestimmt  sich  nach  bekannten  Regeln. 

Ob  min  die  Gleichi^ng  Zz"  +  F:aO  etn    volUtändiges  DiSe« 
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rential  ist,  dies  lässt  sich  an  gewissen  Beziehungen  erkennen» 
welche  dann  jedesmal  zwischen  den  CoälBzienten  Z  nnd  F  statt- 
fioden.  Man  fiberzeugt  sich  von  dem  Vorhandensein  dieser  Be- 
»ehangen  durch  den  Erfolg  der  vorzunehmenden  Rechnung.  Da- 
bei moss  nämlich  die  identische  Gleichung: 


''-^''-^=^.''+^v 


sam  Vorschein  kommen ,  worin  Z|  und  F^  Funktionen  von  x  und 
y  sind;  und  ausserdem  muss  Zidz-{-  Y^dy=^Q  ein  vollständiges 
Diferential  darstellen.« 

1.    Fflr  die  Gleichung: 


indet  man 


«»=7^ 


Man  eiliäh  daraas  durch  Differentiation  die  beiden  Wertbe: 

*  ~  VT+p '  "       dy  -  VT+y«     (1  +  y«)!-  (1  f  y«)l 
Die«  fährt  aaf  die  Gleichung: 

dx  *  +  dy  —  (l  +y»);  +  (T+y«)! • 
Man  iodet  daraus  nach  den  frflheren  Regeln: 


I» 


Das  allgemeine  integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Form: 


j^zV 


2 


t 


oder  aaeb 


=c. 


3yA'=j~p+cVr+p 


Wenn  aber  die  Gleichung  Zx^-i^r—O  kein  vollständiges  DIf 
ferenlial  ist ,  so  bat  man  die  beiden  Gleichungen: 

Tii.il  xxrx.  5 
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3.  ^=^*' 

du        da       ^ 

woriD  k  den  iDtögrirenden  Faktor  der  Gleichung  Z/'-^YssO 
vorstellt 

Mag  mao  oun  a,  oder  mag  man  t  daraus  elimmiren,  man 
kommt  jedesmal  auf  Gleichungen»  woraus  die  zurOckgebliebene 
Unbekannte  als  besonderes  Integral  yersuchsweise  ermittelt  wer- 
den muss.  JNun  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  der  integrirende 
Faktor  in  yielen  Fällen  durch  eine  wesentlich  einfachere  Funktion 
ausgedrückt  werden  kann  als  das  erste  Integral  a=c  selbst; 
während  doch  niemals  der  umgekehrte  Fall  eintreten  wird.  Man 
nimmt  desshalb  keinen  Anstand,  jedesmal  nur  auf  die  Bestimmung 
des  integrirenden  Faktors  sein  Augenmerk  zu  richten.  Die  Elimi- 
nation von  a  aus  den  Gleichungen  3.  und  4.  giebt  übrigens  zu 
weitläuffigen  Rechnungen  Veranlassung.  Man  vermeidet  desshalb 
diese  Elimination,  und  schlägt  bei  der  Bestimmung  des  integri- 
renden Faktors  den  folgenden  Weg  ein.  Nachdem  man  versuchs- 
weise eine  Funktion  k  angenommen  hat,  worin  das  Vorkommen 
der  Veränderlichen  z'  festgestellt  ist,  während  das  Vorkommen 
der  beiden  anderen  Veränderlichen  z  und  y  vorerst  noch  unbe- 
stimmt bleibt,  so  setze  man  dieselbe  sogleich  in  die  Gleichungen 
3.  und  4.  ein,  und  benutze  alsdann  diese  beiden  Gleichungen  ganz 
ebenso,  wie  vorhin  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung 
Zz"^  F=0  ein  vollständiges  Differential  sei,  die  Gleichungen  I. 
nnd  2.  benutzt  worden  sind.  Man  bilde  also  aus  der  Gleichung  3. 
den  Werth 

worin  a^  eine  noch  unbestimmte  Funktion  von  2  und  y  vorstellt. 
Die  angedeutete  Integration  kann  hierbei  ausgeführt  werden,  da 
das  Vorkommen  von  s'  in  k  bekannt  ist.  Man  setze  nun  abkür- 
zend/ZA:<b'  =a|y  so  dass  also  a=a|  -f-o^  l'st»  und  es  entsteht  dann: 

^«  .  ,  y«      dai  ,     dtti  ,  da^j,  ,  dtt^ 
lU^^dy-  dz^^  dy^  dz^^  dy' 

du        du 
Wenn  man  daraus  das  unbekannte  ^^'+-t-    mittelst    der    Glei- 
chung 4.  eliminirt,  so  behält  man  die  Gleichnng: 


(•) 


dx        dii  dt       '  dv  ' 


erster  und  %v>Hter  Ordnung  mit  zwei  Veränderliehen.  6^ 

Weil  die  VerSnderliche  z'  in  a^  nicht  vorkommt ,  dessbalb  bat 
man  hier  nach  den  verschiedenen  Potenzen  und  nach  den  sonst 
Bocb  vorkommenden  Funktionen  von  i*  zu  ordnen,  um  den  gemein* 
fimen  Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  fQr  sich  verschwinden  sa 
liMen.  Die  Gleichung  (a)  zerföllt  auf  diese  Weise  in  mehrere 
iidere  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  et^  und  der  Qbri- 
gen  in  k  noch  vorkommenden  unbestimmten  Funktionen  von  z  und 
jf  ra  benutzen  sind.  Wenn  alle  diese  Gleichungen  befriedigt  wer- 
den können», so  erweist  sich  die  zum  Grunde  gelegte  Form  des 
integrireoden  .Faktors  als  zulässig,  und  man  hat  dann  zugleich 
das  erste  Integral  der  Gleichung  Zz"-\-Y=zO  in  der  Form  a|-fa^=:c 
aofgefunden. 

Cm  einige  Beispiele  för  dies  Integrationsverfahren  vor  Augen 
ni  haben,  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Integration  der  Gleichung : 

worin  F,  Ff  und  F^  irgend  Funktionen  von  z  und  y  vorstellen. 
Mio  kann  hier  von  mancherlei  Voraussetzungen  ausgehen  in  Be- 
zug auf  das  Vorkommen  von  z'  in  dem  integrirenden  Faktor  k, 
von  denen  übrigens  jede  (lir  sich  ganz  besondere  Beziehungen 
Bwiscben  den  Funktionen  V,  F|  und  F^  voraussetzt. 

Wir  begionen  mit  der  möglichst  einfachen  Annahme,  wir  setzen 
fllmficb  i=l,  wo  X  eine  blosse  Funktion  von  z  und  y  ist  Man 
bat  d&DD  das  vollständige  Differential: 

Az^+  Ykz'^^  y\Xz'^  Y^X=zO. 

Daraus  folgt  ct=-kz*  -i-  ce^f  und  zur  Bestimmung  von  i%  und  Jl  die 
Cleichung: 

Wenn  man  nach  z'  ordnet,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  bei- 
den Unbekannten  die  drei  Gleichungen : 

5=  '-'■ 


dy         • 

Die  Unbekannte  X   bestimmt   sich,   insoweit  sie  Funktion   von  t 
ist,  aus  der  Gleichung  1.    Man  erhält  durch  Integration: 

5*      ' 
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frorin  fft  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  y  Ut.  Die  Integration 
der  Gleichung  2.  liefert: 

2'.  «,=/[r,A^^&  +  v. 

wovon  V  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  ist,  und  worin 
die  angedeutete  Integration  ausgeführt  werden  kann,  nachdem  man 
den  vorher  aufgefundenen  Werth  X  eingesetzt  hat.  Wenn  man 
auf  diese  Weise  X  und  a^  bestimmt  hat,  so  setze  man  dieselben 
in  die  Gleichung  3.  ein.  Wenn  dann  die  beiden  Unbekannten  fi 
und  V  als  Funktionen  von  y  sich  so  angeben  lassen ,  dass  dieser 
Gleichung  Genöge  geschieht,  so  erhält  die  obige  Annahme  k=l 
Ihre  Rechtfertigung,  und  das  allgemeine  Integral  der  vorliegenden 
Differentialgleichung  Ist  in  der  Form  iz'-|-a^=^  aufgefunden. 

2.    Es  sei  z.B.  «*'=«'*+ yjT^- 

Man  hat  hier  F=  —  •     Desshalb   Ist  A  ==  fiz^«.     Da  ferner 
Fl  =  w-|  ,    3  ist,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  2*.  den  Werth: 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  3.  ein/  so  finden  sich,  weil 
F2=:0  Ist»  durch  Ordnen  nach  i  die  beiden  Beziehungen  v=Oi 
und 

VT^p  +  ft^=0    oder    f4=Cy+  ^r+p)-*. 
Man  erhält  dadurch  das  allgemeine  Integral: 

Wir  gehen  Aber  zu  einer  zweiten  Annahme.    Wir  setzen  näm- 
lich k  =r  7-7 vj  p  worin  X  und  fi   Funktionen  von   2  und  y  sind. 

Man  bildet  das  vollständige  Differential: 

xif     ,  Yxz'^+r.xx'+r^x   ^ 
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vadT  OThSlt  «  =  -7^;-^ — |-o^    Zar  Bestimmong  voo  o^  und  der  l>ei- 
<l«o  GHisseD  X  nnd  jia  besteht  die  Gleichung: 

(a) 

^. ,  d^^  rxi'^'i-r^xz'  +  r^k   \d/^^d!,J   dz'^^dy 

oder  aiidi,  wenn  man  die  Nenner  wegbringt,  die  Gleiehnng: 

Wenn  man  nach  z'  ordnet»  00  ei^eben  sich  iwtschen  den  drei  Un- 
bekannten die  folgenden  vier  Gleichungen: 

^'  dz  +  ^'*— 2^  di^  dy' 

Aoi  der  Gleichung  1.  folgt«  dass  o,  eine  blosse  Funktion  von  y 
tst    Die  Gleichung  2.  kommt  unter  die  einfachere  Gestalt: 

Durch  Integration  findet  man : 

rYd%     da.  ,  frd%  , 
^.  U       =^/«         di\v, 

worin  v  eine  noch  unbestimmte  Funktion  von  y  ist    Die  Funktion 

fi  bestimmt  sich  vortbeilhaft  durch   diejenige  Gleichung«  welche 

du^ 
fcrdi  die  Elimination  von  ^^  aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  ent-^ 

stobt«  nlnodicb  durch  die  Gleichung: 
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Durch  Integration  findet  man: 

worin  q  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  vorstellt. 

4 

Dm  min  auch  die  Funktionen  -j^,  v   und  q   zu    bestimmen, 

multiplizira  man  die  Gleichung;  2.  mit  fi^  die  Gleichung  3.  mit  %, 
und  addire  alsdann  beide  zu  der  Gleichung  4.    Dadurch  entsteht: 

woraus  man  ersieht,  dass  2'=|[i  ein  besonderes  Integral  der  vor- 

dei% 
liegenden  Differentialgleichung  ist.    Wenn  sich   die  GrGssen  -x;* 

V  und  Q  als  Funktionen  von  y  so  angeben  lassen,  dass  die  Glei- 
chung 4'.  befriedigt  wird,  so  ist  die  vorhin  angenommene  Form  k 
gerechtfertigt,  und  das  allgemeine  Integral  bekannt. 

Schliesslich  kann  noch  bemerkt  werden,  dass,  da  hier  das 
allgemeine  Integral  jedenfalls. die  Form  .^  =«2  +  c  ^^^  der  be- 
sondere Fall  -^=0,  wonach  «2  ®>d®  Beständige  ist,  auf  die  In* 

tegralform  ki* -{■a^zzzc  hinweist,  worin  iL  und  a^  irgend  Funktionen 
▼on  z  und  y  sind,  und  welche  auch  durch  die  frühere  Annahme 
k-=ik  zum  Vorschein  kommt. 

3.    Es  sei  z.  B.  ^z"  +62  +  6»=x^^"',^y. 

Man  hat  hier  F=0,  und  desshalb  A  =  ^z  +  v.    Setzt  mau 

abkürzend  ^  =  tf,  und  nimmt  man,  weil  dadurch  die  weitere 
Untersuchung  abgekürzt  wird,  sogleich  v=:0,  so  bleibt  k^ci.  Die 
Gleichung  Z".  kommt  dann,  weil  F|  =  '  ist,  unter  die  Gestalt: 

Nimmt  man  weiter  auch  ^=0,  so  bleibt  fi=— -6  — -  5»  und  die 
Gleichung  4'.  ist: 
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KoJ-AaJ  +  (y«_l)«-"- 


2 


Man  genagt  aber  dieser  Gleichung  durch: 

7=i^Zri'    oder    <»=(^,J     . 
Dms  allgeroeine  Integral  ist  demnach: 

«der,  «reoD  man  die  Werthe  «  and  «%  einsetzt, 

Blan  kaoD  dem  integrirenden  Faktor  der  Gleichang 

«odi  die  Form  A:=2A.(Az'+fi)  geben«  worin  l  und  f*  FaoktioDeii 
Tcm  X  nod  2f  sind.    Dies  führt  auf  das  vollständige  Differential: 

ai(A2'+^)x*  +  2A(iz'  +  ^)(r2'«+ Fi«'  +  F,)=0. 

Man  erhält  a:=(iz'  +  |iA)* +  «2-    Zur  Bestimmung   der  drei   Unbe- 
kannten k,  f*  und  «2  ^^^^  ^^^  ^^^  ^*®  Gleichung: 

da^      dtx^ 

=2(U'  +  ,)a(F^+F..+  F,)-^^'«-(|+g^^ 

Wenn  man  nach  z'  ordnet,  so  zerfiillt  dieselbe  in  die  folgenden 
GfeichaDgen: 

I.  $=  n. 


^=Fil--— t 
dz        ^        dy* 


J.  §=2.(F.A-|). 
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Aus  der  Glelchang  1.  bestimmt  sich  X.    Man  erhält: 


V. 


jyd% 


worin  v  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist.  Aus  der 
Gleichung  *2.  folgt: 

worin  q  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  ist.  Die  Glei- 
chung 3.  liefert: 

wenn  a  auch  wieder  eine  unbestimmte  Funktion  von  y  ist.  Nachdem 
man  X^  fi  und  a^  auf  diese  Weise  bestimmt  hat,  so  setze  qaan  die- 
selben in  die  Gleichung  4.  ein;  und  wenn  dann  die  Grossen  v,  q 
und  c  als  Funktionen  von  y  so  angegeben  werden  können,  dass 
dieser  Gleichung  Genflge  geschieht,  so  ist  der  integrirende  Faktor 
j(;^2A(ilz'-|-f^J  in  der  That  zulässig,  und  zugleich  das  allgemeine 
Integral  der  vorliegenden  Differentialgleichung  bekannt. 

• 

Bemerkenswerth  ist,  dass,  da  das  allgemeine  Integral  hier 
jedesmal  die  Form  (ilz' -f  |t^)^ -i- ^  =  c  annimmt,  die  Gleichung 
Ix'-f  fit=0  niemals  eine  besondere  Auflösung  der  Differentialglei- 
chung af-l-Jz'^-l-  Yi7f-\-  F2=0  darstellt;  dass  dieselbe  aber  nur 
dann  ein  besonderes  Integral  dieser  Differentialgleichung  darstellt» 
wenn  <%  eine  Beständige  ist.  Man  sieht  aber  ein,  dass  man  in 
diesem  Falle  auch  wieder  durch  die  erste  Annahme  k^=Xy  worin 
X  eine  Funktion   von  z  und  y  Ist,  zum  Ziel  kommen  würde. 

4    Es  sei  nun  z.B.  i^=.  ^  ,    ^  ■    \a* 

Man  hat  hier  F=0,  und  desshalb  X=iv.  Da  auch  Fi=0 
istf  80  bleibt: 

2'.  /»=-/fr'dr+p=— v'r  +  p. 
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Nimmt  lian  sogleich   ^=0^    sof  lieÜMrt    die    Gleichang  3'.  den 
Werth 

Dsreh  Integration  erhält  man: 

Setit  man  die  Werthe  Astr,  |i*=:  — v'z  ond  i%  in  die  Gleichung 
4.  ein,  so  entsteht: 

Man  genflgt  dieser  Gleichang  durch  v=  V^y^  +  a>  und  tf=0;  und 
Bum  gelangt  so  za  dem  allgemeinen  Integral: 

oder,  wemi  man  auch  den  Werth  v  einsetzt»  und  zugleich  nach 
Potenzen  too  %'  ordnet: 

Bei  dem  Gebrauch  des  integrirenden  Faktors  k:=^^l{hf-\-^) 
hat  sich  ergeben,  dass,  wenn  z' — 1&  ein  Faktor  von  k  ist»  und  fi 
irgend  eine  Funktion  von  z  und  y  bezeichnet»  dann  nicht  noth- 
wendig  z=|&  ein  besonderes  Integral  oder  eine  besondere  AnflO- 
•m^  .der  vorliegenden  Differentialgleichung  darstellt  Dasselbe 
zeigt  sich »  wenn  der  integrirende  Faktor  der  Differentialgleichung 
x»+F2'«+  FiZ^H-  Fa=0  die  allgemeinere  Form  Jfe=3X(Az'  +  |i)«+i' 
asnhnmt,  worin  l,  (i  und  v  irgend  Funktionen  von  z  und  y  sind. 
Man  hat  dann  das  vollständige  Differential: 

3«Az'  +  |»)V+v2*'+(3il(Az'  +  |i)«+v)(Fi^+  Fiz'+  Fj=0. 

Danas  folgt 

a=:(Xx'  +  ^)»  +  vx'  +  i^. 

2m  Bestunmong  der  vier  Funktionen  k,  f»»  v  und  i%  hat  man  die 
uMthnigi 
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Durch  Ordnen  nach  t'  entstehen  die  folgenden  fliof  Gleichungen : 
1  -—Fi 

3.  g  =  Fv  +  3i«(F,i-g). 


^^F^^-g+evcnA-*,. 


5.  §=F.v+3^«(F,i-^. 

Aas  der  Gleichong  1.  findet  man: 

worin  q  eine  noch  za  bestimmende  Funktion  von  y  ist  Aas  der 
Gleichang  2.  folgt: 

worin  c  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  vorstellt.  Aus 
der  Gleichung  3.  findet  man: 

3'.  e-^*.v=Pe--^^*.A«(F,i-^J)rf,  +  T. 

* 

worin  t  eine  dritte  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist.  Die 
Gleichung  4.  endlich  giebt: 

wenn  (  eine  vierte  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist  Nach- 
dem man  auf  diese  Weise  die  vier  Cnbekaooten  K  fi»  v.^nd  «% 
berechnet  hat,  setse  man  deren  Werthe  in  die  Grleichaiig;^  «ia. 
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Wenn  dann  die  OabekaHoten  p»  ö,  t  und  |  als  Fanktionen  von  y 
so  angegeben  werden  können,  «lass  diese  Gleichung  befriedigt 
wird»  so  Ist  der  Integrirende  Faktor  k=^3k(X2'  +  ii)* -i- v  zolftssig 
and  zugleich  das  allgemeine  Integral  bekannt. 

Es  sei  z.  B. 

Mao  hat  hier 

r=l  r,=Ound  r,=i^. 

Desshalb  findet  man  i^gz.  Nimmt  man  aber»  weil  die  Rechnung 
dadurch  merklich  abgekürzt  wird,  sogleich  p  =  l,  so  hat  man 
lr=z,  und  man  findet  weiter  (i^=:a.    Nun  ist  aber: 

3'.  ^  =Moi  +  6y  —  <fz)dz + T. 

Wsnn  die  Integration  ausgeführt  wird»  so  erhält  man  : 

V  =  |(a  —  a*)!^ + 36y2*  f- tx. 
Die  Gleacbnng  4'.  kommt  dann  in  die  Form: 
4'.       «t=/(8ö^i»  -362«—  T'2  +  6ö(az  +  6y— tf'2))rf2+ 4, 
und  man  findet  durch  Integration  den  Werth: 


2« 


Um  endlich  die  Grössen  0,  t  und  f  als  Funktionen  von  y  zu  be- 
stimmen» hat  man  die  Gleichung: 

Da  der  gemeinsame  Faktor  jeder  einzelnen  Potenz  von  %  ver- 
schwinden muss»  damit  man  dieser  Gleichung  genüge»  so  stellt 
sich  heraus»  nachdem  auch  der  Werth  1%  eingesetzt  ist»  dass 
^z=zO  und  T-|-3a*=0  zu  nehmen  ist.  Durch  die  Elimination  von 
1  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 

5.    3aii'2«  +  e*((f+iy(r)2  +  {'=(a2+65)(S(o— 0O»  +  3»y)— S^i'. 
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Daraus  ergeben  eich  weiter  die  drei  BeziehmigeD: 

Man  genflgt  denselben  durch  a=z^ ,  ond  durch  |s6y — 
und  man  behält  demnach  den  Werth: 

Das  allgemeine  Integral  aber  erhält  die  Form: 
(m'+^)»+  (a2*-|-36yz— ^)zz'-ft2S  +  aV*+2a6y>s 

oder  auch«  wenn  man  nach  Potenzen  von  x'  ordnet»  die  Form: 
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II. 

Yorschiüe  der  neaern  Geometrie,  msbesondere  eine 
damentare  Darstelliuig   der  YerwandUchaft  iiod  der 

Kegelschnitte  enthaltend. 

Herrn  Ernst  Eestn^ 

Lehrer  der  Mathematik  and  Phytik  am  Gymnasium  zn   Stargärd. 


AUi^emeiBe  BrklEmnffeB  und  tob  der  €oB|pr«eiiB. 

$.1.  Erklärung.  Mehrere  Pankte  In  einer  Ebene,  deren 
gegensetfige  Lage  und  Entfernung  vollkommen  bestimmt  ist,  bilden 
xssanroen  ein  ebenes  System.  Liegen  sämmtliche  Punkte  auf 
eioer  Geraden,  so  heissen  sie  eine  Punktreibe,  ist  dies  aber  nicht 
der  Fall,  eine  Figur.  Eine  Figur,  In  welcher  niemals  drei  Punkte 
auf  einer  Geraden  liegen,  helsst  ein  Vieleck,  und  zwar  je  nach 
der  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  ein  Dreieck,  Viereck  u.  s.  w. 
Werden  die  Punkte,  welche  ein  Vieleck  bilden,  so  mit  einander 
verbunden «  dass  die  Verbindungslinien  eine  in  sich  selbst  zurflck- 
kehrende  gebrochene  Linie  bilden,  so  entsteht  ein  geschlossenes 
Vieleck  oder  eine  Figur  im  engem  Sinne. 

§.2.  Erklärung.  Mehrere  Gerade,  die  sämmtlich  durch 
emen  und  denselben  Punkt  O  gehen  (Fig.  1.)  oder  die  sämmtlich 
einander  parallel  sind,  wie  die  Geraden  MN,  PQ,  RS  (Fi2;.2.), 
neont  man  einen  Strahlenbüschel  und  zwar  im  erstem  Fall  einen 
Ceotralbflschel ,  im  letztern  einen  Parallelbüschel.  Derjenige 
Pookt  O,  durch  welchen  sämmtliche  Strahlea  eines  CentralbOschels 
hiDdurchgehen,  heisst  das  Centrum  desselben.  Von  einem  Parat- 
lelbflschel  pflegt  man  zu  sagen,  sein  Centram  liege  in  unendlicher 
Entfernung. 

$.3.    Erklärung.    Zwei  Systeme  heisseo  congraent,  wenn 
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sie  sich  so  auf  einander  legen  lassen ,  dass  sie  mit  allen  ihren 
Punkten  zusammenfallen. 

Folgerung,  Zwei  Systeme  ABCD  und  AB  CD  (Fig.  3.) 
sind  offenbar  congruent,  wenn  je  zwei  entsprechende  Punkte  dnrch 
congruente  in  ihrer  Lage  Obereinstimniende  Dreiecke  bestimmt 
werden,  also  wenn  man  hat  ^ABC^^A'B'C  und  ^ABD 
Q^/>^A'BD*,  Zwei  geschlossene  Vielecke  sind  auch  bekanntlich 
congruente  wenn  ihre  Seiten  und  Winkel  der  Reihe  nach  überein- 
stimmen. 

§.  4.  Erklärung.  Die  Cöngruens  zwei«;^  Figuren  ist  ein 
besonderer  Fall  der  homologen  Verwandtschaft.  Man  nennt  näm- 
lich zwei  Figuren  homolog  verwandt,  wenn  jedem  Punkt  des  einen 
Systems  ein  bestimmter  Punkt  des  andern  entspricht«  In  zwei 
homolog  verwandten  Systemen  nennen  wir  gerade  Linien,  die  durch 
entsprechende  Punkte  gehen,  entsprechende  Gerade,  insofern  die- 
selben als  unbegrenzt  gedacht  werden.  Betrachten  wir  aber  auf 
entsprechenden  Geraden  solche  Stücke,  die  von  entsprechenden 
Punkten  begrenzt  werden,  so  heissen  dieselben  entsprechende 
Strecken. 

Anmerkung.  Der  homologen  Verwandtschaft  steht  die  re- 
eiproke  Verwandtschaft  gegenOber,  bei  welcher  einem  Punkte  des 
einen  Systems  eine  Linie  in  dem  andern  entspricht. 

§.5.  Lehrsai%.  Zieht  man  durch  sämmtliche  Punkte  eines 
Systems  ABCD  (Fig.S.)  Parallellinien  und  trägt  von  jedem  Punkte 
nach  einer  bestimmten  Seite  hin  eine  und  dieselbe  Entfernung 
auf,  so  bilden  die  Endpunkte  der  aufgetragenen  Strecken  ein  dem 
gegebenen  congruentes  System  AB'Ciy* 

Denn  es  ist,  wie  leicht  einzusehen,  \ABCC^  S^A'B'C  und 
^ABD^i^A'B'D',  —  Lägen  die  drei  Punkte  A,  B,  C  in  gerader 
Linie,  so  würden  auch  A'^  B »  C  in  gerader  Linie  liegen. 

§.6.  Erklärung.  Die  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Figuren  liegen  so,  dass  je  zwei  entsprechende  Strecken  wie  AB 
und  A'B'  ein  Parallelogramm  bestimmen.  Wir  nennen  daher  diese 
ihre  gegenseitige  Lage,  die  parallelogrammatische  Lage.  Es  Ist 
leicht  einzusehen,  dass  zwei  verwandte  Figuren,  um  in  parallele-* 
grammatische  Lage  gebracht  werd«i  zu  kOnnen,  nothwendig  con- 
gruent  sein  müssen. 

§.  7.  Lehrsatn.  \erbindet  man  (Fig.  4.)  sämmtliche  Punkte 
eines  Systems  ABCD  mit  einem  Punkt  O  und  verlängert  jede 
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4er  Verbindoogsltolen  am  sich  selbst,  so  bilden  die  Endpunkte 
der  Verifiogerangeii  ein  dem  gegebenen  congmentes  System. 

Denn,  wie  leicht  einzusehen,  ist: 

Aß  =  A'B*: 

2)  :iOAC^äkOA*C, 

AC^A'C; 

3)  ^OBC^^OB'C, 

BC=^B'C'; 

fotglleh  anch  ^ABC^^A'B'C.  Lfigen  A,  B,  Cin  gerader  Linie, 
so  wOrden  auch  A',  B^  C  in  gerader  Linie  liegen ,  weil  ja  AB 
und  A'B'  9  sowie  BC  und  B'C  einander  parallel  werden. 

•       {.  8.    Erklärung,    Liegen  zwei  verwandte  Figuren  8o,  dass 

erstens  die  Verbindungslinien  von  je  zwei  entsprechenden  Punkten 

durch  einen  und   denselben  Punkt  gehen,    und  zweitens  je  zwei 

entsprechende  Strecken  einander  parallel  sind,  so  soll  diese  ihre 

gegenseitige  Lage  die  Aehnlichkeitslage  heissen. 

Später  wird  gezeigt  werden,  dass  zwei  Figuren  in  Aehnlich- 
keitsiage  sein  können,  ohne  congruent  zu  sein,  und  dass  alsdann 
such  ein  Fall  eintreten  kann,  der  bei  congruenten  Figuren  nicht 
möglich  ist,  nämlich  dass  der  Punkt  O,  in  welchem  sich  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Strecken  schneiden,  nicht  zwischen 
den  entsprechenden  Punkten,  sondern  ausserhalb  derselben  liegt. 

f. 9.  Lehrsatz.  Fällt  man  von  sämmtlichen  Punkten  eines 
Systems  AB  CD  (Fig.  5.)  Lothe  auf  eine  feste  Gerade  ÄF  und 
verlängert  die  Lothe  über  die  Fusspunkte  hinaus  um  sich  selbst, 
so  bilden  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  ein  dem  gegebenen 
eongruentes  System  A'B'CD'  und  es  schneiden  sich  je  zwei 
entsprechende  Gerade  auf  der  Linie  XY,  wenn  sie  ihr  nicht  etwa 
beide  parallel  sind. 

Sind  /  und  m  die  Fusspunkte  der  von  A  und  B  gefüllten  Lothe, 
t^  ist  das  Paralleltr^pez  AltnB^  A'lmB*,  also  der  Winkel  ABm 
=  A'Bfnu  Schneiden  sich  nun  die  beiden  Geraden  AB  und  A*B' 
ia  p,  so  Ist  das  Dreieck  BB'p  gleichschenklig;  folglich  muss  XI 
4Brcb  I»  geben.  Gleiches  gilt  von  den  übrigen  entsprechenden 
Geraden.  U^berdies  zeigt  sich,  dass  das  Dreieck  ABC^  A'B'C 
mA  0.  s.  f. 
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Lägen  A'9  B,  C  in  gerader  Linie,  so  würde  dasselbe  mit  A!, 
B^,  C  der  Fall  sein,  weil  alsdann  AB*  und  B^O  durch  einen 
und  denselben  Punkt  der  Linie  X¥  gehen  müssten. 

§.  10.  Erklärung.  Diejenige  Lage  zweier  verwandten  Fi« 
guren,  worin  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  pa- 
rallel sind  und  sich  zwei  entsprechende  Gerade  auf  einer  festen 
Geraden  schneiden »  soll  die  Affinitätslage  heissen.  Später  wird 
gezeigt  werden  9  dass  die  Affinitätslage  auch  bei  andern  als  con- 
gruenten  Figuren  Statt  finden  kann  und  dass  alsdann  die  feste  Ge- 
rade JTf  nicht  jedesmal  zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  liegt 

§•  IL  Erklärung.  Gehen  die  Linien,  welche  entsprechende 
Punkte  verwandtef  Systeme  paarweise  verbinden,  sämrotlich  durch 
einen  und  denselben  Punkt,  oder  sind  sie  alle  einander  parallel; 
so  sagt  man,  die  beiden  verwandten  Figuren  seien  in  perspectl- 
viscber  Lage  oder  lägen  in  Perspective. 

Man  unterscheidet  demgemäss  Centralperspective  und  Paral- 
lelperspective.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
heissen  Projectionsstrahlen,  der  feste  Punkt,  durch  welchen  sie 
bei  der  Centralperspective  gehen,  heisst  Projectionscentrum.  Bei 
der  Parallelperspective  pflegt  man  zu  sagen,  dass  das  Projections- 
centrum in  unendlicher  Entfernung  liege. 

Liegen  zwei  verwandte  Systeme  so,  dass  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  auf  einer  festen  geraden  Linie  ÄF  schneiden, 
wofern  sie  ibr  nicht  beide  parallel  sind,  so  sagt  man,  die  beiden 
Systeme  liegen  axial.  Die  feste  Gerade  heisst  die  Verwandt- 
scliaftsaze. 

Auch  diejenige  Lage,  wo  je  zwei  entsprechende  Gerade  ein- 
ander parallel  sind,  wird  als  axiale  Lage  angesehen,  und  man 
pflegt  sich  hier  des  Ausdrucks  zu  bedienen,  die  Axe  läge  in  nn- 
endlicher  Entfernung. 

Bei  zwei  Punktreihen  kann  von  perspectivischer  Lage^  aber 
nicht  von  axialer  Lage  die  Rede  sein.  Dagegen  findet  dieser 
Ausdruck  sehr  wohl  Anwendung  bei  Strahlenbfischeln.  So  sind 
s.B.  (Fig.  6.)  die  beiden  StrahlenbQschel  0,^i?C  und  P,ABC\n 
axialer  Lage,  wenn  die  Punkte  A,  B,  C,  in  denen  sich  Ihre  Strah- 
len paarweise  schneiden ,  in  gerader  Linie  liegen. 

$.12.  Folgerungen.  Die  parallelogrammatische  Lage  ist 
die  perspectivische  und  axiale  Lage,  in  welcher  Projectionscen* 
trum  und  Axe  in  unendlicher  Entfernung  liegen.  Die  Aehnlich* 
keitslage  ist  die  perspectivische  und  zugleich  axiale  Lage,  wo  das 
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Centmoi  im  endlichen  Räume,  dagegen  die  Axe  in  nnendlicher 
Entfernang  liegt.  Die  AfBnitätelage  ist  die  perspectiviscbe  und 
«gleich  axiale  Lage,  bei  welcher  die  Axe  in  endlicher,  das  Cen- 
tmm  in  nnendlicher  Entfernung  liegt 

§.  13.  Erklärung.  Bei  der  Aehnlichkeitslage  pflegt  man 
die  Projectlonsstrahlen  auch  Aehnlichkeitsatrahlen  und  das  Cen- 
tnim  den  Aehnlichkeitapunkt  zu  nennen.  Uem  entsprechend  b^ 
Dcnot  man  bei  der  AfBnitätsIage  die  Projectlonsstrahlen  und  die 
Aze  bezOglich  mit  den  Worten  Affinitätsstrahlen  und  Affinitätsaxe. 

Der  Aehnlichkeitspunkt  heisst  ein  innerer,  wenn  er,  wie  bei 
der  Aehnlichkeitslage  congruenter  Figuren,  jedesmal  zwischen 
zwei  entsprechenden  Punkten  liegt,  sonst  aber  ein  äusserer.  Madi 
demselben  Gesichtspunkte  unterscheidet  man  eine  innere  und  eine 
Sossere  Affinitätsaxe. 
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9.14.  Lehrsatz.  Durchschneidet  man  (Fig.  7.)  zwei  sich 
Lander  in  A  schneidende  Linien  durch  mehrere  Parallelen  BB^^ 
Ce,  Diy,  80  entstehen  zwei  Punktreihen  DABC  und  D^ABC 
mit  dem  gemeinsamen  Punkt  A.  Von  diesen  beiden  Punktreihen 
sagen  wir,  sie  befinden  sich  in  Aflinitätslage,  und  es  ist  bekannt, 
i^M  10  zwei  solchen  Reiben  je  zwei  Paare  entsprechender 
Strecken  in  Proportion  stehen,  d.  h.  es  verhält  sich  bekanntlich 

AB.AB'^BCxBfC 

u.  s.  f. 

{.15.  Zusat%.  Auch  ist  bekannt,  dass,  wenn  man  zwischen 
den  Schenkeln  eines  Winkels  A  zwei  parallele  Querlinien  zieht, 
BB'  und  COf  sich  diese  Parallelen  verhalte  wie  die  Abstände 
ihrer  Endpunkte  von  Scheitel  A,  d.h.  es  verhält  sich 

AB:AC  =  BB':CC. 

9.  le.  Erklärung.  Zwei  Punktreihen  ABCD  und  A'B'CJy, 
deren  Punkte  sich  paarweise  entsprechen,  heissen  proportional, 
wenn  sie  erstens  in  derselben  Weise  auf  einander  folgen^  und 
wenn  zweitens  je  zwei  Paare  entsprechender  Strecken  in  Proportion 
stehen. 

{.  17.  Lehriai%,  Je  zwei  proportionale  Punktreihen  ABCD 
lad  ABOD  mit  einem  gememsamen  Punkt  A  sind  in  Afflni- 
«itobge. 

TkcUXXlX.  S 
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§.  18.  Lehrsatz.  DurchscbDeidet  man  (Fig.  8.)  einen  C«n* 
tralbüschel  mit  dem  Centrum  O  durch  zwei  einander  parallele 
Linien  bezüglich  w  A,  B^  C  und  in  A\  B\,C',  «o  entsteheo 
zwei  Puiiktreihen  in  Aehnlichkeltslage.  Je  zwei  solcher  Ponkt- 
reiben  sind  proportional.    Uenn  es  verhält  sich 

AB:A'B'=OB:OB' 
and  auch 

BC:B'C'  =  OB:OB'. 

§.  19.  Lehrsatz.  Je  zwei  proportionale  Punktreihen  sind 
In  Aehnlichkeltslage,  sobald  ihre  Richtungen  parallel  sind. 

Voraussetzung.  In  den  beiden  parallelen  Puoktreihen  ABC 
und  A'B'C  verhält  sich 

ABiA'B'^BC'.BC 

Behauptung.  Die  drei  Geraden  AA' »  BB',  CC  geben 
durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Beweis.  Es  sei  O  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
AA'  und  BB'  (Fig.  0.).  Ginge  nun  die  Linie  CC  nicht  durch 
den  Punkt  O,  so  würde  die  Verlängerung  der  Linie  CO  üs 
Richtung  A'B'C  in  einem  vierten  Punkte  X  schneiden.  OaiiB 
aber  verhält  sich  der  Annahme  nach   . 

AB:A'B'  =  BC:B'C, 

aber  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auch 

AB:A'B'  =  BC:B'X, 

welche  beiden  Proportionen  nicht  zu  gleicher  Zeit  richtig  sein  kSnoeo. 

§,  20.  Lehrsatz.  Ist  ein  beliebiges  System  ABCD..,*  ge- 
geben (Flg.  10.)»  so  erhält  man  ein  mit  ihm  in  Aehnlichkeitslage 
liefindliches  System  *A'B*Ciy,  wenn  man  die  Punkte  A,  B,  C,  D 
sämmtlich  mit  einem  und  demselben  Punkte  O  verbindet  und  zu 
jedem  gegebenen  Punkte  A  den  entsprechenden  Punkt  A'  derge- 
stalt bestimmt,  dass  die  Strecken  OA  und  OA'  ein  constantes 
Verhältniss  zu  einander  haben.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  der 
Punkt  O  entweder  jedesmal  ausserhalb,  oder  statt  dessen  auch 
jedesmal  wie  in  Fig.  4.  innerhalb  zweier  entsprechender  Punkte 
Uegen  muss. 

Beweis.  Verhält  sich  OAi  OA'  =  OB:  OB'  =  Od OC, 
so  Ut  ABWA'B',  ACWA'C  u.  s.w.  nach  §.17. 

{.  21.    Lehrsatz.    Umgekehrt:    Bei  je  zwei  in  AebaK^ 
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keHslage  befindlichen  Figuren  haben  die  Entfernnngen  entspre- 
cbeoder  Punkte  Tom  Aebnlichkeitspunkt  ein  constantes  Verhält- 
hm  zu  einander,  welches  man  das  Aehnlichkeitsverhältnias  nennt. 

Anmerkung.  Sind  zwei  congruente  Figuren  in  Aebnlich- 
keitslage»  so  ist  der  Aebnlichkeitspunkt  ein  innerer  und  das  Aehn- 
Bdikeitsverhältniss  gleich  Eins. 

Anmerkung.  1)  Man  kann  jeden  Punkt  in  einer  Ebene  auf 
«oe  in  derselben  gegebene  Figur  als  ihr  zugehörig  beziehen. 
Es  sei  (Fig.  12.)  das  Aehnlichkeitsverhältniss  =my  so  dass»  wenn 
ÄfB^  C  Punkte  der  ersten,  A\  Bf  ^  C  die  entsprechenden  Punkte 
der  zweiten  Figur  sind,  man  habe 

OA  _  OB^  _  OC  _ 
OA'~  OB'  -  OC'—'"' 

* 

Sidit  man  aber  jetzt  den  Punkt  A'  als  der  ersten  Figur  angehö* 
rig  ao,  so  wird  der  ihm  in  der  zweiten  Figur  entsprechende  Punkt 
X  dergestalt  zu  bestimmen  seiu^  dass  man  hat: 

OA' 

Im  Allgemeinen  wird  nun  der  Punkt  X  nicht  mit  dem  Punkte  A 
susamroenfallen :  nur  bei  der  Aehnlichkeitslage  congruenter  Figu- 
ren wird  dieser  Fall  eintreten.  Es  wird  diese  Lage  durch  das 
Wort  ,,iovolutorische  Lage''  bezeichnet.  Man  sagt  überhaupt  von 
zwei  Figuren,  dass  sie  involutorisch  liegen,  wenn  zwei  nicht  enl« 
sprechenden  Punkten,  die  in  einander  fallen,  wiederum  zwei  su- 
fimmenfallende  Punkte  entsprechen. 

2)  Sieht  man  den  Aebnlichkeitspunkt  als  Punkt  irgend  einer 
der  beiden  Figuren  an ,  so  fällt  der  ihm  entsprechende  Punkt  mit 
ikm  zusammen. 

$•  22.  Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  sind  in  Aehnlichkeitslage« 
wtam  sie  in  Centralperspective  liegen  und  zwei  Paare  entsprechen- 
der Seitfn  parallel  sind. 

Beweis.  Denn  ist  AB\\A'B'  und  AC\\A'C'  (Fig.  10.),  so 
▼ediält  sich 


SM  MMA 


UgBdk 


OA :  OA'  =  OB :  OB', 


OAtOA'  —  OC-.OC; 


«• 
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OBiOff=.OC.OC', 

9 

mithiD  ist  aach  BC\\B'C'. 

§.  23.  Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  mit  paarweise  parallelen 
Seiten  sind  in  Aehnlichlceitslage,  wofern  sie  nicht  parallelogram* 
niatisch  liegen. 

Beweis.  Denn  ginge  (Fig.  II.)  die  Gerade  CC  nicht  durch 
den  Punkt  O,  in  welchem  sich  die  Geraden  AA'  und  BB'  schnei- 
den, so  würde  die  Verlängerung  von  OC  auf  der  Geraden  A'C 
einen  dritten  Punkt  X  treffen.  Dann  aber  wäre  nach  dem  vori- 
gen Paragraphen  auch  A'X\\AC,  was  unmöglich  ist. 

§.  24.  Lehrsatz,  Man  erhült  zu  einer  gegebenen  Fignr 
AB  CD  eine  mit  ihr  in  Affinitätslage  befindliche,  wenn  man  durch 
sämmtüche  Punkte  der  gegebenen  Figur  ({arallellinien  zieht  (Fig.  13.)y 
sodann  eine  feste  Gerade  X¥  annimmt,  welche  die  gezogenen 
Strahlen  bezOglich  in  /,  m,  n,  p  durchschneidet,  und  auf  jedem 
Strahl  zu  einem  gegebenen  Punkte  A  den  entsprechenden  A*  de^ 
gestalt  bestimmt,  dass  die  Strecken  AI  und  A'l  zu  einander  ein 
constantes  Verhältniss  haben.  Dabei  muss  die  Adfinitätsaxe  Xf 
Rlr  alle  Punkte  entweder  eine  äussere  oder  eine  innere  sein.  (Fig.  13.s>) 

Voraussetzung.    Es  verhält  sich 

Al:Cl=Bm:B'm  =  Cn:C'n  u.s.  f. 

Behauptung.  Die  Geraden  AB  und  A'B',  AC  vaiii  A'C 
Q.  8.  w.  schneiden  einander  auf  der  Axe  XV. 

Beweis.  Da  die  beiden  proportionalen  Punktreihen  AlA' 
und  BmB*  parallel  sind,  so  sind  sie  in  Aehnlichkeitslage  und  es 
schneiden  sich  die  Geraden  AB^  A*B,  Im  in  einem  und  dem- 
selben Punkte. 

Fallt  ein  Punkt  des  gegebenen  Systems  m  die  Axe,  so  fällt 
der  ihm  entsprechende  Punkt  mit  ihm  zusammen. 

Zusatz.  Ein  anderes  Verfahren  ist  das  folgende:  Man  nimmt 
(Fig.  15.)  die  AfBnitätsaxe  XT  den  AflSnitätsstrahlen  parallel,  be- 
stimmt sodann  den  einen  Punkt  des  zweiten  Systems,  etwa  den 
Punkt  A',  willkSrlich  auf  dem  betreffenden  Affinitätsstrahl.  Jeder 
folgende  Punkt  B'  wird  nun  so  bestimmt,  dass  sich  die  Strecken 
AA'  und  Bß'  zu  einander  verhalten,  wie  ihre  senkrechten  Ab- 
stände von  der  Axe.  Dabei  wird  man  von  B  zu  B'  nach  dersel- 
ben Seite  hin  fortgehen,  wie  von  A  zu  A',  wenn  A  und  B  auf 
derselben  Seite  der  Axe  XT  liegen,  sonst  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite,  wie  dies  in  der  Figur  beim  Punkte  C  geschehen  ist. 
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Beweis,  kt  p  der  Punkt,  in  welchem  die  Gerade  AB  die 
Axe  JTF  trifft,  so  «wird  auch  A'J^  durch  diesen  Punkt  gehen  müs- 
sen. Angenommen,  es  läge  B'  nicht  auf  der  Geraden  A'p^  son- 
dern ein  anderer  Punkt  der  Richtung  BB',  etwa  X,  so  verhält 
Hch  AP:BP=Al:A'm::^AA*:BX,  Aber  der  Annahme  nach 
fcrhilt  sich  auch 

Al:A/tn  =  AA':BB', 

welche  Proportionen  nicht  zusammen  hestehen  kOnnen. 

§,  25.  Lehrsati.  Umgekehrt:  Bei  je  zwei  in  Aflßnitätslage 
gegebenen  Figuren  haben  die  beiden  Strecken  eines  AflGnitäts- 
Strahls ,  welche  zwischen  der  Axe  und  zwei  entsprechenden  Punk- 
ten liegen,  ein  constantes  Verhliltniss  zu  einander.  Man  nennt 
dasselbe  das  ArGnitätsverbältniss.  Ebenso  gilt  die  Umkehrung  des 
forstehenden  Zusatzes. 

Anmerkung,  Ist  bei  innerer  Afßnitätsaxe  das  Afßnitätsver- 
klltniss  gleich  Eins,  so  liegen  die  beiden  Figuren  involutorisch. 
bt  die  Richtung  der  AffinilätsstrahJen  der  Axe  parallel,  so  wird 
das  AffinitätsTerbältniss  ebenfalls  gleich  Eins  gerechnet,  insofern 
man  die  Durcbschiiittspunkte  der  Strahlen  und  der  Axen  als  In 
nnendVicher  Entfernung  liegend  ansieht. 

$.  26.    Lehrsatz.    Zwei  Dreiecke  in  Parallelperspective  lie- 
geo  aucfa  allemal  axial  und  sind  daher  in  Affinitätslage. 

Beweis.  Es  sei  p  der  Durchschnittspunkt  der  entsprechen- 
den Geraden  AB  und  A*B'  (Fig.  13.  a.)>  q  derjenige  der  Geraden 
ÄC  nnd  A'C;  ferner  seien  /,  m,  n  die  Punkte,  in  welchen  die 
gegebenen  Projectionsstrahlen  von  der  Geraden  pq  getroffen  wer- 
deo.  Alsdann  sind  einmal  die  Reihen  AlA'  und  BmB'  in  Aehn- 
Bchkeitslage  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunkt  p,  andererseits 
aaeb  die  Reihen  AlA'  und  CnC  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
ponkt  q.    Mithin  verhSit  sich 

AI :  AI  =  Bm :  B'm  =  Cn :  C'n. 

Da  Dan  aber  die  beiden  parallelen  Punktreihen  BmB*  und  CnC 
praportional  sind,  so  sind  sie  ebenfalls  in  Aehnlichkeitslage,  d.h. 
^  schneiden  sich  die  Geraden  JBC,  B'C  und  mn  in  einem  und 
denselben  Punkte  r. 

9.  27.  Lehrsatz.  Zwei  axial  liegende  Dreiecke,  bei  denen 
ttwdies  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  in  Parallelperspective 
1h|eD,  sind  in  Affinitätslage.    (Fig.  13.  a.) 

Veransseizong.     Die  Punkte  p,  9,  r,    in  denen  sich  die 
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SMt«n  der  Dreiecke  ABC  oad  Ä'B'C  gehurig  verliUigert  einan- 
der schneideo,  liögen  in  gerader  Liiiie>  und  es  ist  überdies  AA'  \\  RB'. 

Behanptnng.    Es  ist  auch   CC  parallel  AA'. 

Beweis.  Angenommen  ^  die  durch  C  mit  AA'  gezogene  Paral- 
lele ginge  nicht  durch  C ,  sondern  träfe  die  Gerade  SC  in  X, 
so  mflsste  nach  dem  Torigen  Paragraphen  die  Richtung  A'X  durch 
q  gehen,  also  mit  A'C  zusammenfallen. 

§.  28.  Lehrsatu  Sind  zwei  Systeme  in  AHnitätslage  gege- 
ben, so  bleiben  sie  in  derselben,  wenn  man  eins  dieser  Systeme 
In  der  Richtung  der  AfHnitätsstrahlen  parallel  mit  sich  selbst 
fortrucken  lässt. 

Beweis.  Denn  betrachtet  man  zuerst  drei  Paare  entspre- 
chender Punkte  A,  B,  Ct  so  bleiben  sie  in  Affinitätslage,  weil 
sie  in  Parallelperspective  bleiben.  Mithin  schneiden  sieb  die  Ge- 
raden BC  und  B'C  auf  derselben  Geraden,  auf  welcher  ^^ und 
AC  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  treffen.  Ebenso  sind  dann 
ABD  und  ÄB'Jy ,  so  wie  auch  Ä CD  und  B'VU  in  Arfinitäts- 
lage;  mithin  treffen  auch  die  Geraden  AD  und  BD  die  ihnen 
entsprechenden  Linien  auf  eben  derselben  Axe  und  so  fort. 

§.  29.  Zusatz.  Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  dass  bei  der 
parallelen  VerrOckung  der  Systeme  die  AfQnitätsaxe  Ihre  Rich- 
tung nicht  Sndert 

Voraussetzung.  Dreieck  ABCmM  A'B'C  in  AfBnitätslage; 
Dreieck  A'BC  mit  aßy  in  parallelogrammatischer  Lage  und  zwar 
zwischen  denselben  Projectionsstrahlen.    (Fig.  14.) 

Behauptung.  Die  AiBnitätsaxe  zwischen  ABC  und  A'B'C 
ist  der  Affinitfttsaxe  zwischen  ABC  und  aßy  parallel. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  durch  p  und  q,  sowie  durch /i' und 
q'  die  Punkte,  in  welchen  die  Affinitätsaxen  von  zwei  Paaren  ent- 
sprechender Linien  getroffen  weiden,  so  liegen  die  beiden  Drei* 
ecke  pB'q  und  p'ßq'  in  Centralperspective,  insofern  man  B  als 
Projectionscentrum  ansieht.  Dabei  sind  zwei  Paare  entsprechen- 
der Seiten  parallel,  mithin  auch  pqWp'q'  f   was  zu  beweisen  war. 

§.  90.  Erklärung,  Zwei  verwandte  Systeme,  die  sn  eia* 
ander  in  Aehnlichkeitslage  gebracht  werden  können,  solleo  äbs- 
lich  genannt  werden.  Zwei  Systeme,  die  in  Affinititslage  gebracht 
werden  können,  sollen  affin  heissen.  Auch  sollen  zwei  Figuren 
als  in  mittelbarer  Affinität  stehend  angesehen  werden,  wenn  es 
eine  dritte  giebt,  welche  dem  einen  der  gep^ebenen  Systeme  affin, 
dem  andern  ähnlich  ist,  wofern  es  nämlich  nicht  möglich  sein 
sollte,  diese  selber  in  Affinitätslage  zn  bringen^ 
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Zusatt,  Hiernaeh  kGnnen  zwei  proportionale  Penktreihen 
Mwobl  ibnlich,  als  auch  affin  genannt  werden.  Doch  wollen  wir 
in  Bezog  auf  diese  lieber  den  Ausdruck  proportional  beibehalten. 


Tes  4mm  "BlgenMthmtiem»  welche  fthalleheB  uiil  *0biea 
Hjwtewmem  freaaeiMam  ■ukommeiK. 


9^  31.  Lehrsatz,  In  zwei  ahnlichen»  sowie  ip  zwei  affinen 
Systemen  entspricht  einem  Paar  von  Parallellinien  des  einen  Systems 
wiederum  ein  Paar  Ton  Parallellinien  in  dem  andern  Systeme. 

a)  Beweis  für  ähnliche  Systeme.  Denkt  man  sich  beide 
Systeme  in  Aehnlichkeitslage  gebracht,  so  mfissen  alle  Tier  Ge- 
rade einander  parallel  laufen. 

b)  Beweis  fOr  affine  Systeme.    (Fig.  16.) 

Voraussetzung.    AB  \\  CD. 

Behauptung.    A'B'  ||  CD'. 

Es  seien  p,  q,  r  die  Punkte,  in  welchen  die  Geraden  ABp 
CD  and  AC  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Affini- 
tttsaxe  treffen.  Alsdann  liegen  die  beiden  Dreiecke  pAA'  und 
qCC  perspectivisch  in  Bezug  auf  das  Centrum  r.  Zwei  Paare 
eotspredbender  Seiten  in  beiden  Dreiecken  sind  aber  parallel, 
oinüich  aosser  Ap  und  Cq  noch  die  Alfinitfttsstrahlen  AA'  und 
CC.   Hithin  ist  auch  A'p  \\  Cq,   was  zu  beweisen  war. 

§.  33.  Lehrsatz.  Die  Durchsdinittspunkte  von  entsprechen- 
den Geraden  in  ähnlichen,  sowie  in  affinen  Systemen  sind  wie- 
deram  entsprechende  Punkte. 

a)  Beweis  ffir  ähnliche  Systeme.  Es  sei  O  der  Aebn* 
lichkeitspnokt  und  es  verhält  sich  (Fig.  10.): 

OA'  ""  OB'  ""  OC  ~  OD' ' 

alsdann  behaupten  wir,  dass  der  Punkt  F,  in  welchem  sich  die 
Geraden  AB  und  CD  schneiden,  dem  Durchschnitt  der  entspre* 
ckenden  Geraden  P  entsprechend  sei.  Es  haben  aber  die  beiden 
Drdecka  ADF  und  A'D'F'  paarweise  parallele  Seiten,  folglich 
pkt  die  Linie  FF'  durch  O.  und  es  verhält  sich 

OF:OF'  =  OA:OA'. 

b)  Beweis  ftfr  affine  Systeme.    (Fig.  13.) 
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* 

Voraassetzong.  Die  Linien  AA',  BB ,  CC s  DDf  sind 
parallel  und  werden  von  der  Axe  XY  besfiglich  in  l,  m,  n^  p 
dergestalt  geschnitten,  dass  man  bat: 

AI  _  Bm        Cn       Dp 
A'l'^B'm'^  C'n-'iyp' 

Behauptung.  Die  Punkte  Fund  F',  in  denen  eich  einer- 
seits AB  und  CD,  andererseits  A'B'  und  CD'  durcbscbneideo, 
liegen  auf  einer  den  gegebenen  Affioitätsstrablen  AA' ,  BB'  pa- 
rallelen Linie,  und  die  Strecke  FF'  wird  von  der  Axe  XY  iu  q 
so  durchschnitten,  dass  man  hat: 

Fq        Ah 

F'q  ^  A'V 

Beweis.  Die  beiden  Dreiecke  ACF  und  A'C'F'  liegen  nach 
{.  24.  axial,  fiberdies  ist  AA'  \\  CC;  folglich  muss  auch  FF'  ||  AA' 
sein.  ($.  27.)    Das  Uebrige  leuchtet  von  selbst  ein. 

Zusatt.  Jeder  Aehnlichkeits-  oder  Aflßnitätsstrabl  trifft  eot« 
sprechende  Gerade  in  entsprechenden  Punkten. 

$.  ^.  Lehrsatz,  Liegen  in  ähnlichen  oder  in  afßnen  Syst«* 
nien  drei  Punkte  des  einen  Systems  in  gerader  Linie,  so  ist  die- 
ses auch  mit  den  entsprechenden  Punkten  des  andern  Systems 
der  Fall. 

a)  Beweis  fOr  ähnliche  Systeme.  Es  ist  allemal  in  der 
Aehnlichkeitslage  (Fig.  8.)  AB  W^A'B,  BC  ||  B'C.  Fallen  also 
AB  und  BC  in  eine  und  dieselbe  Richtung,  so  mQssen  auch 
A'B'  und  B'C  in  eine  Gerade  fallen. 

b)  Beweis  für  affine  Systeme.  (Fig.  17.)  Gehen  die  Ge- 
raden AB  und  BC  durch  einen  und  denselben  Punkt  p  der  Axe, 
so  mQssen  auch  A'B'  und  B'C^  durch  diesen  Punkt  gehen,  d.  b. 
es  muss  B'C  in  die  Richtung  von  A'B'  fallen. 

{.  34.  Lehrsatz.  Gehen  in  ähnlichen  oder  in  affinen  Syste- 
men drei  Gerade  des  einen  Systems  durch  einen  und  denselben 
Punkt,  so  ist  dieses  auch  mit  den  entsprechenden  Geraden  des 
andern  Systems  der  Fall. 

Beweis.  Angenommen,  die  Gerade  A'B  ginge  nicht  darch 
den  Punkt  H',  in  welchem  sich  die  Geraden  CD'  und  F'G' 
schneiden,  während  sich  die  entsprechenden  Geraden  sämmtlicb 
Im  Punkte  F  durchschneiden ,  so  wQrde  dem  Punkte  F  nicht  bloss 
der  Punkt  F',  sondern  auch  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden 
A'B*  mit  CD*  und  mit  F'G'  entsprechen,  was  offenbar  absurd  ist. 
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gIgfWchftfteB  AhBllclier  FlginreB. 

$.36.  Lehrsati.  In  je  zwei  ähnlichen  Systemen  sehÜensen 
zwei  Gerade  des  einen  Systems  allemal  denselben  Winkel  ein, 
wie  die  entsprechenden  Geraden  des  andern. 

$.  36.  Lehrsatz,  In  zwei  ähnlichen  Figuren  haben  je  zwei 
entsprechende  Strecken  dasselbe  Verhältniss  zu  einander,  und  zwar 
ist  dieses  Verhftitniss  dem  Aehnlichkeitsverhältniss  gleich. 

Beweis.  Fallen  (Fig.  19.)  die  beiden  entsprechenden  Strecken 
AB  und  Ä'B*  in  die  Richtung  eines  Projectionsstrabts ,  und  ist 
0  der  Aehnlichkeitspunkt,  so  verhält  sich 

OÄiOB=OA'iOB', 
mithin 

OA^  OB:  OA'--  OB'  =  OAi  0A\ 

Fallen  aber  AB  und  A'B'  nicht  in  die  Richtung  eines  Projections- 
•trahls  (Fig.  10.),  so  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dass  sich  verhält: 

ABiA'B'^OAiOA'. 

{.  37.  Lehrsatz.  In  je' zwei  ähnlichen  Systemen  haben  ent- 
•precbende  Fläcbenräuroe  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander, 
welches  dem  Quadrat  des  Aehnlichkeitsverhältnisses  gleich  kommt. 

Denn  man  bat  bekanntlich  (Fig.  10.): 

^ABC        AB^ 

OA 

Setzt  man  nun   das  Aehnlichkeitsverhältniss    -Q-Tt  gleich  m,  so 

ist  auch    .^^p,  =  m,  und  also 

^ABC  , 

Hat  man  zwei  beliebige  geschlossene  Vielecke,  so  wird  man  die- 
selben auf  entsprechende  Art  in  ähnliche  Dreiecke  zerlegen,  und 
es  folgt  dann  aus  der  Gleichheit  der  Verhältnisse 

^ABC  _^BCD         , 
A  A'BC  ""  ^B'C'D' " ^  ' 

dass  man  auch  habe 


^ABC+^BCD    _    , 
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Bemerkung.  Zvrei  Dreiecke  mit  paarweise  gleichen  Winkein 
sind  nacli  unserer  Definition  ähnlich»  weil  sie  sich  so  legen 
lassen,  dass  ihre  Seiten  paarweise  parallel  laufen»  wodurch 
sie  zugleich  in  Cenfralperspective  kommen.  Zwei  beliebige  Viel- 
ecke AB  CD....  und  AB'C'B^ ....  sind  offenbar  ähnlich,  wenn 
der  dritte,  vierte  und  jeder  folgende  Punkt  des  einen  Vielecks  in 
Bezug  auf  die  beiden  ersten  Punkte  durch  Dreiecke  bestimmt 
werden,  welche  den  entsprechenden  Dreiecken  des  andern  Systems 
ähnlich  sind  und  die  bestimmenden  Dreiecke  in  beiden  Vielecken 
übereinstimmende  Lage  gegen  einander  haben.  Denn  legt  man 
die  Vielecke  so,  dass  ein  Paar  entsprechender  Dreiecke  in  Aehn- 
lichkeitslage  kommt,  so  werden  auch  alle  übrigen  Dreiecke  in 
Aehnlichkeitslage  sein,  und  weil  das  Projectionscentrum  durch 
zwei  Strahlen  bestimmt  ist,  so  werden  sämmtliche  Projections- 
strahlen  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Die  übrigen  Sätze  von  der  Aehnlichkeit  können  wir  ßlglich 
übergehen. 


Tob  doB  Sifr^BflehBtteB  a0lBer  Fli;iireB. 

§.  38.  Lehrsatz.  In  zwei  affinen  Systemen  werden  entspre- 
chende  Strecken  durch  entsprechende  Punkte  proportional  getheilt. 

Beweis.  Fallen  (Fig.  20.)  die  beiden  entsprechenden  Pnnkt- 
reihen  A,  B,  C  und  A*,  B,  C*  in  die  Richtung  eines  AfGnitäts- 
strabls,  und  ist  m  der  Durchschnitt  desselben  mit  der  Axe,  so 
hat  man 

Am  Bm  Cm 

mithin 

Am — Bm        Bm — Cm 
A'm  -  B'm  ""  B'm -  Cm"    . 

Sollte  die  Axe  dem  AfBnitätsstrahl  parallel  sein,  so  würde,   wie 
leicht  einzusehen  ist,   AB^A'B',  BC=BC  sein. 

Fallen  aber  die  beiden  Punktreihen  J,  JB,  C  und  A\  B,  C  nicht 
in  die  Richtung  eines  Aflinitätsstrahls,  so  bedarf  es  nur  einer 
Betrachtung  von  Fig.  17.,  um  die  Richtigkeit  des  Behaupteten 
einzusehen. 

Bemerkung.  In  ähnlichen  Systemen  stehen  jedesmal  zwei 
Paare  entsprechender  Strecken  in  Proportion,  in  affinen  Systemen 
nur  dann,  wenn  je  zwei  Strecken,  die  demselben  Systeme  ange- 
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liBreo»  Ia  ^ne  Gende  falleii.  Hat  man  aber  in  einen  von  zwei 
aflfaMn  Systemen  xwei  parallele  Strecken»  so  stehen  diese  el>ea- 
fiüls  mit  den  entsprechenden  Strecken  in  Proportion. 

Denn  es  seien  (Fig.  16.)  AB  und  CD  zwei  parallele  Strecken 
des  einen  Systems ^  p  und  q  die  Punkte,  in  denen  die  Richtungen 
derselben  die  entsprechenden  RichtuQgen  auf  der  Axe  treffen. 
Alsdann  verhält  sich 

ABiA'B'  —  ApiA'p, 
CD:C'D'=Cq:C'g. 

Non  aber  sind  die  beiden  Dreiecke  AA*p  und  CC'q  einander  ahn- 
lieb,  weil  ihre  Seilen  paarweise  parallel  laufen;  mithin  verhält  sieh 

Ap:A'p=:zCq:C'q 
und 

ABiA'B'^CDiC'D'. 

§.39.  Lehrsatz,  In  affinen  Systemen  haben  entsprechende 
Flächen  ein  constantes  Verbältniss  zu  einander »  welches  dem 
AffinitätsTerhältniss  gleich   ist. 

Beweis.  Es  seien  ABC  und  A'BC  (Fig.  21.)  zwei  entspre- 
chende Dreiecke  in  Figuren,  die  sich  in  Affinitätslage  befinden» 
Bmd  1>  die  Punkte ,  in  welchen  der  Strahl  BB"  die  Sdten  AC 
ond  A'O  durchschneidet.  Alsdann  hat  man»  wofern  m  das  Affi- 
oitätsverbältniss  bezeichnet» 


also  auch 


Bq^Dq       .    .      BD 


Weil  nun  die  beiden  Dreiecke  ABD  und  A'B'D"  zwischen  den- 
selben Parallelen  liegen»  so  hat  man 

^ABD  _BD  _ 
^A'B'D'^^Bl»^^' 

Dod  ebenso  ist  auch 

A  CBD  _  BD  _ 
^C'B'iy^  B'Ü^'^^' 
Mitbin  aaeh 

^ABD^^BCD 


^A'^D^^^BCD^ 


=  m. 
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Hat  man  zwei  beliebige  entsprecbende  Flächen,  ßo  wird  man 
dieselben  in  paarweise  einander  entsprechende  Dreiecke  zerlegen. 
Da  nun  je  zwei  entsprechende  Dreiecke  dasselbe  Verhfiltniss  zu 
einander  haben»  so  wird  auch  die  Samne  der  einen  Gruppe  zur 
Somme  der  andern  in  demselben  Verbältnisse  stehen.  Hat  maa 
aber  drei  Figuren»  Ton  denen  die  erste  der  zweiten  alBn»  der  drit- 
ten ähnlich  ist»  und  sind  darin  Fi,  F^,  F^  entsprechende  Flächen 
in  diesen  Figuren»  so  hat  man 

indem  man  das  Aflinitätsverhältniss  durch  m»  das  Aehnlichkeits- 
verhältniss  durch  n  bezeichnet.    Hieraus  folgt  durch  Division: 

Zusatz.  Sind  die  Affinitätsstrablen  der  Axe  parallel»  so  sind 
je  zwei  entsprechende  Flächenräume  einander  gleich. 

In  Fig.  22.  ist»  wie  leicht  einzusehen,  DB  —  D'B\  also  Drei- 
eck   ADB  =  A'D'B*   und    DBC-I>B'C\ 

§.  40.  Lehn  atz.  Je  zwei  Dreiecke  können  als  alSne  Figu- 
ren angesehen  werdeor. 

Beweis.  Man  nehme  im  Dreieck  ABC  (Fig.  25.)  in  der  Rich- 
tung AB  einen  willkürlichen  Punkt  D  an  und  verbinde  D  mit  C 
Sodann  bestimme  man  im  Dreieck  aßy  (Fi^.  25.  a.)  in  der  Rich- 
tung aß  den  Punkt  S  dergestalt»  dass  derselbe  zu  a  und  f  die- 
selbe Lage  hat»  wie  D  zw  A  und  B,  und  dass  sich  verhält 

ADiBD  =  ai:ßd'y 

endlich  consfmire  man  über  CD  ein  dem  Systeme  aßyS  ähnliches 
System  A'B'CD.  Dann  sind  die  beiden  Dreiecke  ABC  und 
A'B'C  in  Parallelperspective.'  Denn  da  sich  verhält 

AD:BD  —  ad:ßö  =  A'D:B'D, 

so  sind  die  Geraden  AA'  und  BB'  parallel.  Das  Dreieck  aßy  ist 
aber  dem  Dreieck  A'B'C  ähnlich ;  folglich  stehen  ABC  nnd  aßf, 
wenn  nicht  in  unmittelbarer,  doch  in  mittelbarer  Affinität. 

§.41.  Lehrsatz.  Ist  ein  Viereck  ^4  ff  CD  gegeben  (Fig.  23.)» 
so  sind  durch  dasselbe  zunächst  sechs  Gerade  und  somit  deren 
Durchschnittspunkte  bestimmt. 

Zwei  Vierecke  AB  CD  und  A'B'C'D'  (Fig.  23.  und  Fl^.  23.  a.) 
sind  afBn»  wenn  sich  In  denselben  zwei  Paare  proportionaler 
Ponktreihen  entsprechen. 
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Voraoflsetzang.  Bei  SbereinstimroeDder  AufeiDanderfolge 
ter  auf  einander  bezogenen  Ponkte  verhält  sich 

1)  AFxA'F'-FC'.PC 

2)  BF:B'F'  =  FDiPiy. 

Behauptung.    Die  Vierecke  AB  CD  und  A'B'C'iy  sind  affin. 

Beweis.  Man  constraire  ein  dem  Dreieck  A'B'C  ähnliches 
Dreieck  a6c»  welches  mit  ABC  in  AUßnitäfslage  ist,  und  ergänze 
darauf  abc  zu  einem  dem  Viereck  A'B'C'D*  ähnlichen  Vierecke 
abcd.  Dann  lässt  sich  beweisen,  dass  abcd  mit  ABCD  in  AfB- 
nlt&tsiage  ist 

Es  verhält  sich 

af:  fc  =  A'F' :  F'C  =  AF\  FC, 

foiglicb  ist  Ff  parallel  mit  Aa  und  Cc.    FGr*s  Zweite  verhält  sich 

bfi  fd  =  BP :  rW  =  BFi  FD, 

also  sind   auch    Dd  und   Ff  parallel.    Da  die  beiden  Dreiecke 
ABF  und   abf  in   Parallelperspective  liegen,   so  schneiden  sich 
BF  und  bf  auf  derselben  Geraden,   auf  der  sich  einerseits  AB 
und  ob,  andererseits  AF  und  n/*  einander  treffen.    Weiter  werden 
sich  dann  AD  und  ad,    sowie  auch  CD  und  cd,  auf  derselben 
Geraden  schneiden,  auf  der  AC  und  FB  die  ihnen  entsprechen- 
den Geraden  treffen  u.  s.  f;    folglich  liegen   die  beiden  Vierecke 
ABCD  und  abcil  nicht  bloss  perspectivisch,  sondern  auch  axial. 

Zu» atz.    1)  Je  zwei  Parallelogramme  sind  affin,   weil  sich 
Ihre  Diagonalen  gegenseitig  halbiren. 

2)  Zwei  Paralleltrapeze  sind  affin,  wenn  ihre  parallelen  Seiten 
In  Proportion  stehen. 

Voraussetzung.      In    den    Paralleltrapezen    ABCD    und 
A'B'C'D'  (Fig.  24.  und  Fig. 24. a.)  verhält  sich: 

AB.CD-A'BiCD'. 

Behauptung.    Die  beiden  Figuren  sind  affin. 

Beweis.    Es  seien  F  und  F*  die  Durchschnittspunkte  der 
nicht  parallelen  Seiten.    Dann  verhält  sich: 

1)    ABiCD=iAFiDF=iBFiCF, 
2)    A'B'i  CD' = AT' :  D'F' = B'F' :  CF'\ 


mitbin 


AFiA'F'^DFiD'F', 
BF:BF'=CF:C'F'. 
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$.  43.  Lehrsatz.  Zw«i  beiiebige  Vielecke  sind  affin,  wenn 
der  vierte»  fönfte  und  jeder  folgeode  Paokt  des  ersten  in  Besag 
auf  die  drei  ersten  Punkte  durch  ein  Viereck  bestimmt  ist,  wel- 
ches dem  entsprechenden  Vierecke  des  andern  Systems  affin  ist. 

Construirt  man  zuerst  ein  Dreieck  abc,  welches  dem  Drei- 
ecke A'ß'C  Shnlich  und  mit  ABC  in  Affinitätslage  ist,  und  er- 
gänzt sodann  das  Dreieck  abc  zu  einem  dem  System  A^B'C'D'Ej^.. 
ihnlichea  System  abcde....,  so  ist  klar,  dass  dieses  letztere  mit 
AßCDE.^  in  Affinit&tsiage  sein  wird. 

§.  43.  Lehrsatz.  Sind  zwei  Dreiecke  in  AffinitStslage  ge- 
geben und  die.  Richtung  der  Affioitatsstrahlen  senkrecht  auf  der 
Affinitätsaxe ,  so  ist  das  kleinere  dieser  Dreiecke  das  kleinste  und 
das  grossere  das  grSsste  unter  allen  ähnlichen  Dreiecken ,  welche 
mit  dem  andern  in  ParallelperspectiTo  gebracht  werden  können. 

Beweis.  Man  denke  sich  (Fig.  26.)  die  beiden  gegebenen 
Dreiecke  mit  zwei  entsprechenden  Ecken  in  A  zusammengerückt. 
Schneiden  sich  dann  die  entsprechenden  Seiten  BC  und  BC*  in 
Z>,  so  ist  AD  die  Affinitätsaxe.  Halten  wir  nun  die  beiden  fol- 
genden Bedingungen  fest:  erstens,  dass  die  beiden  Dreiecke  ABC 
und  AB'C  in  Parallelperspective  bleiben  sollen;  zweitens,  dass 
die  Seite  B*C'  durch  den  bestimmten  Punkt  D  der  Richtung  BC 
gehen  soll,  —  so  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Dreieck  AB'C  in 
kein  anderes  ihm  ähnliches  verwandelt  werden  kann,  ohne  die 
gestellten  Bedingungen  zu  verletzen. 

Die  Bedingung  der  perspectivischen  Lage  bestimmt  das  Ver- 
hältniss  DB'iB'C,  da  sich  verhalten  muss: 

Dß':B'C'  =  DB:BC. 

Die  Bedingung  der  Aehnlichkeit    bestimmt   einmal   den  Winkel^ 
DB'A  und  för's  Zweite  das  VerhältnUs  B'C :  B'A ;   mithin  ist' 
zufolge    der    voranstehenden   Proportion    auch    das    Verhältniss 
DB': B'A   bestimmt.    Da  nun  überdies   die  Seite  AD  gegeben 
Ist,  so  ist  das  Dreieck  AB'D  durch  die  gegebenen  Bedingungen 
vollkommen  bestimmt. 

Zieht  man  aber  nun  FF'  parallel  BB'^  so  verhält  sich 

BFi  CF  =  B'F' :  C'F'. 

Construirt  man  also  über  AF  ein  dem  S3r6tem  AB'C'F'  ähnliches 
System,  so  wird  dieses  mit  ABC  in  Affinitätslage  sein.  Dann 
fallen  aber  nicht  mehr  b  />,  sondern  in  F  swei  eDt^rechenda 
Punkte  »usammen. 
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An«  dem  Voraltheoden  geht  also  hervor,  deie»  weon  swei 
Uudlcbe  Dreiecke  mit  eioem  dritten  in  AfQnitätslage  gebracht 
werden  9  dieees  letztere  niemals  dieselben  Punkte  mit  beiden  als 
eot^prechende  Punkte  gemein  haben  kann. 

Es  sei  also  einmal  />»  das  andere  Mal  F  derjenige  Punkt, 
welcher  mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  xusammenf&llt  und 
im  erstem  Falle  BB'  und  CC  senkrecht  auf  AD\  G  aber  sei 
der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  AD  und  FF'^  Ton  denen 
letztere,  wie  erwähnt,  mit  BB'  parallel  ist. 

Es  verhält  sich 

A  ÄBCi  A  AB'C*  =  FG.F'G; 

ist  also  AB'C  kleiner  als  ABC,  so  ist  auch  F'G  kleiner  als 
FG  und  mithin  die  Hypotenuse  AF'  kleiner  als  die  Hypotenuse 
AF;  folglich  ist  ein  über  JF  construirtes ,  dem  Systeme  ^£?'C'I>' 
ihDiiches  System  grösser  als  dieses,  während  es  im  Gegentheil 
grösser  sein  wird,  sobald  F'G  grosser  ist  als  FG. 

Zusatz.    I)  Unter    allen    ähnlichen  Dreiecken,    welche   mit 
m^m  gegebenen  Dreiecke  in  Aflinitätslage  gebracht  werden  kön- 
nen, kann  es  nur  zwei  geben ,    bei  denen  die  Richtung  der  AfB- 
aitltsstrahlen   senkrecht    auf   der  AfBnitätsaxe  ist,   nämlich    das 
grosfte  nod  das  kleinste  dieser  Dreiecke. 

2)  Es  seien  zwei  Dreiecke  in  AflSnitätslage  gegeben  (Fig.  22.) 
nod  die  Richtung  der  AfGnitätsstrahlen  senkrecht  auf  der  Axe  AD. 
CooKtmirt  man  nun  ein  Dreieck,  welches  kleiner  als  das  kleinere  der 
gegebenen  Dreiecke  ABC,  aber  demselben  ähnlich  ist,  so  steht  die- 
ses dritte  Dreieck  zu  ABC  nur  in  mittelbarer  AfGnität.  Eben  so  wird 
eb  Dreieck,  welches  dem  grosseren  Dreiecke  ABC  ähnlich  und 
grusser  als  dasselbe  ist,  mit  AB* C  in  mittelbarer  AlBnität  stehen. 


F«M  den  iusnioBiwcheii  Strahlenlilüichelii  und  den  luiiv 

monlecheB  Ponktreiheii. 

Bemerkung.  In  dem  nun  folgenden  Abschnitte  werden  wir 
die  Regel  beobachten,  dass  wir  an  die  Strahlen  eines  gegebenen 
StrahlenbQschels  grosse  Buchstaben  setzen.  Durch  die  entspre- 
cheodeo  kleinen  Buchstaben  werden  diejenigen  Punkte  bezeichnet 
werden,  in  welchen  diese  Strahlen  von  irgend  einer  Transversale 
gesdinitten  werden. 

(.  44.    Erklärung.    Yetbindet  man  des  Mittelpnnkt  eines 
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Parallelogramms  aca'c'  (Fig.  27.)  mit  den  Ecken  desselben  nnd 
mit  den  Mitten  der  Seiten,  so  bilden  je  vier  aufeinander  folgende 
der  vom  Mittelpunkt  O  auslaufenden  Strahlen  einen  harmonischeo 
Büschel  und  werden  auch  vier  Harmonikaien  genannt 

Ein  harmonischer  BOschel  ist  also  ein  solcher,  dessen  Cen- 
trum O  zum  Mittelpunkte  eines  Parallelogramms  gemacht  werden 
kann,  in  welchem  zwei  der  gegebenen  Strahlen  durch  benach- 
barte Ecken,  die  beiden  andern  durch  die  Mitten  zweier  zusam- 
menstossender  Seiten  gehen. 

Verbindet  man  in  dem  gegebenen  Parallelogramm  aca'c'  die 
Mitten  der  Seiten  unter  einander,  so  entsteht  ein  neues  Paralle- 
logramm bdb'd't  in  welchem  diejenigen  Strahlen  durch  die  Ecken 
gehen,  welche  vorhin  durch  die  Mitten  der  Seiten  gingen  und 
umgekehrt. 

In  einem  harmonischen  BQschel  heissen  der  erste  und  dritte 
Strahl,  sowie  der  zweite  und  vierte  zugeordnete  Strahlen. 

$.45.  Lehrsatz.  Durchschneidet  man  drei  von  vier  gege- 
benen Harmonikaien  durch  eine  dem  vierten  Strahl  parallele  Trans- 
versale, so  ist  der  mittlere  Durchschnittspunkt  von  den  beiden 
äusseren  gleich  weit  entfernt  (Fig.  27.) 

In  der  That  ist  ußy  parallel  mit  OD  und  also  auch  mit  abc^ 
80   ist   aß=zßy, 

§.  46.  Zusatz.  Durch  drei  gegebene  Strahlen  ist  allemal 
der  vierte  harmonische  Strahl  bestimmt    (Fig.  27.) 

Denn  gäbe  es  zwischen  OA  und  OC  ausser  dem  Strahl  OB 
noch  einen  andern,  welcher  mit  OA,  OC,  OD  einen  harmonischen 
BQschel  bildete,  so  müsste  jede  mit  OD  parallele  Transversale 
nicht  bloss  von  OB,  sondern  auch  von  jenem  andern,  Strahl  hal- 
birt  werden. 

§.  47.  Zusatz.  Man  erhält  allemal  einen  harmonischen  BO* 
schel,  wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  O  mit  den  Endpunkten 
einer  Strecke  ac  und  mit  deren  Mitte  6  verbindet    (Fig.  27.) 

Denn  macht  man  Oa'=Oa,  O&^Oc,  so  wird  a'c'  gleich  und 
parallel  mit  ac,  also  aca'c'  ein  Parallelogramm,  in  welchem  OA 
und  OC  durch  zwei  benachbarte  Ecken,  OB  und  OD  durch  die 
Mitten  zweier  Seiten  gehen. 

§.  48.  Lehrsatt.  Halbirt  man  (Fig.  27.)  einen  Winkel  AOC 
durch  OB  und  errichtet  darauf  im  Scheitet  O  ein  Loth  OD  auf 
der  Halbirungslinie,  so  erhält  man  vier  Harmonikaien. 

Beweis.  Denn  zieht  man  die  Transversale  abe  parallel  mit 
OD,  so  ist  A06a^  Obc;  mithin  abzsbc. 
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(•  49.  Zu  satt,  1)  Stehen  in  einem  harmonischen  Büschel 
wnk  tBgeordnete  Strahlen  auf  einander  senkrecht,  so  wird  der 
Winkel,  welchen  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen  mit 
einander  bilden ,  durch  den  zwischenliegenden  Strahl  halbirt  Denn 
•oast  würde  die  Halbirnngslinie  dieses  Winkels  ebenfalls  eine 
fierte  Harmonlkale  zu  den  drei  andern  Strahlen  ^ein. 

2)  Wird  in  einem  harmonischen  Büschel  der  von  zwei  zogeord- 
aeteo  Strahlen  gebildete  Winkel  durch  den  zwischenliegenden 
Strahl  halbirt,  so  stehen  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen 
Mokrecht  auf  einander. 

{.  50.  Erklärung.  Man  sagt,  die  Strecke  ae  (Fig.  37.  a.) 
werde  Ton  den  beiden  Punkten  b  und  d  harmonisch  getheilt,  wenn 
4ie  Abstände  des  Punktes  b  von  u  nnd  c  sich  eben  so  zu  einan- 
der verhalten,  wie  die  Abstände  des  Punktes  d  von  eben  diesen 
Piokten,  also  wenn  man  hat: 

ab:cb  =  ad:  cd. 

Wird  die  Strecke  ae  in  6  nnd  d  harmonisch   getheilt,   so  wird 
toch  M  in  a  und  c  harmonisch  getheilt;    denn  aus  der  obigen* 
Proportioo  folgt  durch  Umstellung  der  Mittelglieder: 

baida=:  bc:  de. 

Die  Ponkte  a,  b,  e,  d  heissen  vier  harmonische  Punkte  oder 
eise  barroonische  Punktreihe;  a  und  c,  sowie  andererseits  6  und 
dj  lieiffsen  zugeordnete  Punkte. 

§.  51.  Lehr  satt.  Ein  harmonischer  Büschel  wird  von  jeder 
Transversale  in  vier  harmonischen  Punkten  durchschnitten.  (Flg.27.  a.) 

Beweis.  Man  ziehe  durch  den  Punkt  e  eine  Parallele  b'd' 
mit  Oa.  Dann  ist  das  Dreieck  Oab  ähnlich  dem  Dreieck  b'eb 
■ad  ebenso   ^  OadcK^  A  d'ed*    Es  verhält  sich  also : 

Oa:cb*=:ab:eb, 
Oaied*  :=^  adicd; 

um  aber  ist  b'czncd' ,  also  hat  man: 

ii6 :  c6  =  ad:  ed. 

§•  62.  Lehrsatz.  Verbindet  man  sämmtliche  Punkte  einer 
hnnonischen  Punktreihe  mit  irgend  einem  Punkte  O,  so  bilden  die 
Ttrbindnngslinien  allemal  einen  harmonischen  Büschel.  (Fig.  27.  a.) 

Vorsataetsung.    Es  verhält  sich 

ahieb  ^=  ad:ed. 

Tk«U  XXIX.  .7 
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a^hauptai^g.    OA,  OB,  OC»  OD  aind  Tier  HarmoBibRleD. 
Beitels.    Ziebt  man  b'c^  parsllel  mit  Oa,  00  rerhSIt  McH 

Oaib'c  3=  abxcbt 
Oa:tdf  =iäd:€d; 

mithin  ist   wegen   der  Voraassetzung: 

Ou'.b'c=zOa:cd!» 
Ve  =r  crf'. 

J.  53.  Lehrsatz.  Werden  in  einem  harmonischen  Büschel 
ton  awel  betiebrgeo  Punitten,  die  Ikof  zwei  zugeordneten  Strahlen 
Hegen,  Lothe  auf  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen  gfN 
MH,  so  stehen  die  vier  geföHten  Lothe  in  Proportion.  (Fig.  2f7.  a.) 

Beweis.    Um  zu  beweisen,  dass  sich  verhält 

bk:dk'  =  bl:dl\ 

ziehe  man  durch  b  und  d  eine  Transversale  abcd.  Alsdann  vec- 
hält  sich 

ab:ad  =  cbiedi 

nun  aber  ist  A  oAifc  o^  A  ^M!  und  ^bclc\^  ä^  dcf,  mithin  verhilt 
sich 

bkidk^zsabiad,- 

bl  :  dl'  =cb:cd'f 

woraus,  sog^icb  das  Behauptete  hervorgeht« 

JimsaU.    Ist  umgefreBrt  die  Proportion 

bktdf^bhdP 

gegeben,  so  leitet  man  wiederum  daraus  ab: 

ab:ad=^cb:cd'9. 

mithin  sind  vier  Strahlen  harmonisch,  wenn  die  Entfernungen 
eines  Punktes  im  zweiten  Strahl  vom  ersten  und  dritten  Strahl 
sich  ebenso  zu  einander  verhalten,  wie  die  EntCemnng«!  ^ia«ai 
Punktes  Im  vierten  Strahl  von  denselben  Strahlen. 

§.  54.  Lehrsatz.  Sind  auf  einer  Geraden  zwei  feste  Pookte 
a  und  6  gegeben,  so  ist  die  Lage  jedes  dritten  Punktes  c  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  zuerst  bekannt  ist,  ob  dieser  Punkt 
swiscben  den  Punkten  a  und  b  oder  ausserhalb  derselben  liegt, 
und  wenn  zweitens  das  Verhlltnlss  der  Abstiod^  detf  PMr^es  e 
von  den  Punkten  a  und  b  gßffiben  iat.    (Fig.  2^) 
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'  Beweis.    Liegt  ^  zirisehen  er  and  b,  so  nittitot  Am  VerMIt-' 
BIM  7-  sQy  wenn  sich  c  dem  Punkte  6R&hert,  dagegen  ab,  Mreni^ 

c  ofiber  an  «  rfickt.  Ist  zweitens  d  ein  Punkt  in  der  VerUoge- 
nng  von  ab 9  so  kann  es  aaf  derselben  Seite  yon  ab  keinen  Pnnl^^ 
«  geben ,  welcher  die  Bedingmig 

ax ad 

bx'^  bd 

erfdIRe;  denn  alsdann  wäre  auch 

bx'-bd'   ^-  "•   dx^  bd' 
was  offenbar  ungereimt  ist. 

$•  85.  Zutatt.  Durch  drei  gegebene  Punkte  auf  einet  ge- 
rskn  Linie  ist  allemal  der  fterts  harmonische  besthnmt,  wenn 
itih  bekannt  ist,  welche  beiden  der  gegebenen  Punkte  sugeord- 
•ete  sein  sollen. 

9.  56.  Aufgabe,  Die  Strecke  ac  harmonisch  zu  theilen, 
wein  Doch  einer  der  Theilpunkte  gegeben  ist. 

üufUsung.  Man  schlage  über  ac  einen  Halbkreis.  btnUn 
dM  Punkt  6  zwischen  ü  und  c  als  der  eine  Theifpunkt  gegeben, 
M  errichte  oian  in  b  das  Loth  bx  bis  zur  Peripherie,  ziehe  üi  x 
eioe  Tsogente  an  den  Halbkreis  und  verlängere  dieselbe,  bis  sie 
die  Iliebtung  ac  in  d  durchschneidet  Dann  ist  der  Punkt  d  der 
geracbte  vierte  harmonische  Punkt  Wäre  d  gegeben  und  b  ge* 
Mcht,  so  würde  man  von  d  aus  eine  Tangente  ziehen  und  vom 
Berfibmngspunkt  x  ein  Loth  auf  ac  föllen. 

Beweis.  Verbindet  man  x  mit  a  und  c,  so  ist  W»  bxd 
«  W.  büx  =  W.  bxe  ^  dabei  ist  W.  axc  s  R ;  folglloh  x  das  Centrun 
«Dte  harmonischen  Baschels.    (§.  4&) 

Fällt  6  In  die  Mitte  von  dc^  so  wird  die  Tangente  in  x  pa- 
rallel mit  ae\  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  u,  6,  c  liegt  als- 
4uin  in  unendlicher  Entfernung,  oder,  genauer  ausgedrückt,  es 
pebt  keinen   vierten  harmonischen  Punkt 

Die  beiden  Pnnkte  b  wttA  d  ßegeti  Innfeer  aef  detwetbtn  Seile 
im  Mftte  von  ae^  Fällt  b  mit  a  oder  e  zosammen,  00  föttl  d 
jidesPMil  in  denselben  Punkt 

Denkt  man  sich  den  Punkt  a  in  anendliche  Enffernuhg  genickt, 
•9  OUf  p  in  4i^  Afitte  von  bd. 

Anmerkuitff.    Die  B^aelitn^gsweTS^,  natft  iveldti*^  tattU 
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lellinien  einen  Darchschnittspunkt  haben,  welcher  in  nnenilNcher 
Entfernung  liegt,  ist  för  den  Vortrag  dea  hier  behandelten  Ge» 
genatandea  von  grosser  Wichtigkeit. 

Denkt  man  sich  einen  Strahfenbflschel  von  einer  Transversale 
durchschnitten»  so  entspricht  jedem  Punkte  der  Transversale  ein 
bestimmter  Strahl;  dem  unendlich  entfernten  Punkte  entspricht 
derjenige  Strahl,  welcher  der  Transversale  parallel  läuflL  Da  et 
aber  nur  einen  Parallelstrahl  giebt,  so  ist  der  unendlich  entfernte 
Punkt  der  Transversale  gleichsam  ein  vollkommen  bestimmter 
Punkt,  und  es  ist  dabei  gleicbgöltig,  nach  welcher  Seite  hin  man 
denselben  versetzt.  Mehrere  unter  einander  parallele  Linien  wer- 
den hiernach  ebenfalls  so  angesehen,  als  schnitten  sie  sich  ia 
demselben  Punkte. 

§.  56.  Lehrsatz,  Halbirt  man  In  einem  Dreiecke  ABC ^tn 
Winkel  A,  so  bildet  die  Halbirungslinie  auf  der  gegenfiberlie^e»' 
den  Seite  Abschnitte«  die  sich  verhalten,  wie  die  anliegeodto 
Seiten,  nämlich:  ^ 

BDiDC-BAiDA. 

(.  57.  Lehrsatz,  Der  geometrische  Ort  der  Spitzen  alle 
Dreiecke  Über  einer  gegebenen  Grundlinie  BC,  In  denen  die  bei- 
den andern  Seiten  ein  constantes  Verhältnis«  zu  einander  haben, 
ist  eine  Kreislinie,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  BC  H^g^ 
und  durch  welche  die  Strecke  BC  harmonisch  getheilt  wird. 

Beweis.*  Es  sei  AD  die  Halhirungslinie  des  Winkels  A» 
Ist  nun  das  Verhältniss  der  Seiten  AB  und  AC  gegeben,  so  l^t 
zugleich  das  VerhMitniss  BDiDC  gegeben  und  somit  der  Punkt 
D  bestimmt.  Errichtet  man  nun  in  A  ein  Loth  auf  AD,  so  trifll 
dieses  Loth  nach  $.  48.  den  vierten  harmonischen  Punkt  E  ^ 
B,  D,  C;  mithin  ist  der  Punkt  E  ebenfalls  bestimmt.  Da  tna 
aber  der  Winkel  DAE  ein  Rechter  ist,  so.  liegt  der  Punkt  A^t^ 
der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  die  Strecke  DE  zum  Durch- 
messer hat. 

§.  58.  Erklärung,  Man  sagt,  zwei  Kreise  stehen  a^nk- 
redit  auf  einander,  wenn  im  Dnrchschnittspunkte  die  Tangenten 
beider  Kreislinien  senkrecht  auf  einander  stehen.  -  Es  leuchtet 
sogleich  ein,  dass,  wenn  dies  in  einem  der  Schnittpunkte  der  Fall 
ist,  es  auch  im  andern  Statt  finden  muss.  Zwei  Radien  i^ 
einen  Kreises  sind  alsdann  Tangenten  des  andern. 

(.  59.  Lehrsatz.  Zieht  man  durch  zwei  zugeordnete  von 
vier  barmonischeD  Punkten  eine  beliebige  Kreislinie,   dnrob  ^ 


•  • •      •  «*         •    • 


DamtUung  der  Vmrwmätütmft »:'  d.*  k^n^ckMii  enIMaiiemk*  Uft'  - 

hMmk  andern  aber  eine  solche,  deren  MHtelpnnkt  mit  denaelben 
In  gerader  Linie  liegt»  ao  stehen  die  beiden  Kreise  senkrecht 
aaf  einander.    (Flg.  31.) 

Beweis.  Es  seien  A,  B»  C,  D  vier  harmonische  Punkte» 
ifie  Strecke  AC  Sehne  eines  Kreises»  die  Strecke  BD  der  Durch- 
aMsaer  eines  zweiten»  F  der  Durchsclinittspunkt  beider  Kreise; 
afedaan  behaupte  ich,  dass  der  Radius  FG  des  Kreises»  welcher 
doreb  B  und  D  geht»  eine  Tangente  des  andern  Kreises  sei. 
Die  Strahlen  FA^  FB^  FC,  FD  sind  vier  Harmonikaien»  der 
Strahl  FD  steht  aber  senkrecht  auf  FJ7;  folglich  ist  W.  AFB 
=  W.  BFC.    Nun  ist 

W.  FBG-  W.  BFG:=BFC^CFG, 

tber  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AFB  ist  auch 

W.  FßG=:=FAB  +  AFB; 

aithio 

ÄFC+  CFG  =  FAß  +  AFB. 

Hebt  man  die  beiden  gleichen  Winkel  BFC  und  AFB  gegen 
•inander  auf»  so  bleibt 

W.  CFG  =  W.  FAB. 

Die  Linie  FG  föllt  also  mit  der  Tangente  in  F  zusammen»  da 
dtr  Winkel»  den  eine  Sehne  mit  einer  Tangente  im  BerOhrungs- 
paokte  bildet,  dem  Peripberiewinkel  im  , entgegengesetzten  Ah- 
scboitt  gleich  ist. 

{.  60.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Stehen  zwei  Kreise  senk- 
recht auf  einander,  so  wird  jeder  Durchmesser  des  einen  durch 
die  Peripherie  des  andern  harmonisch  getheilt.    (Fig.  31.) 

Beweil*.  Ist  der  RadiuM  FG  des  einen  Kreises  eine  Tan^ 
gente  des  andern»  so  ist  W.  GFC=W.  FAC     Nun  aber  ist 

W.  AFB  =  FBC-FAC, 
W.  CFB=:FBC^GFC; 

MgÜefa  W.  AFB^Vf.  CFB.  Da  nun  FD  senkrecht  stehtauf  l^ü, 
m^M  FA,  FB,  FC,  FD  vier  Harmonikaien. 

Zusatz.    Bekanntlich  ist  (Fig.  31.): 

F&^AGxCG. 

Di  ttim  FG=^FB  und  =FD  ist,  so  hat  man  folgenden  sehr 
benMifcenswerthen  Satz: 


«  • 


4«iUi^i^Aa  sirei  xug0ardn0t«ii  Punkten,  00  ist  die  erM^M  BäUt^ 
die  mittlere  Proportionale  aus  den  Entfemiingen  de«  ttdlbiltiiQ^»- 
puüktes   von    den    beiden  andern   zugeordneten   Punkten. 

f  0t.  Jbehrsatx.  Zwei  ht^rmonicebe  Pimktreliben  Kegieit  per^ 
sp^tiriscli,  80  InUd  nie  eiDen  gemeinaamen  Punkt  ballen»  awl 
awv  in  Be«ng  auf  »wfl  Proj^ctioo^centra.    (F>g,  32«) 

6eweis.  Man  verbinde  zuerst  diejenigen  beiden  Punkte  c 
und  c'»  welche  von  dem  gemeinsamen  Punkte  a  durch  je  einen 
zwischenliegenden  Punkt  getrennt  sind.  Ist  alsdapn  0  der  Durch- 
schnittspunkt der  beiden  Geraden  bb'  und  cc',  so  behaupte  Ich, 
dass  auch  ddf  dnrch  diesen  Punkt  gehen  muss.  Denn  angenom- 
men, es  wäre  nicht  der  Fall,  so  würde  die  Gerade  Od'  in  d^r 
Richtung  der  Reihe  ßbcd  eioen  fünften  Punkt,  etwa  den  Punkt 
a,  treffen.  Dann  wftre  der  Annahme  nach  einmal  d  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  a,  6,  c;  der  Punkt  x  aber  wftre  ebenfalls 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  a,  b,  c,  v^il  die  Strahlen  Oa, 
Ob',  Qc' ,  Od'  vier  HanQonikalen  siqd.  Dies  aber  i^t  nicht  m^ 
lieh,  da  durch  drei  gegebene  Punkte,  von  denen  zwei  bestimmte 
einander  zugeordnet  sind,  der  vierte  harmonische  Punkt  bestimmt 
ist.  (§.  55.)  Sollte  bb'-  pi^rgllel  mit  et'  se^o,  so  wurde,  wie  leicht 
einzusehen,   auch  dd'  parallel  cc'  sein. 

ist  P  der  Durchsqbnittspunkt  d«r  Geraden  bd'  dnd  r^,'  ■• 
\19wQiset  man  auf  gan«  ähnJiehe  Art,  dass  auch  b'd  durob  de« 
Punkt  P  gehen  muss. 

ZuMßitiß  Zwei  harmonische  Pvnktreihen  liegen  auch  perspee- 
tiviiKib,  so  bald  sie  mt  dret  Paaren  ihrer  Punkte  perspc^tiviseh 
liegen.    (PIg.  330 

§,  S^%  JLetriaitL  Zw^i  harmonische  Büsohel  lieg«n  axial, 
wenn  eie  ei»en  gemeinschaftlicben  Strahl  haben,  d.  h.  wenn  ein 
Strahl  von  jedem  Büschel  durch  da«  Centrum  des  andern  geht. 
(Fig.  34.) 

Beweis.  Es  sei  li  der  Durchschnitt  derjenigen  beiden  Strah- 
len, dieveftdem^emeinsohtiftKchetiSthihl  OP  durch  ehienzwIscbH»- 
liegenden  getrennt  sibd.  ist  mm  c^äet  Dercksc^niH^ulikt  Am 
Strahlen  OC  und  PC,  so  wird  behauptete  da^s  der  Punkt  a,  in 
welchem  sich  die  Strahlen  OA  und  PA'  durchschneiden,  mit  c 
und  d  in  gerader  Linie  li^^t. 

AJDCeDovupen «  dies  wAre  nicht  der  Fall,  «o  wfirde  d^  Rieli^ 
tung  cd,  welche  den  gemeinsamen  Strahl  QPin,  b  scbneui^  HU^ 


y 


Aem  StraM  OA  eineD  Pwikt  x ,  «releber  aMit  mit  a  soMin* 
■anfiele,  und  auf  dem  StraM  PA'  einen  Punkt  y  treffen»  Dana 
wirea  aber  aovrohl  sbnd  ais  ybcd  harnioniBcbe  Panktreihen,  wa« 
riebt  moglicb  ist. 

Kbeaso  leiebt  leigt  man ,  dass»  wenn  von  den  dref  Linien  OA, 
PA'  und  cd  zwei  parallel  sind,  auch  die  dritte  ihnen  parallel  Ist, 
aladaaa  6  in  der  Mitte  zwiachen  c  und  d  liegen  wird. 


Zusatz.    Zwei  harmonische  Büschel  liegen  auch  axial,    wo- 
fern sie  mit  drei  Paaren  ihrer  Strahlen  axial  liegen. 


Kbdir«  ▼•rlftallir^  Brkl&rmiireii  und   IielireAtae  lllier 

Conformltftt. 

$.  62.  Erklärung.  Wir  sagen,  swei  Punktreihen  seien  In 
Genformitätalage,  wenn  sie  in  CentralperspectSve  liegen  and  ihre 
Kchtungen  nicht  parallel  sind.  Zwei  Pnnktreihen,  welche  a« 
einander  ia  ConfbrnNtfttslage  gebracht  werden  kOnneo,  belssen 
cenfiwni. 

IKeroach  kann  man   zwei  beliebige  Punktreihen  von  je  drei 
Panhtea,  welche  weder  proportional,    noch  congruent  sind,   aU 
confom  ansehen.  Werden  sie  nämlich  in  eine  solche  Lage  gebracht, 
dass  »\e  eioeu  gemeinsamen  Punkt  a  haben  (Fig.  36.) ,  so  werden 
sieb  die  Geraden  bb*  und  c&   in  irgend  einem  Punkte   O  durch- 
schneiden.   Denkt  man  sich   also  noch   den  Punkt  a  mit  O  ver- 
bonden,    so  sind  die   beiden   Punktreihen  in  Centralperspective. 
Fl%t  man  aber  den  drei  Punkten  a,  6,  c  noch  einen  vierten  Punkt 
d  hinza,  se  trifft  der  Strahl   Od  einen  bestimmten  Punkt  d'  in 
dtr  andern  Reihe,   welcher  dem  Punkte  d  entspricht.    Es  wird 
gezeigt  werden,  dass  man  immer  denselben  Punkt  d'  erhält,  un- 
ter welchem  Winkel  man  auch  die  Reihen  abe  und  a*b'&  zusam- 
Besiegen  mag.    Zunächst  mag  folgende  Bemerkung  genfigen: 

Zwei  harmonische  Punktreihen  sind  im  Allgemeinen  conform; 
sie  können  aber  auch  proportional  und  auch  congruent  sein  nach  §.  61 . 

^  64.  Erklärung,  Blan  sagt  von  zwei  Figuren,  sie  seien 
in  Conformltätslage,  wenn  dieselben  perspectivisch  und  axial  lie- 
gen, iiod  sowohl  das  Projectionscentrum ,  als  auch  die  Axe  im 
endlicIieD  Räume  liegt. 

f.  66.  Lekrsaiu  2Uvei  verwaatdte  Figuren,  welohe  in  Cen- 
tmlpasi^eeäre  liegen  t  aind  in  ConfonnUätslage»  wenn  diejenige 
Sliedce  eines  jeden   Projectiousstrahls,    welche   zwiechen    dem 
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Centram  und  einer  festen  Geraden  liegt,  von  je  iwei  «nteprtchen* 
den  Punkten  harmonisch  getheilt  wird.     (Fig.  37.) 

Ben-eis.  Es  seien  U  und  /  die  Durchschnittsponkte  zweier 
Projectionsstrahlen  mit  der  festen  Geraden  XV  nnd  Oaka\  sowie 
Oblb*  harmonische  Punktreihen,  so  werden  sich  die  Geraden  06, 
a*b\  kl  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden  oder  einander 
parallel  sein»  da  beide  Reihen  den  gemeinsamen  Punkt  O  haben» 

Der  vorstehende  Lehrsatz  enthält  nicht  die  einzige  Bedin- 
gung, nnter  welcher  Figuren  in  Conformitätslage  gedacht  werden 
können.  Im  gegenwärtigen  Falle  liegen  übrigens  die  beiden  Figo- 
ren involutorisch ;  denn  sieht  man  den  Punkt  a*  aU  Punkt  des 
ersten  Systems  an,  so  wird  der  ihm  entsprechende  Punkt  in  a 
fallen. 

$.  66.  Erklärung,  FOr  diejenigen  Punkte  eines  Systeme. 
welche  in  der  Mitte  zwischen  Conformitätspunkt  und  Axe  liegen, 
giebt  es  keine  entsprechenden  Punkte  in  dem  andern  Systeme, 
sie  liegen  in  unendlicher  Entfernung.  Ein  Punkt  eines  Systeme, 
fär  welchen  es  keinen  entsprechenden  Punkt  in  dem  andern  Syetem 
giebt,  heisst  ein  Gegenpunkt  Im  gegenwärtigen  Falle  liegen  ^ 
Gegeopunkte  beider  Systeme  auf  einer  Geraden,  welche  der  Ax« 
parallel  ist  und  von  dieser  und  dem  Centruro  gleichen  Abstaiw 
hat.    Sie  heisst  die  gemeinsame  Gegenaxe  beider  Systeme. 

Nicht  immer  haben  Figuren  in  Conformitätslage  eine  gemeiP- 
same  Gegenaxe. 

5.  67.  Folgerungen.  1)  Jede  Gerade  des  einen  Systeme 
ist  dem  Projectionsstrahl  parallel,  welcher  durch  den  Gegenpunkt 
der  entsprechenden  Geraden  geht.    (Fig.  38.) 

Beweis.  Es  sei  m  der  Durchschnitt^punkt  der  Geraden  ^ 
mit  der  Gegenaxe  (7F,  n  der  Durchschnittspnnkt  ^t^B  Projectioss- 
strahls  Om  mit  der  Conformitätsaxe  XY. 

Die  Gerade  a*p  kann  den  Strahl  Om  nicht  schneiden,  ^^" 
der  Durchschnittspunkt  der  vierte  harmouiscbe  Punkt  zu  Oi»^ 
sein  würde. 

2)  Schneiden  sich  zwei   Gerade   des  einen  Systems  auf  der 
Gegenaxe  in  m,  so  sind  die  entsprechenden  Geraden  parallel,  ^^ 
umgekehrt : 

Sind  die  Geraden  a'p  und  b*q  parallel,  so  schneiden  sieb  di^ 
entsprechenden  Geraden  ap  und  bq  auf  der  Gegenaxe.    Nur  ^'^^^  ^ 
zwei  Gerade  beide  der  Conformitätsaxe  parallel  sind,  so  eotspr^' 
eben  wiederam  zwei  Gerade,  die  einander  und   der  Confennltit*' 
axe  parallel  sind. 
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(.  68.    Folgerungen.    Ana  dem  Vorstehenden  ergiebt  srich: 

I)  DarchschnitUpunkte  von  entsprechenden  Geraden  sind  ent- 
sprechende Punkte.    (Fig.  37.) 

Werden  die  Punkte  p  und  9,  in  denen  die  Creraden  ab  lind 
cd  den  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Conformitfitsaze 
begegnen»  mit  dem  Centrum  O  verbanden,  so  werden  diesellien 
Centra  von  zwei  harmonischen  Büscheln,  welche  den  Strahl  pif 
gemein  haben  und  daher  axial  liegen  müssen.  Demnach  liegen 
die  Durchschnittspunkte  /  und  f  mit  dem  Centrum  O  in  gerader 
Linie,  und  wenn  man  den  Strahl  Off'  zieht»  so  wird  diejenige 
Strecke  desselben,  welche  zwischen  Centrum  und  Aze  liegt,  in 
f  und  f  harmonisch  getheilt.  Folglich  sind  f  und  f*  entsprechende 
Punkte. 

'iQ  Liegen  die  Punkte  afb  in  gerader  Linie,  so  liegen  aueh 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  des  andern  Systems  a'f'b'  in 
gerader  Linie. 

3)  Schneiden  sich  drei  Gerade  des  einen  Systems  in  einem 
einstgen  Punkt,  welcher  nicht  auf  der  Gegenaze  liegt,  so  schnei- 
den* sich  auch  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  einem  und 
demsdbeo   Punkte. 

4)  Vier  harmonischen  Punkten  des  einen  Systems  entsprechen 
iriedenini  vier  harmonische  Punkte. 

Fallen  die  beiden  Punktreihen  nicht  in  die  Richtung  eines 
Projectionsstrahls,  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  un- 
■littelbar  aus  der  perspectivischen  Lage  beider  Systeme. 

Fallen  aber  (Fig.  39.)  die  beiden  Reihen  in  die  Richtong  eines 
Projeettoosstrahls,  so  ziehe  man  einen  zweiten  Projectionsstrahl 
durch  den  beliebigen  Punkt  n  der  Aze  und  theile  denselben  in  / 
und  f  harmonisch ,  so  dass  man  also  f  und  f  als  entsprechende 
Punkte  ansehen  kann.  Dann  werden  die  Geraden  af^  bf\  cf^  df 
die  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Aze  XT  bezüglich  in 
^9  ß»  Y»  d  treffen.  Sind  nun  abcd  vier  harmonische  Punkte,  so 
ist  auch  die  Reihe  aßyd  harmonisch  und  folglich  auch  afb'c'd'. 

Liegt  einer  der  vier  harmonischen  Punkte  abcd  (Fig.  40.), 
etwa  der  Punkt  a,  auf  der  Gegenaze,  und  ist  c  der  ihm  zugeord- 
nete Punkt,  so  liegt  der  dem  letztern  entsprechende  Punkt  c*  in 
der  Mitte  zwischen  b'  und  d'. 

Denn  die  vier  Strahlen  Oa,  Ob,  Oc,  Od  bilden  einen  har- 
vontechen  Büschel ,  die  Transversale  b'e'd*  ist  parallel  dem  Strahl 
Oa  nach  g.  67.,  folglich  ist  c'  die  Mitte  zwischen  b'  und  d'.   Lflge 
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ip  Fig.  99.  der  Punkt  41  .mf  dar  Gegenaxe,  m  tirflrde  af  alt  ent- 
sprechend  mit  af  dem  Strahl  Oa  nach  $.  67.  parallel  ^ein.  lo 
Besag  auf  den  harmonischen  BQschel,  dessen  Centram  /'  Ist,  würde 
also  b'c'd*  eine  dem  Strahl  af  parallele  Transversale  sein,  wo- 
faas  vriederum  folgt,  dass  e'  die  Mitte  zwischen  6'  und  d'  sein 

9)  Einem  harmonischen  BGscIiel  entsprechen  wtederam  vier 
üarmonlkalen.  Die  Behauptung  folgt  fllr  Strahlenbfischel,  deren 
Centrum  nicht  auf  der  Conformitätsaxe  liegt,  unmittelbar  aus  der 
axialen  Lage. 

Fallen  aber  die  beiden  Ceatra  in  einen  Punkt  der  Conformi* 
tütsaxe,  so  ziehe  man  vom  Centnim  O  einen  beliebigen  Projeo- 
tionnstrahl.  Derselbe  schneidet  je  zwei  entsprechende  Strahlen 
der  beiden  Büschel  in  entsprechenden  Punkten.  Ist  also  die  eine 
Reihe  von  zvsaramengehOrigen  Punkten  harmonisch,  so  wird  es 
taudi  die  andere  sein;  folglich  sind  auch  die  Strahlen,  welebe 
durch  diese  Punkte  hindurch  gehen,  harmonisch. 

AntnerkuHff*  Das  Projeetiooscentrum  ist  als  eki  gemeinsa- 
mer  Punkt  der  beiden  Systeme,  die  Axe  als  eine  Reihe  gemein- 
«amer  Punkte  anzusebea. 

Anstatt  weiter  zu  gehen,  wollen  wir  das  bisher  Vorgetragene 
durch  eine  Reihe  von  Anwendungen  erläutern. 


Tom  Kreise. 

$•  69.  Lehrsatz.  Zwei  Kreise  sind  allemal  ähnliche  Flgn- 
r^;  jede  Lage  derselben  ist  eine  Aehnlichkeitslage  und  zwar  in 
Bezug  auf  zwei  Aebniiohkeitspunkte.    (Fig.  41.  and  Fig*41.a.) 

Beweis.  Man  ziehe  die  Centrale  cc'  und  sodann  zwei  pa* 
rallele  Halbmesser  ca  und  c'a',  entweder  wie  in  Fig.  41.  nach  einer 
und  derselben  Seite»  oder  wie  in  Fig.  41.  a.  nach  entgegengesetz- 
ten Seiten.     Verbindet  man  nun  die  Punkte  a  und  a%  so  zeigt  sich 

1)  dass  die  C^erade  oa'  durch  einen  bestimmten  Punkt  der 
Centrale  O  geht; 

2)  dass  das  Verhältniss  (knOa*  unverfinderlich  ist. 

Es  verhält  sich  nämlich: 

QO:a'O^Qc:a'c'  =  cO:c'0. 

Durch  da«  constaote  Verbiltoiss  cOio'O  ist  aber  der  Puakl   Q 
.vollkommen  bestimmt 


Bm$Miw^  der  fsntmäiieWt  <f*  4-  Jlf^tiftuMii»  entMiend.  «07 

Q»PmM  04n  Fig.  4UMmta«««r«r.  der  Punkt  <>  IQ  PigUl.a. 
eiD  ioner9r:iebiiljphli«it«puiikt  Der  ipn#r«  and  4er  aiieeare  Aeiiii^ 
liefakeitaponkt  zweier  Kreise  tbeilen,  wie  man  sieht,  die  Centrale 
eff  harttoni^eh. 

Liegen  die  beiden  gegebenen  Kreii^e  auv^ser  einander«  eo  lie- 
gen die  beiden  Aehnlichlieitspunlcte  ausserhalb  beider  Kreise. 
Berubren  sich  die  beiden  Kreise  ton  aussen  (Fig.  42.)»  so  liegt 
der  Süssere  AehnlichkeitspniM  iuaes#ifMdb  beiden  &rf«ie«  4m 
innere  fallt  mit  dem  Berührungspunkt  zusammen. 

Wfnn  beide  Kreide  (»ich  durch9<cb|ieiden  (Fig»430>  eo  lieg^ 
iSßv  iimere  Aehnlicbkeitapunkt  io  demjenigen  Fl&cbenstiick,  wel- 
che beide  Kreine  gemein  haben.  Berühren  sich  zwei  Kreise  von 
innen,  so  ist  der  Beröhrungspunkt  der  innere  Aeboliebfceitspunkt; 
wofern  aber  der  eioe  Kreis  ganz  innerhalb  des  andern  liegt,  liegen 
beide  Aelfiiliehbeitspurtkte  innerhalb  beider  -Kreise  (Fig.  44.  und 
Flg.  ^.)*  W^on  endlieb  die  beiden  Kreise  con^eiitriseh  sWid ,  so 
(allen  beide  Aehnlicbkeitspuokte  in  den  gemeinsamen  Mittelpunkt. 

INe  Mtttelpnnkte  beider  Kreise  sind  allenial  enispreefaende 
Punkte»  <«me  zwei  parallele  Durubmesser  entsprechende  Gerade  sind. 

Zttsctfz.  F?&nt  man  von  den  Mittelpunkten  zu eier  Kreise  Lothe 
tJL  und  c'd'  auf  einen  Aehnllcbkeltsstrahl,  so  verhalten  sich  diese 
l>otbe  wie  die  Radien  der  beiden  Kreise: 

$.  TD.  Lehrsatz,  Betrachtet  man  zwei  Kreise  als  in  Aebn- 
licbkeitslage  befindlich,  so  sind  je  zwei  Tangenten  au  entspre- 
cbende  Punkte  parallel.    (Fig.  46.) 

Beweis.  Es  seien  bc  qnd  b'e'  Stücke  eines  und  desselben 
Aebntichkeitsstrahls,  welche  von  den  beiden  Kreislinien  um  a  und 
a^  abgeschnitten  werden.  Zieht  man  nun  in  6  und  b*  die  Tangen- 
ten bd  und  b'd\  so  ist  der  W.  cbd  =  JW.  cab,  W.  &b'd'  =  ^W.  &afb\ 
Da  aber  die  Winkel  cab  und  c'a'b'  von  entsprechenden  Geraden 
gebildet  werden 5  so  sind  sie  gleich,  und  folglich  auch  W.  cbd 
=  W.  &b'd',  also  bd\\b'd\ 

§.71.  Lehrsatz,  Umgekehrt:  Dhe  Berührungspunkte  paral- 
leler Tangenten  sind  allemal  entsprechende  Punkte,  und  zwar  in 
Bezug  auf  den  {nnern  oderdert  äui^sefn  Aehnlicbkeitspunkt,  jenach- 
dem  sie  auf  v^rschied'enen  Selten  der  Centrale  oder  auf  derselben 
Seite  liegen. 

Der  Beweis  ist  leicht  indirect  zu  fuhren,  insofern  es  in  einem 
jodelt  der  Kreis«  auf  devselben  8eifB  der  Centrale  nicht  zwei  paral- 
Me  'iafigenten  grtientidin«. 
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$.  72.  Zuiatx.  Die  getneiDsameii  Tangenten  sireier  Kreiee 
geben  altenial  durch  einen  Aehnlichkeitopnnlrt.   (Flg.  47.) 

Beweis.  Sind  b  und  b'  die  Berfihrungapankte  einer  Tan- 
gente« welche  die  beiden  Kreise  um  c  und  c*  geroein  haben»  O 
der  DnrchBcbnittepunkt  derselben  mit  der  Centrale,  so  verhält  sieb 

OciO&=cb:&b'; 

mitbin  ist  O  der  Aebnllchkeitspunkt. 

§.  73.  Erklärung.  Zwei  Pankte  in  zwei  verschiedenen 
Kreisen,  welche  auf  demselben  Aehnlichkeitsstrahle  liegen»  ohne 
entsprechende  Punkte  zu  sein,  nenot  man  inverse  Punkte.  In 
IHg.  46.  sind  b  und  c'»  sowie  b'  und  c  inverse  Punkte  des  äusse- 
ren Aehniiehkeitspunktes.  • 

$.  74.  Lehnaii,  Tangenten  an  inverse  Punkte  sind  von 
Ihrem  Durchschnittspunkte  bis  an  ihren  Berfibrungspunkten  gerech- 
net einander  gleich.    (Fig.  46.) 

Beweis.  Es  seien  b  und  c'  inverse  Punkte.  Zieht  man  In 
den  Punkten  b,  b''  und  c*  Tangenten,  so  ist  der  Winkel  d'c'b' 
zz  dfb'c*  =  dbc.  Verlängert  man  also  die  beiden  Tangenten  db 
und  d'c\  bis  sie  sich  in  /  schneiden»  so  ist  das  Dreieck  bfe' 
gleichschenklig. 

$•  76.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Sind  zwei  Tangenten  an  ver- 
schiedene Kreise  von  ihrem  Durchschnittspunkt  bis  zu  ihren  Be- 
rührungspunkten gerechnet  einander  gleich»  so  sind  ihre  BerQb- 
rungspunkte  allemal  inverse  Punkte  des  Innern  oder  äussern 
Aehniiehkeitspunktes.     (Fig.  46.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Berührungspunkte  der  beiden 
gleichen  Taugenten  fb  und  fc' ,  die  Verbindungslinie  b&  niuge  den 
Kreis  nm  a'  zum  zweiten  Mal  in  b*  durchschneiden.  Zieht  man 
nun  in  b'  eine  neue  Tangente»  so  ist  W.  d'b'c'^  d'c'b' =zf&b^ß^. 
Folglich  ist  bd  \\  b'd%  und  es  niuss  daher  die  J^inie  bb'  nach  $•  71. 
durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  gehen. 

§.  76.  Anmerkung.  Vom  Punkte  f  in  Fig. 46.  lässt  sich 
an  jeden  Kreis  noch  eine  zweite  Tangente  ziehen,  so  dass  vom 
Punkte  f  im  Ganzen  vier  gleiche  Tangenten  auslaufen :  fb,  fc', 
fg,  fV.  Gehen  nun  die  Geraden  bc'  und  gh!  durch  den  äussern 
Aehnlichkeitspunkt,  so  werden  bh*  und  gc*  durch  den  Innern 
Aehnlichkeitspunkt  geben. 

$.  77.  Lehrsatz.  Wenn  zwei  Kreise  einander  berahrea»  ee 
hat  die  gemeinsame  Tangente  die  Eigenschaft»  dass»  wenn  man  Ten 
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tisMi  PoAht  derselhM  TaofenUn  an  beide  Kreiee  aiaht,  diene 
beide  Tangenten»  von  ihrem  Darehschnitlepoillct  Ma  an  ihren  Be* 
rihrongapunicten  gerechnet,  einander  gleich  sind. 

§.  78.  Lehrsatz.  Schneiden  einander  zwei  Kreiae  (Fig.  48^ 
io  e  and  d,  eo  hat  die  gemi^inaanie  Sekante  die  Im  vorigen  Para- 
graphen bezeichnete  Eigenschaft.    Uenn  man  hat 

fifl  :=  ^^  t=z  fexfd. 

$.  79.  Lehrsatz.  Theiltman  einen  Durchmesser  eines  Krei- 
ses hanmonisch  in  c  and  d  (Fig.  49.),  und  errichtet  in  der  Mitte 
T«D  cd  ein  Loth,  so  hat  dieses  Lotit  XY  die  Eigenschaft»  dass, 
wenn  man  von  einem  seiner  Funkle  f  eine  Tangente  an  den  Kreis 
tiebt,  diese  Tangente  allemal  so  gross  ist,  wie  die  Linien,  welche 
den  Punkt  /  mit  c  und  d  verbinden. 

Beweis.  Beschreibt  man  vom  Punkte  f  einen  Kreis,  vreleber 
durch  e  und  d  geht,  so  steht  dieser  auf  dem  gegei»enen  Kreis« 
•eol^recht  Die  Tangente  fh  muss  also  dnrch  einen  Durchschnitts- 
puokt  der  beiden  Kreise  gehen,  folglich  ist 

/Ä=/c=/a. 

$.80.  Lehrsatz.  Zieht  man  in  zwei  Kreisen  durch  zwei 
iorerse  Ponkte  Tangenten,  so  hat  ein  vom  Durchschnitt  derselben 
aof  üe  Centrale  geftlltes  Loth  die  in  $.  78.  bezeichnete  Eigen- 
sdbaA.   (Tig.  49.) 

Beweis.  Erster  Fall  (Fig.  49.).  Liegen  die  beiden  Kreise 
aosser  einander,  so  beßnden  sich  zwei  inverse  Punkte  des  innern 
Aebniichkeitspunkts  h  und  k'  auf  verschiedenen  Seiten  der  Cen- 
trale. Beschreibt  man  nun  vom  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Tangeuten  fh  und  fk  mit  dem  Radius  fh^=zfk'  einen  Kreis,  so 
»ird  dieser  die  Centrale  in  zwei  Punkten  e  und  d  durchschneiden. 
Der  Kreis  um  f  steht  aber  senkrecht  auf  den  beiden  gegebenen 
Kreisen;  folglich  werden  die  beiden  Durchmesser  ab  und  a'V  in 
c  und  d  harmonisch  getheilt  Fällt  man  nun  von  /  ein  Loth  auf 
ed,  so  geht  dieses  durch  die  Mitte  von  cd,  also  ergiebt  sich  das 
Debrige  aus  dem  vorigen  Paragraphen. 

Zweitor  Fall.  Liegt  einer  der  beiden  Kreise  ganz  innerhalb 
des  andern,  so  liegen  (Fig.  50.)  zwei  inverse  Punkte  des  äussern 
Aehnlicbkeitspunktes  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale,  so 
daas  man  den  so  eben  gefOhrten  Beweis  wiederholen  kann. 

(.  AL  Erklärung.  Eine  Linie  von  der  im  $.  78.  angege- 
beoeft  Besehafcnhfit  helasi  die  Potensenlipie  der  beiden  gegebe- 
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«Mfi  KrelMT,  w^bet  Näm«  aticb  trt  iltm  PaMi»  d«^  f  M.  liHg^wes* 
det  wird,   wo  d«r  «ine  Kr^i«  In  ein^nr  Ptrifkt  Obergegati^  int. 

§•  82.  Lehrsatz,  Es  kann  nur  eine  Potenxenlinie  fSr  zirei 
kt^se*  geben    (Fig.  48.).  ' 

Beweis.  Es  sei  g  ein  ('unkt  ausserhalb  der  PotenzeoRuie 
XY,  f  der  Punkt ,  in  welchem  die  Potenzenlinie  XT  von  einer 
durch  den  Punkt  g  an  den  Kreis  uni  a  gezogenen  Tangente  ^ 
durchschnitten  wird. 

Zieht  man  vom  Punkte  /  die  beiden  Tangenten  /)ft'  und  fw! 
an  den  Kreis  um  a\  so  ist  fb'  ^=.fm'  =^  fb\  mithin  sind  b'  mid 
m'  iuverse  Punkte  zu  6.  Liessen  sich  nun  vom  Punkte  g  an  im 
Kveis  um  a!  zwtx  Tangenten  gp^  und  gq'  ziehen,  welche  glem 
gb  wären,  so  würden  p'  und  q*  ebenfalls  inverse  Punkte  zu  b  setn^ 
Dies  ist  aber  nicht  möglich,  da  es  zu  einem  Punkte  nur  zwei  ia* 
neiM  Punkte  geb«i  kann,  einen  \m  Beteg  aaf  den  lanera«  den 
aaderit  in  Bezog  a«f  den  äussem  Aehnlicbkeitspnnkt. 

Die  Potenzenlinie  steht  allemal  senkrecht  auf  der  Caetrafe 
and  Ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  wddMf 
die  beiden  gegebenen  Kreise  aenkrec^ht  durchschneiden.  Liegen 
die  beiden  gegebenen  ganz  ausser  einander,  so  fSlIt  die  Potenzen- 
llnie  zwischen  beide  Kreise;  liegt  ein  Kreis  innerhalb  des  an- 
dern, so  liegt  die  Potenzenlinie  ausserhalb  beider  Kreise. 

Durchschneidet  man  zwei  gegebene  Kreise  durcb  eines  diÜ* 
ten  und  zieht  die  gemeinsamen  Sekanten  ab  und  a'b'  (Fi^.  51.) ,  so 
M  deren  Dnrchächniti  d  ein  Punkt  der  PotenzenFinie. 

,  Deon  Hian  hat  alsdann 

daXdb:=^da'xdA', 

Ziekt  man  von  <2  die  Tangenten  df  nnd  df  an  beide  Kreise,  se  \b9 

dl^z:idaXdb,    df^mda'xdb' , 

fblgllch 

df=df. 

Zusatz,  Auch  filr  einen  Kreis  und  einen  Pimict  kann^  m  nur 
eine  Potenzenlinie  geben. 

Denn  wäre  (Fig.  49.)  Mstlr^  8<r  mdsste,  da  ft±^fk  \mi. 
cf^k^lf  eeto.  Wäre  tucta^mA,  M  tnisi^e  tuf^me-t^ft  oAwt, 
was  nicht  möglich  ist 

^  A3.    ErUäifmng.    Bin  in  etatott  Kf«ls  iNM^dMeHene»  Ttof^ 
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edi  TMi  dei  HcaeAafenlwit,  da«  4u  Pradnct  aas  nvettn  eefner 
tiegenseiteD  so  gross  ist,  wie  das  Product  aus  den  beiden  an- 
dern, heiBst  ein  hanDoiüschea  Viereck,  nnd  seine  Ecken  sind  vier 
fUrmantsebe  Punkte  der  Kreislinie. 

bt  ABCD  (Fig.  B2.)  ein  harmonisches  Viereck,  ao  whfi  natf 
haben : 

AßxCD=ADxBC, 
oin  es  wird   sich    rerhalten 

AB:  OB  =  AD:  CD. 

Vier  Punkte  einer  Kreislinie  sind  harmonische  Punkte,  wen»  dttf 
AbatSode  des  Punktes  B  von  A  oad  C  sich  eben  so  za  einander 
*tihalten,  wie  die  Abstände  des  Ponktes  D  ron  denselben  Pnnk- 
tnt.    Vergleiche  (.  50. 

Zieht  man  in  einem  Kreise  ehien  Durcfrraesser  und  eine  darauf 
•nkrechte  Sehne,  so  sind  die  Endpunkte  deiaelbeo  vier  harmo' 
>iache  Punkte  der  KrMslinie. 

•latx.  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eines  Tan- 
Sehtuite  durch  den  Kreis,   so  sind  die  Berlb- 

beiden  Tanfenten  iind  die  Durcbscbnittspunkte 
harmonische  Punkte  der  KreistiDie.    (Pig.  V2.) 

an  verbinde  die  üurchschuittspunkte  der  Sekante 
n  BerShrungspunkten  der  Tangenten  OA  ond  OC. 

^AOBcs)\DOB. 

■ithin  verbSFt  sich 

ADiABi=>DOiAO. 
Utmo  vmUlt  «Ich 

CD:CBstl>Q:CO. 
nt^h   verfadt  sich  wegen  AO^CO: 
'"      ~         DiCit 

ffxCD. 

Inch  den  «taan  von  vier  biP- 
eine TaasentB,  so  M  dhSM 
M  den  ifaiei  Sebiwn,  weldre 
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ihren  Betdbrungftpunkt  mit  des  drei  übrigen  Punkten  Terbinde«. 

(Fig.  52.) 

Beweis.  Man  (alle  von  deo  beiden  Punkten  B  und  D  Lotho 
auf  die  Tangente  und  die  mittlere  Sehne  AC  Diese  Lothe  ieien 
Bk.  Dl,  Bm,  Dn. 

Es  bt 

Ü^BAkcK>äLßCm, 

also   Terbält  sieh 

Bk:Bm=:BA:BC. 
Ebenso  ist 

und  es  verhält  sich  daher 

Dl:Dn=:DA:DC. 

Der  Annahme  nach  aber  verhSit  sich 

,BAiBC:=zDA:DC, 

folglich  auch 

BA  Bm^Dl'.Dn, 

fvoraus  hervorgeht,  dass  AD,  AC,  AB,  AO  vier  Uarmonikalen  sind. 

Bemerkung.  Von  den  vier  Ecken  eines  harmonischen  Tier- 
ecks heissen  je  zwei  gegenfiberstehende  zugeordnete  Punkte. 

§.  86.  Lehrsatz,  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  einer 
Kreislinie  mit  vier  harmonischen  Punkten  auf  derselben,  ho  ent- 
steht ein  harmonischer  Büschel.  (Fig.  53.) 

• 

Beweis.  Es  seien  AB  CD  vier  harmonische  Pankte  der 
Kreislinie,  ^ein  fünfter  willkürlicher  Punkt.  Zieht  man  an  eineii 
der  Nachbarpunkte  von  St,  etwa  an  C,  eine  Tangente  GF,  so 
ist  dieselbe  die  vierte  Harmonikale  zu  CD,  CA,  CB,  Nun  aber 
Ist  W.  BCF=y9.BMC,  W.  ACB=zV^.  AMB  u.s.w.;  folg- 
lieh  sind  auch  MA,  MB,  MC,  MD  vier  Harmonikaien. 

• 
$..87.  Erklärung.  Eine  Sehne,  welche  die  Berührmg»- 
punkte  zweier  Tangenten  eines  Kreises  mit  einander  verbindet, 
heisst  die  Berührungssehne  des  Tangenten paares.  DieLinie,  welche 
den  Dorehschnitt  eines  Tangenten  paares  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  verbindet,  heisst  die  Becfibrnngscentrale,  vnd  eine  ^mA 
d^  DBrcbsobttIttspaskt  eines  Taagentenfsares  parallel  nit 
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BeridmmgMahoe  geiogene  Linie  nennen  wir  die  Berflhrangepa- 
nAele«  Endiidi  soll  eine  vom  Darchecbnittspankt  eines  Tangen- 
teopsmrs  gesogene  Sekante  eine  Berührnngssekante  heissen. 

Berfihrangssehne  and  BerQbrnngsparallele  stehen  senkrecht 
tnf  der  Berflhrungscentrale. 

|.  88.  Lekrsätxe.  1)  Jede  Berührnngssekante  wird  vom  Tan- 
gentendarchschnitt  nnd  von  der  Berfihrungssebne  harmonisch  getheilt 

2)  Zieht  man  durch  die  Durchschnittspunkte  einer  Berfihrangs- 
sekante  Tangenten,  so  schneiden  sich  dieselben  auf  der  Verlto- 
gemng  der  Berfihningssehne. 

Beweis  zu  1).  (Fig.  64.)  Die  Linien  AB,  AO,  AF,  AG 
nnd  vier  Barmooikalen»  folglich  GJFO  vier  harmonische  Punkte. 

Beweis  zn  2).  (Fig.  64.)  Ist  GF  eine  zu  dem  Tangenten- 
paar  AO,  BO  gehurige  Berfihrungssekante,  so  sind  GAFB  vier 
kirmonische  Punkte  der  Kreislinie.  Werden  nun  in  F  nnd  G 
Tangenten  an  den  Kreis  gezogen  und  beide  Punkte  noch  mit  A 
Bsd  B  verbunden »  so  sind  F  und  G  Gentra  zweier  harmonischer 
Bfischel,  welche  den  Strahl  FG  gemein  haben«  Die  beiden  Bfi* 
sdid  Uegen  also  axial  und  der  Durchschnitt  der  beiden  Tangep- 
tea  K  (lUt  in  die  VerlSogerung  von  AB. 

I 

(.  M.  Zusätze,  i)  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eines  Tau- 
geateopaars  zwei  Sekanten»  so  schneiden  sich  die  Linien»  welche 
die  Schnittpunkte  derselben  verbinden,  auf  der  Berfibrungssehne 
oder  deren  Verlängerung.    (Fig.  66.) 

Denn  da  Oama'  und  Obnb'  zwei  harmonische  Punktreihen 
aind,  die  den  Punkt  O  gemein  haben,  so  schneiden  sich  sowohl 
die  Geraden  aa'  und  bb',  als  auch  ab'  und  a'b,  auf  der  Geraden  mn* 

2)  Zwei  Linien»  welche  den  Tangentendurchschnitt  mit  den 
Endpnkten  einer  Sehne  verbinden,  die  durch  die  Mitte  der  Be* 
ribrmigssebne  geht,  bilden  mit  der  Berührungscentrale  gleiche 
Wmkel.    (Fig.  66.) 

Es  sei  m  die  Mitte  der  Berfibrungssehne  AB,  ab  eine  zweite 
dorch  den  Punkt  m  gezogene  Sehne. 

Man  verbinde  den  Punkt  b  mit  dem  Tangentendürchschnitt  O; 
de  Yerbindongslinie  m5ge  die  Berfibrungssehne  in  n,  die  Kreis- 
Brfe  mm  zweiten  Mal  in  b'  durchschneiden.  Da  nun  bnb'O  vier 
ksnaeulache  Punkte  sind»    so  wird  der  Punkt  m,  wenn  man  ihn 

nit  i'  v^bindet,  das  Centrum  eines  harmonischen  Bfischels. 

aber  «Cebt  die  Berihnmgscentrale  mO   Ankrecbt  auf  mit; 

Tk«U  XXIX.  s 
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r^lglii«  wicd  det  WMet  nmb'  tlurck  mO  MUrt  U«M  M  «• 
=s  «i6S  wQvop  man  wh  ^oglfii^k*  iilNi^ecMi^»  wevA  m»i»  a  mA  i«^ 
mit  dem  llitliBl{Mii»ktft  «erbuiidiit«.  d«i^M  uii4  44#  Congruens  4i«p  «Mit* 
stehenden  Dreiecke  In  Erwägung  zieht.  Folglich  ist  \amO 
^  A  A'fitO  und  daher  W.  aÖm  =  W.  b'Om. 

(.  90.  Lehrsatzr  Jede  durch  die  Mitte  einer  Bertihnings- 
sehne  gezogene  Sehne  wird  von  der  Bertthrnngssehne  und  der 
Berübrangsparallele  harmonisch  getheilt.    (Fig.  d6.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Endpunkte  der  Sehne  ab  mit 
dem  Tangentendurchschnitt  O.  Alsdann  ist  W.  aOm=W.  bOm, 
die  Berührungsparallele  XY  steht  aber  im  Punkte  O  senkrecht 
apf  der  Centrale  Om;  folglich  Ist  O  das  Gentrtm  eines  hannoni- 
scben  Biiachels  und  bmaq  sind  vier  harmonische  Punkte. 

{.  91*  Zutiatz.  Fftllt  man  vom  Tangentandnrchspbmtl  ein 
liOtb  fuf  irgend  eiqen  Dorebmesser^  so  wird  dieser  allegial  y^m 
ißm  f^otlie  wi4'  4er  QerObrungssehne  harmonisdi  gf th§fU. 

Erstes  FaH.  (Fig.  U.)  Liegt  der  Fossponk«  »  im  Lolbes 
JEJ7  Innerhalb  des  Kreises ,  ss  seien  A  vwd  B  die  PwehschniH» 
pnnkto  dieses  Lothes  mt*  «lern  Kreiset  Zlebt-  man  nn»  in-  A  q«4 
Bl  Tangenten  an  den  Kreis,  8s>  liegt  d«ven  Durchschnitt  O  auf 
der  Verlängerung  des  Durchmessers  DE,  welcher  auf  AB  senlc^ 
recht  stebtj^  und  es  sind  DHEO  vier  havmoniache  Punkte.  Nun 
aber  liegt  der  Punkt  O  auch  in  der  Verlängerung  von  GF  nach 
$.88.,  2),  folglich  wird  DE  von  dem  Lothe  KU  und  der  Berahr 
mngssehne  FG  harmonisch  getheilt. 

Zweitec  Fall.  (Fig.  56.)  Es  liege  zweitens  der  Fusspunkt  O 
des  Lothes  qO  aussernalb  des  Kreises.  Ist  nua  tn  der  Durch- 
Schnittspunkt  der  Berdhrqngssebne  a*b'  und  des  durch  O  gehen* 
den  Durchmessers  /)£,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  die 
Sehne  AB  in  m  senkrecht  auf  DE  stekt»  die  in  A  nnd  B  an  den 
Kiei«  geaogeeeei  Tangenten  sich  ms  Punkte  O  sehneiden  maspap> 
Dem  angeufVüeeB«  es  wfire  nicht  der  Fiill»  so  würdet  die^  sni  AUS 
gehörige  Berührungsparallele  die  von  q  durch  m  gezngCfie.BsttilN 
nm^sekante  ab  nicht  im  Punkte  q,  sondern  in  irgend  einem  an- 
dern Punkte  durchschneiden»  welcher  dann  eben  £|Q  wisi  ^.  ^ 
vierter  harmonischer  Punkt  zu  6,  nt,  a  wäre,  was  nicht  möglich 
Isi    Denmaoll  sind  EhnSO  vier  harmonische  Punkte. 

.  $.  9S»  FotgßTung.  Man  kami  die  beiden  Bogen,  ia  weleM» 
dia  Penpberie  einef  Kreises,  dwrjob  eine  beliehi^Q  Sßhßtk  getfMBMti 
n^iA»  alUmal  als  swei  io  CqaformiWWage  befiedljiclie  SyptnAe. 
sahen«  iMi4  awai  In  swvM&cher  Weis^: 


ItariMrüMir  ^Ltr  fmmmdiHkaß  m.  A  M4§HiUmm  €iMMaUL  IW 


Die  Seboe  ilA  (Flg.  55.)  ist  dann  seltor  die  Ate. 

Zw^toM  kann  niaD  aucli  die  Mitte  der  Sefooe  m  (Fig.  56.)  als 
Ceirtnivi  oebaieo;  dano  igt  die  sur  gegelieaeo  Sehoe  AB  geM« 
rige  Berfihnmgsparallele  XV  die  Aze. 

Mjmi  pflegt  Im  vorliegenden  Falle  das  Centnini  auch  den  Pol 
■od  die  Axe  die  Polare  zu  nennen.  Liegt  der  Pol  ansserbalb 
des  iCreises,  so  darehschneidet  die  Polare  den  Kreis,  während 
Aas  nicht  der  Fall  ist,  wenn  der  Pol  innerhalb  des  Kreises  liegt 

Je  mehr  sich  der  Pol  de«  Mittelpunkte  n&faert,  desto  welter 
oktfsmt  sich  die  Polare;  die  Polare  des  Mittelpunkts  Hegt  In  an- 
eadlicher  Eotfernung* 

Omgekehrt:  Je  mehr  sich  die  Polare  deiti  Mitteipmkte  nihert, 
iestu  weiter  entfernt  sich  der  Pol ;  der  Pol  jedes  Dnrcbmessers 
R6gt  ebeofirils   in  tmendflehef  Entförnong. 

Je  mehr  sich  die  Polare  einer  Tangente  des  Kreises  nähert, 
«teste  näher  rQckt  ihr  der  Pcfl.  Als  Pol  einer  Tangente  sieht  man 
diher  ihren  BerährungM|)miki  aa. 

^9^  Lehrsatz,  1)  Alle  Tangentenpaare ,  deren  Berührongs^ 
sehnen  dnrcb  denselben  Punkt  gehen,  haben  Ihren  Durchschnitt 
aof  der  Polare  dieses  Punktes. 

0eoa  steht  man  dnreh  Q  4ioeo  Durchneaser  DC,  sa  trifft 
Jedes  warn  Uumbechnitt  eines  Tangenteapaares  geftUte  Loth  d«i 
▼ierten  barmoniscben  Punkt  zu  Z>,  O,  E;  folglich  fallen  alle  diese 
Lotfae  zusammen. 

2)  Die  Berfibrungssebnen  aller  Tangentenpaare ,  deren  Durcti- 
scbnlttspunkte  auf  derselben  Geraden  XY  liegen,  schneiden  sich 
im  Pol  dieser  Geraden. 

Denn  aieht  man  In  Flg.  56.  dqn  Durchmesser  DE  senkrecht 
iaf  XF,  se  muss  jede  Berdbrungssebne  den  vierten  harmonischen 
Pankt  sa  2>,  £,  O  treffen. 

(.94.  Lehrsatz.  Die  Potenzenlinie  zweier  Kreise  Hegt  alle« 
nal  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Polaren  eines  Aebnttch- 
Mlipniddea.    (Fig.  67.) 

Beweis.  Ea  seien  a,  b  und  andererseits  n',  6'  die  Ptmktö, 
b  welchefi  ein  von  Aebniichkeitspnnkt  O  ansgehendeit  Strahl  die 
Kiiisi  Ml  C'  «i&  ^  Airehaehneidei.  Die  Tangenten  fa  a»  b^a',  b' 
KUe»  gehörig  vaslängert  ein  Paralleiogradim,.  dessen  Dia^nale 
/l^  die  Fotenzipnlioi«  beider  Kreise  is4,  wühlend  die  TUkm  d  ood 
«aof  den  Vetem  AügM»  welehe  6m  Panbl«  O  m  BäeksishI 
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auf  den  eineo  md  d«ii  andtra  Kreb  sokMuiiAD*  Dif  beidtA  f^ 
laren  siod  der  PoteflxeDlinie  aber  parallel  und  die  PotoaaeoÜBieYf 
geht  durch  die  Mitte  von  dd'. 

{•  US.  Der  Anweoduog  wegeo  wellen  wir  einen  Sats  filr  einM 
besonderen  Fall  beweisen«  indem  wir  uds  den  allgemeinem  Bewrit 
▼orbehalten. 

Es  sei  aa'  (Fig.  58.)  die  Berfihrnngssehne  zweier  Tangae- 
ten,  welche  wir  uns  im  Torliegenden  besondern  Fall  einander  paralM 
denken,  wonach  aaf  ein  Durchmesser  sein  wird.  Ferner  seien  p 
und  q  die  Berfihrungspunkte  von  zwei  andern  Tangenten»  welche 
die  beiden  ersten  Tangenten  am  und  a'm^  einerseits  in  6  und  e, 
andererseits  in  6'  und  &  durchschneiden  mOgen.  Alsdann  wird 
behauptet,  dass  die  Geraden  aa',  bb',  c&  sich  in  einem  und  den- 
selben Punkte  schneiden. 

Beweis.  Verbindet  man  den  Mittelpunkt  n  mit  p,  6  und  c', 
so  ist 

W.  onp  +  W.  a'np  =  2Ä, 

W.  an6+W.  afn&=iR. 

Nun  aber  Ist  auch 

W.  a'n&  +  W.  a'&n  =  Ä, 

also  W.  a'dn  =  W.  anb.    Folglieh  ist,  wegen  der  beiden  redrtfln     ^ 
Winkel  in  aund  aS  i^anboo  ^af&n  und  es  verhält  sich 

abian^za'nia'c'  i 
woraus  hervorgeht: 

a6Xa'c'  =  üit«. 

Ebenso  leitet  man  ab: 

acXa*b'=^an^f 

mithin  hat  man  die  Proportion: 

abiacz^  a*b*  i  a'&l 

Da  nun  aber  die  beiden  proportionalen  Punktreihen  abc  und  efVif 
parallel  sind,  so  mfissen  sie  perspectivisch  liegen* 

$.  96.  Errichtet  man  (Fig.  59.)  auf  dem  Durchmesser  AB  des 
Kreises  um  H,  etwa  im  Punkte  C,  ein  Loth  bis  zur  Peripherie 
CDf  so  heisst  dieses  Loth  eine  dem  Durehmesser  AB  zugeofd* 
n^le  Ordinate.  Die  Entfernung  des  Fosspunktes  C  von  iigw^ 
einem  festen  Punkte  auf  AB,  etwa  vom  BUttelpnkte  By  nM 
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die  kkmsmm  «4  d«r  tete  Pnakt  H  dvr  Aa&ogspunkt 
ihr  AbseiM«»  geoisiiit 

Die  Ordinate  CD  ist   bekanntlich  die  mittlere  Proportionale 
twiadieB  den  beiden  Abeebnitten  des  Durcbmesaers: 


CD^^AC.CB. 

Beieichoet  man  die  Ordinate  durci^  y^  die  Absciaae  CH  durcb 
9,  ao  hat  man,  wofern  nocb  a  den  Radiua  AH  voratellt: 

1)    ^•:=(a  +  a:)(a — x)  =  a*  — j:*, 

mmnt  man  aber  den  Punkt  A  zum  Anfangspunkt  der  Abscissen 
nd  beieichnet  die  Abscisse  AC  durcb  X|,  so  ist  CB=:2a — Xi', 
Mglich  erbllt  man: 

Jenes  ist  die  Mittelpunktsgleichung,  dieses  die  Scheitelgleichung 
des  Kreises. 


Ton  der  CSlIlpse. 

(.  97.  Erklärung,  Der  geoiAetrische  Ort  aller  derjenigen 
Ponkte»  deren  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  festen  Punkten 
eine  esasteata  GrOase  aar  Summe  haben,  heisiit  tfne  Ellipse.  Die 
bejdee  Asten  Ponkte  belesen  die  Brennpunkte,  und  jede  Lini^, 
welche  einen  der  Brennpunkte  mit  einem  Punkte  der  Ellipse  ver- 
bindet, wird  ein  Leitstrahl  genannt. 


wird  eine  Ellipse  auf  folgende  Weise  construirt: 
nan  befestigt  die  Enden  eines  Fadens,  ohne  denselben  zu  span- 
aea,  in  A  nnd  B^  spannt  sodann  den  Faden  mittelst  eines  Stif- 
tes und  geht  nun  mit  dem  Stifte  um  die  beiden  festen  Punkte  so 
kemm,  dass  der  Faden  beständig  gespannt  bleibt.  Mittelst  ein- 
leiaer  Punkte  kann  man  dieElljpse  cons^niren,  indem  man  (Fig.  60.) 
laerst  in  einem  Kreise  ausser  dem  Mittelpunkte  B  einen  zweiten 
Punkt  A  annimmt.  Zieht  man  einen  beliebigen  Radius  BCf  ver- 
bindet  C  mit  A^  errichtet  in  der  Mitte  von  AC  in  D  ein  Loth, 
•0*  wird  dieses  den  Radius  BC  in  einem  Punkte  E  durcbscbnei- 
den,  und  es  ist 

ifilUa  gehört  der  Punkt  E  einer  Ellipse  an,  welche  die  Punkte 
A  «d  B  an  Brennpnnklen  hat,  und  bei  welcher  die>So0itaie  rmi 
j^  awei  aMOuaeBgelilMgen  Leitatrablen  =  BC  ist 


Man  hmtü  hkriifecb  «infe  SUipM  aiiek  dafiiikelv  ab  da»  #•«• 
roetrischeo  Ort  derjenigea  Punkte,  welch»  tmm  dm  BmHijIMK^ 
eines   festen   Kreises  und  V9n  einei^  festen  Punicte  A  innerhalb 

dieses  Kreises  gleiche  Entfernung  hallen.    {ÄE=^EC.) 

■  •  •      '      '  '  .  • 

Die  Ellipse  ist  eine  in  sieb  selbst  zurfickkebrende  Linie;  deoo 
auf  jedem  Radius  des  Krekes  %im  B  4ABst  sieb  ein,  aber  aocb 
nur  ein^  P.unkt  beftimmen,  welcher  der  Ellipse  angehört«  Mas 
nennt  den  Kreis  um  ß  den  Leitkreis ,  den  festen  Punkt  A  den 
Leitpunkt.  Man  kann  jeden  der  beiden  Brennpunkte  aum  Leit- 
punkt wählen  und  den  Leilkreis  um  den  andern  Brennpunkt  be- 
schreiben^ der  Radius  desselben  ist  gleich  der  Summe  von  zwei 
zusammengehörigen  Leitstrahlen. 

Lässt  man  den  Leitpunkt  in  den  Mittelpunkt  des  Leitkreise» 
fallen,  so  geht  die  Ellipse  in  eine  Kreislinie  über.  Der  Kreis  ist 
eine  Ellipse,  deren  Brennpunkt»  znsamnenAHen. 

Eine  Linie,  weldie  zwei  Punkte  der  Ellipse  vetbiddet«  heiist 
eine  Sehne,  die  Mitte  derjenigen  Linie,  welche  die  beMeftBieBa* 
punkte  verbindet,  wird  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  genannt,  uod 
jede  Sehne,  welche  durch  den  Mittelpunkt  gebt,  ist  ein  Durchmesser. 

Die  grosse  und  die  kleine  Axe  sind  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Ourcbxnesa«!«  von  denen  der  erstere  durch  die  beiden 
Brenn{imkte.  gebt. 

Das  Verliftitniss  derjenigen  Sireoke,  wicMm  von  dk»  beides 
Brennpenklen'  begisetiz*  wird ,  snr  flösse»  Aste  \si  dib  Baewtrfeüü 

Die  beiden  Sehnen^  welche  durch  die  Brennpunkte  gehen  und 
senkrecht  auf  der  grossen  Axe  stehen,  heissen  Parameter. 

Die  Etid)^unkte  der  grossen  Ate  (die  Scheitel)'  erUUt'  man, 
wenn  man  im  Leitkreise  (Flg.  60.)  durch  den  LeftpuiAt  A  eitfen 
Durchmesser  zieht  üf£,  und  die  vom  Punkte  A  auf  4Ksen  Doreb' 
messe?  gebiltfeten  Abschnitte  In  F  und  G  balblrt:  Slenau^'  fiMfiK 
das^  die  Axe  FG  dem  Radius  des  Leittteises  gleich  Ist;  da^'«te 
also  auch  so  gross  ist,  wie  die  Summe  von  zwei  ztrsanunengehO^ 
rigen  Leitstrahlto  :^E-f  ^A.  9ie  wird  von  dem  Mittelpunkte  d^ 
ERii^se  H  haibirt  Dies  Ist  auch  mit  der  kleinen  As^e  der  FaH ;  däm 
verbindet  man  ihre  Endpunkte  mit  dien  beiden  BrennpttikteD,  itf 
eütitehen  zwei  congruente  glelchschenidige  Dreiecke  Über' giet^eifi^ 
samer  Grundlinie. 

Wir  bezeichnen  die  flflRe  der  grossen  Axe  durch  a  und 
«e^JUlAtt  der  kleinen  Axe  derch  b.  Es  sei  j|fi\r  die  kkfiifr 
Am;  aUiAii^iit  MI^AM^  AM^BM^^Sm  uMiin  AU^^ 
Demnach    erhUi.  tOMi    in.  Mm  techtrtnHIgM   Dnbisk  AHB* 


t  I 

woraus  sich  die  Ezcentricität 

e= 

tt  • 

ergiebt 

§.  96.  Lehtsnti,  HalMrt  man  7n  etner  BIRpse  den  V6n  zwei 
Eii8ai»inengeb5rt|;en  Leitdtrahlen  gebHdeten  Winkel,  und  errichtet 
in  SeEieitel  ^stielhen  auf  der  HatbiningsRnle  ein  Lotb,  so  hat 
diOBCA  Ltotk  vxLT  ehieA  Punkt  mit  der  EHipue*  gemein  und  beisst 

Tangeftfte  4er  EHip«e  (Fig.  61.). 


Beweis.  Es  sei  CK  die  Hfalbirungslinie  des  Winkel&i^CS^ 
CM  senkrecht  auf  CK. 

VMSiigert  man  den  Leitstrahl  B€,  sn  dass*  die  Vertftngettto^ 
CE  dem  andern  Leitstrahl  AC  gleich  wird,  so.  wird  CM  senk- 
recht durch  die  Mitte  von  EA  gehen.  Angenommein  nnn,  die  Linie 
CM  liStte  ausser  dem  Punkt  C  noch  einen  zweiten  Punkte  etwa 
den  Pnnlct  X,  mit  der  Ellipse  gemein,  so  wurde  man  nach  der  De- 
ioitton  der  EUiasei  haben: 


AX+2CB=zAC+CB=:£B.  , 

JSXaciU;  also,  ivlre  auch 

wm«  oom5glich  ist,  da  in  einem  Dreieck  immer  zwei  Seiten  zu* 
sammen  grosser  sind  als  die  dritte. 

Anmerkung,  Obwohl  noch  nicht  erwiesen  ist»  dass  es  durch 
raien  Ponkt  einer  Ellipse  nur  eine  Tangente  au  dieselbe  geben 
kann,  woUeo  wir  die  6eKade  CM  «chlerbthin  di«  Tangente  in  C 
mWHi^ifc  die  daiw^  s^nkce^te  Linien  CC»  welche  den  fV»kel  ACB 
liatbirt»  4(oJ[l  djA  Normale  hei8seo> 

Zusatz.  Die  Tangente  und  Normale  bilden  mit  den  bei<?eii 
Lietetialilen  AC  uad  BC  einen  karmonisohe«  BiEscbel. 

{.  99.  Lehrsatr.  Das  von  elaem  Brennpunkt  einer  fiUipse 
anf  eitoe  Tangente  geföllte  Loth  trifft  mit  seinem  Fusspankt  alle«' 
iMd  die  Peripherie  eines  Kreises ,  welcher  die  grosse  Axe  zum 
DmdimeiMeT  hat  (Fig.  6a>. 

ße^veis*  ¥f rlftogfiri  ma»  das  Latki^U^  Miresder  LelMtähi 
MS  im  G  im^9iMu  ofiM.  £€>At^  EA^  wM^  am  Trn^evt^  Üjsr 
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den  Winkel  CEA  balbirt  Mithin  i«t  BC=2a.  Nun  ist  />  die 
Mitte  von  AC,  H  die  Mitte  von  AB\  folgilcb  Ut  HD  die  HiUito 
von  BC^  d.  h. 

HD=a. 

Der  Kreis,  welcher  die  grosse  Axe  der  Ellipse  zmn  Durch- 
niesser  hat»  soll  der  Axenkreis  der  Ellipse  heissen. 

Zusatz.  Das  durch  die  Peripherie  des  Axenkreises  von  einer 
Tangente  einer  Ellipse  abgeschnittene  Stflck  wird  dnrch  den  Be- 
rührnngspunkt  und  die  grosse  Axe  harmonisch  getheilt  (Tlg.  61.) 

Beweis.  FXlIt  man  von  den  Brennpunkten  A  und  B  die 
Lothe  AM  und  BN  auf  die  Tangente  LC,  so  liegen  die  Fos«- 
punkte  dieser  Lothe  üf  und  N  auf  der  Peripherie  des  Axenkreises. 
Es  sei  CK  die  Normale;  dann  sind  LAKB  vier  harmonische 
Punkte.  Nun  aber  sind  die  Linien  AM  und  BN  parallel  mit  KCl 
MgUcb  Ist  auch  LMCN  eine  Reihe  von  harmonischen  Punktoi. 

$•  100.  Lehr  satt.  Die  halbe  kleine  Axe  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  den  beiden  Abschnitten,  welche  durch  eine« 
der  Brennpunkte  auf  der  grossen  Axe  gebildet  werden.  (Fig.  62.) 

• 

Beweis.  Die  Tangente  MN,  welche  durch  den  Endpunkt!) 
der  kleinen  Axe  geht,  ist  der  grossen  Axe  parallel,  da  die  Nor- 
male in  die  Richtung  der  kleinen  Axe  filllt.  Ist  nun  B  der  Mit- 
telpunkt, A  und  B  die  Brennpunkte,  AM  und  BN  Lothe  auf  der 
Tangente,  so  ist  HD^AM=BN.  Nun  aber  liegen  die  Punkte 
M  und  N  auf  der  Peripherie  des  Axenkreises;  ist  also  FG  die 
grosse  Axe,  so  hat  man : 


AM^=iFAxAG, 

da  die  Linie'  AM  auf  der  Axe  senkrecht  steht. 

%.  lOL  Lehrsatz.  Das  Rechteck  aus  je  zwei  Lothen,  welche 
von  den  beiden  Brennpunkten  einer  Ellipse  auf  eine  Tangente  der- 
selben gettllt  sind,  ist  dem  Quadrat  der  halben  kleinen  Axe  gleich. 
(Flg.  60.  a.) 

Beweis.  Man  verlängere  die  beiden  Lothe  AM  und  BN^ 
deren  Fusspunkte  in  der  Peripherie  des  Axenkreises  li^en,  bis 
sie  diese  Peripherie  zum  zweiten  Mal  in  P  ^nd  Q  durchschnei- 
den, und  ßüle  vom  Mittelpunkte  H  die  Lothe  HR  und  HS  auf 
dieselben.  Alsdann  ist  ^AHR^^BHS,  weil  AH=iHB, 
W.AiiA=W.5fiAalsWechselwinkel  zwischen  Parallelen  und  die 
Winkel  R  und  S  rechte  sind.  Hieraus  folgt  RH  =  SB;  folg- 
Kcb  sind  die  beiden  Sdinen  MF  und  NQ  einander  gidchi  da  sie 
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gMilieii  Abstand  Tom  Mittelpunkt  haben.  Nun  aber  ist  KS  die 
Hüfte  von  NQ,  PR  die  Hälfte  von  MP,  mitbin  PR=:NS.  Aus 
der  oben  bewiesenen  Congruenz  folgt  überdies  AR^^BS;  folglich 
ist  AP=BN.    Bekanntlich  ist  aber 

AAIxAP=FAxAG, 

ilso  infolge  des  vorigen  Paragraphen : 

AJUxBN^b^, 

$.  102.  Lehn  alt.  Schneiden  sich  eine  Tangente  einer 
Ellipse  und  eine  Tangente  ihres  Axenkreises  in  der  Verlängerung 
der  grossen  Aze,  so  steht  die  Verbindungslinie  ihrer  Berffbrungs- 
ponkte  senkrecht  auf  der  grossen  Axe  (Fig.  63.) 

Beweis.  Man  ziehe  vom  Durchschnittspunkt  der  beiden  Tad- 
Kenten  LC  und  LC  eine  zweite  Tangente  an  den  Azenkreis  Liy, 
ond  verbinde  die  Berührungspunkte  der  Kreistangenten.  —  Die 
Strecke  MN,  welche  durch  den  Axen kreis  von  der  Tangente  der 
lOipse  abgeschnitten  wird,  wird  vom  Tangentendnrchschnitt  L  und 
von  der  Berfihrungssehne  harmonisch  getheilt»  folglich  wird  die 
Bet^bningssehne  Ciy  durch  den  Berührungspunkt  C  der  Tan- 
gente LC  gehen  nach  §.  99.  Zusatz ;  dieselbe  steht  aber  senk* 
recht  auf  der  grossen  Axe,  da  ja  L  in  der  Verlängerung  dieser 
Axe  liegt 

^  103.  Lehrsatz,  Ein  vom  Punkte  C  einer  Ellipse  auf  die 
grosse  Axe  gefälltes  Loth  soll  die  der  grossen  Axe  zugeordnete 
Ordinate  des  Punktes  C  heissen. 

Jede  der  grossen  Axe  zugeordnete  Ordinate  verhält  sich  zur 
nittleni  Proportionale  aus  den  beiden  Abschnitten  der  grossen  Axe 
wie  die  kleine  Axe  zur  grossen.  (Fig.  63.) 

Beweis.  Es  ist  ^LMAco\LNBco^LCK\  mithin  ver* 
kilt  sieh 

LKiLM^^CK.AM, 
LK'.LN^CKiBN, 

Seilt  man  beide  Proportionen  zusammen«  so  kommt: 


LK^:LIUxLIS=CK^iAJUxBN. 

N»  aber  ist 

Xi!fxL^=^C^, 

AMxBN=b*; 
ThUl  XXIX.  • 
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Wegen    der    Aebnllchkeit  der  Dreiecke  LKC  und   CKH   vef- 
bält  sieb 

LKiLC  =  CK.OU\ 

folglieh  erbfUt  man,   indem  man  die  Kreisordinate  OK  durcb  y 
bezeicbnet,  und  überlegt,  dass  der  Radius  OH  gleicb  der  balbeo 

BMeiobnet  mm  4ao  Strecke  HK  durcb  4? «  «o  «rbsit  iiisn: 

Wird  aber  FK  dwcb  jti  beceicbnet,  so  faoro«^ : 

Jene  ist  die  MMCelpunbtsgleicbuDg,  diese  die  Sebeifeelgleidraog  der 
Ellipse. 

Suf  «ffw  1)  Die  Ellipse  Ist  mit  ibrem  Axenkreise  in  AfBoltSts- 
läge;  dif  grosse  Aze  ist.  AfBnltätsaxe,  die  Riebtung  der  Aüm^ 
tätsstrablen  seukrecbt  darauf,  das  Verbältniss  6:o  ist  da«  ASni^ 
tätsverhältqifs. 

Da  alle  Kveise  etnander  äbniieb  sind,  so  kdnnen  eine  beüeMge 
Ellipse  und  ein  beliebiger  Kreis  immer  als  affine  Figuren  anges»^ 
ben  werden. 

2}  Offenbar  entspricbt  einer  Sekante  des  Azenkreises  wieter* 
um  eine  Sekante  der  KIlipsQ  yod  einer  Tangente  eine  Tangente. 
Da  es  nun  in  einem  Punkt  einer  Kreislinie  nur  eine  Tangente  an 
dieselbe  geben  kann,  so  muss  das  Entspreebende  von  der  Ellipse 
gelten.  ' 

3)  Der  gemeinsame  Hittelpunkt  des  Kreises  und  der  Ellipse 
li^  auf  der  Affinitätsaxe,  mithin  fallen  in  demselben  zwei  eot- 
sprecbende  Punkte  zusammen.  Demnacb  entspricbt  oinen  OuntlH 
messer  des  Axenkreises  wiederum  eiq  Qurcbmesser  der  Ellipse, 
in  der  grossen  Aze  fallen  zwei  entspreebende  Durcbmesser  der 
beiden  Figuren  zusammen. 


Alle  DnrchmeMer  der  Ellipse  werdm  Ü5  mttelponkt  haWirt 

DeoD  es  sei  CM  (Fig.  65.)  eis  Darchmesser  der  Ellipse^  CM' 
der  eDtsprechende  Durchinesser  des  Axenkreises.  Im  Mittelpunkt 
B  faHsD  svfei  eDtsprechende  Punkte  zssanUMiiy  mkl  da  id  Mmm 
Systemen  entsprechende  Strecken  durch  entsprechende  Punkte 
proportionirt  gethellt  werden,  sd  verhfilt  ^h 

CH:HM-CH:HM\ 

4)  Jeder  SelMie  der  Ellipse,  welche  aif  der  gi esse»  Axr  sealn 
rMfat  steM,  wie  der  Sehne  CD  wk  Fig.  63.,  entspricht  eine  Kiei^ 
sehoe  CDf^  welche  nit  ihr  it  dieselbe  Biehtang  OUt 

Eine  Sehne  der  Ellipse«  welche  die  kleine  Aze  senkrecht 
durchschneidet,  ist  der  Affinitätsaze  paralfef.  ßr  entspricht- 
abo  eine  Kreissehne  MN,  welche  ebenfalls  der  Af&nitätsaze  pa- 
nDelisi 

Hieraus  folgt,  dass  jede  der  beiden  Axen  die  auf  ihr  senk^ 
rechten  Sehnen  Balbirt.  Demnach  wird  die  Ellipse  durch  die  grosse 
and  die  kleine  Aze  in  vier  congruente  Viertel  getbeilt, 

^  Zieht  man  in  einer  Ellipse  durch  die  Endpunkte  eines  Durch- 
laesaers  Tangenten,,  so  sind  dieselben  parallel. 

Be  iefcv  CM  und  CM*  (Fig.  66.)  zwei  ewteprechimd^  Dureh^ 
Besser.  Zieht  man  nun  in  O  und  M*  Tangertten  an  den  Ax^t»- 
krrii^  80  sind  dieseibea  parallel;  folglich  müssen  auch  die  entspre- 
chenden Tangenten  der  Ellipse  in  Cund  M  einander  parallel  seiii^ 
da  in  affinen  Systemen  einem  Paar  von  Parallelen  wiederum  eia 
Paar  von  Parallellinien  entspricht. 

6)  Die»  kleme  Aze  ist  die  mittlere  Preporticinale  an«  der  gros- 
sen Aze  und  dem  Parameter.  (Fig.  62.) 

B»  sei  B  der  eine  Brennpunkt  der  Ellipse ,  BN  ein  Lo4h»  auf 
dtitj^nigett  Tangente,  welche  durch  dei^  End^mfct  D  der  kleineic 
Aze  geht,  L  der  Durcbschnittsponkt  des  Lothes  BN  mit  der 
Ellipse. 

Es  verhält  sich 

BL:BN=bxn. 

IKna  ist  BN=HD=2b^  BL  die  Härfn«  den  Parameters  r^i^r. 
KnItipKcirt  man  also  sSmmtliche  Glieder  der  obigen  Proportion 
iMI9»se  aUlt  man: 

9* 
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7)  Durch  die  Gleicbnng 

26» 

oimiiit  die  Scheitelgleichong  der  Ellipse  die  folgende  Gestalt  an: 

d.  h.  das  Quadrat  jeder  Ordinate  ist  kleiner  als  das  Rechteck  ans 
dem  Parameter  nnd  der  zugehurigen,  Tom  Scheitel  gerechneten 
Abscisse»  und  zwar  nm  das  Quadrat  einer  Grosse ,  welche  sich 
zu  dieser  Abscisse  verhält«  wie  die  kleine  Axe  zur  grossen. 

$.  104.  Erklärung.  Eine  Sehne  und  ein  Durchmesser  der 
Ellipse  heissen  einander  zugeordnet,  wenn  die  Sehne  den  durch 
die  Endpunkte  des  Durchmessers  gehenden  Tangenten  parallel  ist 

Xu$atz.  1)  Ist  die  Sehne  CD  der  Ellipse  (Fig.Öl.a.)  dem 
Durchmesser  KL  zugeordnet,  so  steht  im  Axenkreise  derselben 
die  entsprechende  Sehne  Ciy  auf  dem  entsprechenden  Durch- 
messer senkrecht. 

Beweis.  Da  die  Sehne  CD  der  Tangente  KP  parallel  ist, 
so  ist  auch  die  entsprechende  Sehne  OD*  der  eotsprechendeo 
Tangente  KP*  parallel  Nun  aber  steht  KP'  auf  K*L'  senk- 
recht, also  auch  OD*. 

Zweien  zugeordneten  Durchmessern  der  Ellipse  entsprechen 
also  zwei  auf  einander  senkrechte  Durchmesser  des  Axenkreises. 
Jeder  von  zwei  zugeordneten  Durchmessern  ist  den  Tangenten 
parallel,  welche  durch  die  Endpunkte  des  andern  gehen. 

2)  Jeder  Durchmesser  einer  Ellipse  halbirt  sfiromtliche  ihm 
zugeordnete  Sehnen.  (Fig.  61.  a.) 

Es  sei  M  der  Durchschnitt  der  Geraden  CD  und  KL^  M'  der 
Durchschnitt  von  OD'  und  K'L\  also  M'  der'  dem  Punkt  M  ent- 
sprechende Punkt. 

Den  Eigenschaften  affiner  Figuren  gemäss  verhält  sich 

CMiMD-  CM'i  M'D'i 

nun  aber  Ist  M'  die  Mitte  von  CD^,  da  CD*  auf  K'V  senkrecht 
steht;  folglich  ist  auch  M  die  Mitte  von  CD. 

Anmerkung.  Es  seien  (Fig. 64.)  HO  und  BD^  zwei  auf 
•inander  senkrechte  Radien  des  Azeidcrelses  einer  Ellipse.    Dana 


Bar$UUun§  der  Yerwofkttiekttft  u.  d.  iTepeisehttiiie  entkaüend.  135 

irerdeD  die  eotapreefaendeo  Strecken  der  Ellipse  BC  und  HD 
Hüften  Ton  zwei  zugeordneten  Durchmessern.  Femer  seien  CM 
ood  DN  zwei  auf  der  grossen  Aze  der  Ellipse  senkrechte  Linien» 
?on  denen  eine,  wie  früher  gezeigt,  durch  C,  die  andere  durch 
D*  geht 

Alsdann  hat  man,  wenn  der  Winkel  CHF  durch  tp,  der  Win- 
kel DHC  durch  tfi  bezeichnet  wird: 

MC      b   MC 

taiig9>  =  ;g^=--^^» 

ND    b  ttiy 

na  Ist  aber  wegen  der  Gongruenz  der  Dreiecke  CMH  und  DlfH 
«e  Strecke  CM=:  HN  und  J^N-  HM,  also 

tang9?.tatig^=:^- 

Dme  Formel  kann  dazu  dienen,  um,   wenn  q>  gegeben  ist, 
den  Winkel  ^  zu  finden. 

bt  der  Winkel  CHFzsD'HG^tö^,  so  sind  die  beiden  Drei- 
ecke CMH  und  lyNH  gleichschenklig  und  MH=NH;  mithin 
ift  daon  auch  A  CMH^  i^DNH  und 

HC^HD. 

Dater  den  verschiedenen  Paaren  von  zugeordneten  Durch- 
messern äner  Ellipse  giebt  es  ein  Paar  gleiche. 

(.  106.  Lehrt att.  Die  Summe  der  Quadrate  Je  zweier  su- 
geordeeter  Durchmesser  einer  Ellipse  ist  eine  coostante  GrOsse 
(Rg.64.). 

Beweis.  Es  werde  CÜ  durch  Oi,  DH  durch  6t  beselcbnet; 
dwD  ist: 


«,«=SS«+ilfC», 


|9f  ISt*«M:  y«r$(kute  der  neuern  Geomeliie,  iiube$.eine  elemtnt. 

Nm  tim  i»t  w«(^  4er  Congruwe  der  Oreiflcke  Jftf C  uodiVlfD' 
die  S«ite  iVtf  «s  ^C,  raithiB 


ferner  hat  man  JltC=^.MC,  NDz=-.ND',  folglich: 

$.  106.  Erklärung,  Oie  HlUfte  einer  Sehne,  welche  aneni 
Durchmesser  einer  Ellipse  zugeordnet  Ist»  nennt  man  eine  dem 
Durchmesser  zugeordnete  Ordinate. 

In  Fig.  65.  stellen  CM  und  I>N  zwei  zugeordnete  Durchmesser 
vor.  Wählt  man  nun  In  dem  einen  derselben  einen  Punkt,  etwa 
in  CM  den  Punkt  K,  und  zieht  von  K  aus  eine  Parallele  KL  zu 
4^19  ^nd^n  Durchmesser  Z>i\r  bis  zur  Ellipse  so  ist  Kh  eine  dem 
Durchmesser  CM  zqg^prdoete  Ordinate« 

$.  107.  Lehr  »atz.  Jede  einem  Durchmesser  zugeordnete 
Ordinate  in  einer  Ellipse  verhitt  sich  zur  mittlem  Proportionale 
aus  den  beiden  Abschnitten  des  Durchmessers,  wie  der  ihr  pa- 
rallele Durehmesser  zu  dem  zugeordneten.  (Fig.  65.) 

Beweis.  Man  suche  die  den  Punkten  C,D,K,L,  u.s.w.  ent- 
sprechenden Punkte  des  Axenkreises,  und  constniire  sodann  einen 
^nderp  Kreis  (Fig»65.  a.)»  dessen  Durchmesser  dem  Durcbmectaer 
CM  der  Ellipse  gleich  ist.  Insofern  nun  dieser  zweite  Kreis  dem 
Axenkreise  ähnlich  ist,  werden  den  Punkten  O,  D\  K\  £'...  gewisse 
Punkte  c,  d,  k,  /,...  eutspce^»,  und  dabei  wird  dieser  Kreis 
zugleich  der  Ellipse  affin  sein. 

In  affinen  Systemen  verhalten  sich  nach  §.38«  zwei  parallele 
Strecken  des  einen,  wie  die  entsprechenden  Strecken  des  andern: 

KLiM^BD.hd. 

Nun  aber  ist  hd^hc=:UC,  ßir's  Zweite  verhält  sich 

CKickzzzCMicm; 

folglich  ist,  wegen  der  Gleichung  CM=^cm\   auch    CKr:^mi  «hI 
KM^=ikm,  und  man  hat: 

W=CK.KM, 

Bezeichnet  man  die  Ordkiaten  KIa  und  kl  durch  y  und  y'« 
den  halben  Durchmesser  Ca  durch  iZ| ,  den  halben  Durchmesser 
DH  durch  6|,  so  |t>lgt  ausk  den  Gleloh«ngen  . 


UmtmUung  der  f$rwmUfnthüfl  u,  ä.  ifeffeStcMMM  itMaiitmA  MD 

die  GleichoDg: 

wo  jetzt  aiifet  j(  di«  Sfre<;ke  KH  ttüd  unter  ;r|  die  Struck«*  OJf 
m  Tersteheo  ist 

S*  108.  Zum  atz.  Jeder  Kreis,  weichet  mit  einer  Ellipse  einen 
Üarchmesser  gemein  bat,  ist  mit  derselben  in  Affinitätslage. 

Beweis.  Es  seien  CM  und  Z>iV<(Fig. 66.)  iwei  zugeordnete 
Durchmesser  einer  Ellipse»  HL  etne  dem  Durchmesser  CM  zuge- 
ordnete Ordinate.  Um  CM  als  Durchmesser  werde  ei»  Klei» 
eonstruirt,  und  in  demselbeo  die  Ordinate  KL*  und  der  Radios 
BD'  senkrecht  auf  CM  gezögen.    Alsdann  verhält  sich 

KLiKL'=HD'.HD'\ 

aittin  Ist  ^KLVoo^Hbb',  Da  mm  zwei  Paare  ihrer  Seiten 
parallel  laufen,  so  ist  auch  LL'}\DD*,  und  wenn  P  und  Q  die 
•nrdbMtopuiAte'  dieBOf  detadeb  mit  der  GeDüdM  GM  tlml»  so 
▼erhält  sich 

KQiHP=LQiDP=^VQ:D'P. 

§.  109.  Lehrt atu  In  je4#ti  Dieieck  Ist  da»  Reobt#tfc  km^ 
4m  Amme  oad  der  Differete  Mieter  Sehel»  gMch  deii'  ReeUeel^ 
aus  dies  Summe  «od  der  Differemi  ihrer  Projettloaee.  ff\g>  67/) 

E^wei«.    Man  hat: 


tt « II 


AC^= 


ßC^^BD^+Ci 
folgBeb>  wen»  ma»  fuMrshltt? 

oder 

(AC^^BC){AC^BO^{AD^BD){AD^BI]f). 

|.  110.  E«  werde  (Fig.ft?.)  der  gMssere  iHMhav^i  UMminett- 
gsbOsif e«  Leitstrdilear  eines  ElKpse  AC  dwch  f|  ^  des  kMiorar 
iM7  diiiek  tf  b«zekki*t.    Alsdann- ha»  mm^  wegetf  dito  Gkiobaig 

3n(rf  *-  ri>ni  (AB  -{-  BDy^AD-^BDf, 
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Wird  DUO  HD  durch  a:  bezoichoet,  00  bat  man,  wofero  D  w  der 
Verlängerung  von  Aß  liegt: 

AD=x-AH:=x  +  ^a^-b^. 

* 

Bieraua  folgt  in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichung : 

n — r-= • 

■       '  a 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit 

00  kommt: 

*  o 

Zu  denselben  Ansdrficken  gelangt  man,  wenn  D  BVfiaehen  i 
und  B  liegen  sollte. 

$.  111.  Lehrsatz.  Zieht  man  In  einer  lEIlipse  durch  die 
Endpunkte  zweier  zugeordneter  Durchmesser  Tangenten,  so  dass 
ein  der  Ellipse  umbeschriebenes  Parallelogramm  KLMN  entsteht 
(Fig.  08.),  60  hat  dieses  Parallelogramm  einen  constanten  Inhalt 

Beweis.  Es  sei  üT'L'^'iV'  (Fig.  68.  a.)  das  entsprechende,  dem 
Axenkreise  umbeschriebene  Viereck,  welches  hier  der  Deutlich- 
keit wegen  getrennt  gezeichnet  ist 

Es  TerhSlt  sich 

Viereck  ICIr^üiV:  Viereck  K*VM'N'=b%a\ 

es  ist  aber  KfL'M'N'  ein  Quadrat  und  der  Flächeninhalt  dessel- 
ben 4a*,  also  ist: 

Viereck  KLMN^^iab. 

'  f  112.  Zusait.  Verbindet  man  In  einer  EHipse  die  End- 
pankle  von  zwei  zugeordneten  Durchmessern  durch  Sehnen,  so 
Ist  der  Inhalt  des  entstandenen  einbeschriebenen  ParaHefogramM 
=2ab. 

§.  113.    Der  Satz,  dass  in  zwei  affinen  Figuren  das  Verhält- 


Dm^teämMp  der  Verwamüsekafi  u.  d.  KefftUekoHU  entkaitend^X^ 

jom  entoprecheiiiter  FlScben  den  AiBnlütoverh&IUMSs  gMcb  «ei, 
gilt  offenbar  nicht  blosa  von  geradlinigeo  Figuren»  sondern  auch 
TOD  solchen,  welche  theilweise  oder  ganz  von  Kurven  umschlossen 
werden.  Um  sich  davon  zu  überzeugen ,  darf  man  nur  In  beide 
Korven  entsprechende  Vielecke  beschreiben.  Denkt  man  sich  die 
Seiten  derselben  Immer  kleiner  und  kleiner,  so  nSbern  sich  die 
OmflDge  der  beiden  Figuren  ohne  Ende  den  Kurven,  welcher  sie 
einbeschrieben  sind.  Da  nun  das  Verhältniss  von  je  zwei  ent- 
sprechenden Vielecken  dasselbe  bleibt,  so  berechtigt  dies  zu  dem 
Schlüsse,  dass  dasselbe  auch  mit  denjenigen  Flächen  der  Fall  sei, 
deoen  sie  sich  als  Ihren  Grenzen  nähern. 

Fasst  man  (Fig.  66.)  den  von  der  Abscisse  CK,  der  Ordinate 
KL  und  dem  elliptischen  Bogen  CL  umgrenzten  Fläcbenraum  In's 
Auge,  80  verhält  sich  also- 

Fjäche  CKL :  Fläche  CKL'-  DP:  »P. 

FUlt  man  von  D  das  Loth  DR  auf  CM,  so  ist 

DP\  lyPziiDR :  fl'Ärr  &i  sin^ :  o^ , 

iadtiA  man  den  Winkel  DHM,  welchen  die  beiden  zugeordneten 
i)velniiesser  bilden,  durch  <&  bezeichnet.    Demnach  hat  man 

Fläche  CKL=i  &l!1£^X  pigehe  CKV. 

H^re  CM  die  grosse  Axe  der  Ellipse,  so  ginge  das  Verhält- 
m  /)P:  t^P  in  das  Verhältniss  h :  a  über. 

Bedeutet  F  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse,  F*  diejenige  ihres 
Azeokreises,  so  ist 

F:F=6:a. 

Hieraus  erhält  man  wegen  der  Gleichung  F*=zahi  für  die 
Fliehe  der  Ellipse  den  Ausdruck: 


Tob  der  Hyperbel. 

\.  114.  Erklärung.  Der  geometrische  Ort  derjenigen 
lenkte,  deren  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  festen  Punkten 
^maA  B  eine  conetante  Differenz  haben,  heiesi  eine  UyperheL 


I3$^ssen:    VarscMti4  4m  mumn  GwmtptU^  int^e*.  eim  eiemnu. 

IM«  betden  Pmkt»  A  m^d  B  h^taaem  BMMpiinkt«  dt?  HyperM 
».««vir.  wie  bei  der  Ellipse. 

Es  sei  am  A  (Pig.6d.)  ein  Kreis  beschrieben  and  M  ein  PoniLt 
ausserhalb  desselben.  Zieht  man  nan  einen  Ourchmesser  CD  und 
errichtet  sodann  in  den  Halbirungspunkten  der  Strecken  SC  und 
BD  IQ  E  und  F  Lothe«  bis  sie  die  flicbtung  des  Dorchmessers 
CD  in  G  und  H  durchschneiden»  so  hat  man: 

AG^BQ=lBH^  AHt^  AC. 

Demnach  sind  G  and  B  Punkte  einer  Hyperbel,  welcbe  dit 
Punkte  A  und  B  zu  Brennpunkten  hat,  und  bei  welcher  die  Dif- 
fareitt  ftwischetf  awei  xusamraengehOrigen  Leitstrahlen  gkeicb  AC 
ist«  Die  Hyperbel  lässt  sich  daher  auch  definiren  aU  geometri* 
scher  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  von  der  Peripherie  eioes 
festen  Kreises  und  einem  ausserhalb  dieses  Kreises  liegen- 
den festen  Punkte  gleiche  Entfernung  haben. 

Man  wird  dieselbe  Hyperbel  erhalten,  wenn  nian  den  LettkHAs 
mit  unverändertem  Radius  um  B  beschreibt  und  den  Punkt  A 
mm  Leitpunkt  wählt  Zieht  man  im  Leitkreise  den  Durchmesser 
KL,  der  veriäageri  durch  B  gebt,  M  tfind  die  HaMrangspunftto 
der  Strecbea  BK  und  BL  (Jf  imd  2V)  <tte  ScbeiM  der  Hyperbel 
Ihre  Verbindungslinie  beisst  die  reelle  Axe.  Dieselbe  ist  dem 
Radius  AC  des  LeHkreises  gleich,  ihre  EtidpiMikte liegen  zwischen 
den  Brennpunkten  und  haben  gleiche  Entfernungen  von  denselben. 

9.  lU.  Lghrsatz.  Eine  Linie,  welche  den  Wbbel  ^ewkwben 
zwei  zusammenhurigen  Leitstrahlen  einer  Hyperbel  balbirf,  bat  nur 
einen  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein,  und  heisst  eine  Tangente 
derselben.  Eine  im  BerOhrungt^putikt  auf  einer  Tangiftit^  ^ok- 
rechte  Linie  heisst  Normale. 

Es  seien  AC  and  BC  (Fig.  70.)  z^ei  zusammengehörige  Leit- 
strahlen.  Man  trage  den  kleinem  BC  von  C  aus  auf  den  andern 
ab,  wo  er  bis  Z>  reichen  mag,  verbinde  ß  mit  Ü  und  darauf  den 
HalbiruBgspunkt  M  der  Strecke  BD  mii  C  Arsdtann  balbirt  MC 
den  Winkel  ACB.  Gäbe  es  Mni  auf  der  Geraden  CM  ausser  C 
noch  einen  zweiten  der  Hyperbel  angehOrigen  Punkt»  etwa  den 
Punkt  X,  so  hätte  man 

AX--BXz^AD. 

Da  aber  OAs  BX  ist,  so  hätte  man 

AX--DX^AD, 

Wt0  uenüglirli  M» 
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f.  116.  Zmait.  Die  Stracke  v/^iwAmn  den  Breniipwikteo 
einer  Hyperbel  wird  Ton  jeder  Tangente  and  der  daiu  gebOrigee 
.Normale  (in  iCund  L)  barmonlach  getheilt. 

Der  Dorckscbaittspunltt  K  der  Tangente  nnd  Axe  liegt  ffbri- 
fens,  wie  leicht  einzasehen.  Immer  demjenigen  Brennpunkt  am 
nSchateny'von  welchem  der  kleinere  LeitatraU  aualftnft 

{.  117.  Lehn  atz.  Fällt  aian  von  den  Brennpunkten  einer 
Hyperbel  Lothe  auf  eine  Tangente,  so  liegen  die  Fuaaponkte  die- 
ner  Lothe  allemal  auf  der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  die 
reelle  Axe  znm  Durchmesser  hat 

In  der  That,  verbindet  man  in  Fig.  69.  6tn  Mtftl^lponkf  P  der 
Hyperbel  mit  dem  Punkt  D,  so  ist 

AP 

9.11a  Zutatx.  Eine  Sehne  des  Axenkieises  MN  (Fig.70L>» 
«relehe  sogleich  Tangente  der  Hyperbel  ist,  wird  auch  hier,  wie 
in  der  Ellipse,  von  der  Axe  und  ihren  Berfihrungspunkt  (in  K  und 
€)  birmonlsch  getheilt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  zum  Punkte  C  der  Hyperbel  gehörige 
Ordinate  die  Polare  des  Punktes  K  ist,  in  welchem  die  durch  C 
gehende  Tangente  der  Hyperbel  die  Axe  schneidet 

Demnach  ftiHen  die  Füsspmikfe  sämratllcber  Ordinaten,  Wenn 
der  Tom  Brennpunkt  B  ausgehende  Strahl  der  kürzer^  ist,  HilU 
dem  Punkte  B  auf  dieselbe  Seite  des  Axenkreises,  während  Afr 
diejenigen  Punkte»  wo  der  ron  A  ausgebende  Strahl  der  kürzere 
is^  die  Ordinalen  auf  die  entgegengesetzte  Seite  fallen.  DieHy: 
perbel  besteht  alaa  ams  zwei  von  einandec  getrennten  Zweigen» 
von  denen  jeder  zwei  unendliche  Arsne  hat 

Jede  Gerade,  welche  durch  den  Mittelpunkt  einer  Hyperbel 
geht,  heisst  ein  Durckmeseer.  Ein  Durchmesser,  welcher  die  Hy- 
perbel schneidet,  heisst  ein  reeller,  jeder  andere  ein  ImaginSrer 
Dercbmesser.  Derjenige  imaginfire  Durchmesser,  welcher  senk- 
recht auf  der  reefleo  Axe  steht,  wird  die  Intaginlre  Axe  genannt. 

Die  imagiiiftre  Axe  Ist  ae  sich  unbegrenzt;  um  ihr  aber  der 
Aeilftgie  wegea  eine  bestimmte  Länge  zir  gebeoi  siebt  man  voa 
fbeaa  dar  Bcennpookte  eine  Tangente  BS  an  dea  Axenkeeis  «od 
sieht  die  Strecke  BS  als  die  Länge  der  halben  imaginären  Axe 
m.  IMoBelbe  wWd  aacb  Mev  durah  *  beseMmet,  wäbMttd  e  die 
iMlte  nüli  Am  venteVt 
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In  Fig.  70.  selgt  sich  sogleich 

b^=BGxBF, 

vras  einer  früher  erwähnten   Eigenschaft  der   Ellipse  entspricht. 
Ueberdies  hat  man 

Die  Excentricität  der  Hyperbel  ist 

e= = —  . 

a 

Sind  Ti  and  r^  zwei  zasammengebOrige  Leitstrahlen,  so  ist 

ri— ra=2a, 

(ri  — r«)  (r,  +  r^)  ^(AR—Bß)  (AR  +  Bß), 

wo  R  den  Fosspankt  der  za  C  gehörigen  Ordinate  bezeichnet. 
Bieraus  leitet  man  leicht  ab: 

"  a 

$.  119.  Lehnai-x.  Das  Prodnct  der  von  den  beiden  Brenn- 
pjankten  einer  Hyperbel  auf  eine  Hyperbeltangente  geftllten  Lothe 
ist  allemal  dem  Quadrat  der  halben  imaginären  Axe  gleich.  (Fig.  70.) 

Beweh.  Die  Fusspunkte  der  beiden  Lothe  AN  und  BM 
liegen  auf  der  Peripherie  des  Azenkreises.  Durchschneidet  nun 
das  Loth  AN  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  P^  so  lässt  sich 
leicht,  wie  bei  der  Ellipse,  beweisen,  dass  die  Strecke  AP  dem 
Loth  BM  gleich  ist.    Nun  aber  hat  man: 

APxAN^AFxAG=b\ 

Anmerkung.  Zieht  man  in  Fig.  70.  vom  Fosspunkt  R  der 
Ordinate  CR  eine  Tangente  an  den  Azenkreb,  und  QUlt  vom  Be* 
rfihrnngspunkt  T  ein  Loth  auf  die  Axe ,  so  wird  der  Fusspunkt 
dieses  F^othes  in  den  Punkt  K  fallen,  in  welchem  die  Axe  von 
der  durch  den  Punkt  C  gehenden  Hyperbeltangente  geschnitton 
wird.    Denn,  wie  oben  gezeigt,  ist  CR  die  Polare  des  Punktes  K. 


f  laOl    Lekr$aiz.     In  der  Hyperbel  verhält  sich  jede  der 
reellen  Axe  zugeordnete  Ordinate  CB  (Flg.  7a)  rar  ntttleni  PNh 


portioiiale  aas  den  AbschDitten  der  Aze,  wie  die  imaginire  Aze 
znr  reellen. 

Beweis.    Es  verhält  sich 

BM.CR^UKiKR; 


alao: 


•der 


ANxBlU:  CR^^MKxNK:  K^, 


wegen  der  Gleichang 

MKxNK:=zFKxKG^K'P. 

Ziebt  man  im  Axenkrebe  den  Radius  HT^  so  eststeben-  swei 
SMiche  Dreiecke  KTR  und  KTH,  also  verhält  sich 

KTiKR=HTiTR. 
Bieraia  folgt 

6«:y«=i:a*:ÄTä, 

dit  Tangente  RT  aber  bt  die  mittlere  Proportionale  ans  den  bei- 
dm  Abschnitten  GR  und  FR. 

Beidchnet  man  die  Entfernung  HR  durch  x,  so  wird: 

FR  =  x^a,  GR=ix—a; 


R'n=:FRxGRz=:x^'-a^; 
mithin  erhält  man: 

Wird  dagegen  unter  Xi  die  Strecke  GR  verstanden >. so  ge- 
^gt  man  su  der  Gleichung 

t>  y«=5(2«i+*i«)- 

bt  (so,  so  hat  man  die  gleichseitige  Hyperbel.  Bei  dieser 
■sl  &  vom  Brennpunkt  an  den  Leitkreis  gezogene  Tangente  BS 
C%.70.)  dem  Radius  desselben  gleich;  demnach  ist  Z5B£k=45<». 
Di»  «liiihtnven  ^ler  gläcbseitigen  Hyperbel  sind? 
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Die  Ordinate  CR  bt  also  hier  die  mittlere  Proportionale  ans 
den  beiden  Abschnitten  der  Axe. 

Uebrigeos  beweisen  die  Gl^baagen  1)  und  2),  was  aach 
schon  an  sich  einleuchtend  ist,  dass  die  Hyperbel  durch  die  Axe 
in  xwei  congruente  Theile  getheilt  wird. 

$•  121.  Zusatz,  Eine  im  Brennpunkt  einer  'Hyperbel  er- 
richtete Ordinate  ist  auch  hier  der  halbe  Parameter  ==^*  Man 
hat  wie  bei  der  Ellipse : 

^.  UQ.  Zu§mi3L  Die  uagWchseitige  Hyperbel  TerhStt  sich 
cur  gleicbseitilBM,  wie  die  Ellipse  snm  Kreise.  Jene  ist  allemal 
in  AfBnitätslage  mit  derjenigen  gleichseitigen  Hyperbel,  welche 
die  reelle  Axe  mit  ihr  gemein  hat  Diese  Axe  Ist  zugleich  A/fi- 
nitStsaxe,  die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  senkrecbl  4araaC 
das  Affinitätsverhältniss = 6 :  a. 

§•123.  Lehrsatz.  Jede  gleichseitige  Hyperbel  ist  mit  ihrem 
Aaenkreise  in  Oonformititslage.  Als  Centriim  kann  man  jeden 
ihrer  beiden  Scheitel  ansehen,  die  Confermitätsaxe  geht  dureb  den 
andern  Scheitel  nnd  steht  senkrecht  auf  der  reellen  Axe.  (Fig.  71.) 

Beweis.  Es  seien  F  nnd  6  die  Scheitel  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  die  Gerade  XT  sei  durch  G  senkrecht  auf  FG  geso- 
gen, CD  sei  die  za  C  gebarige  Ordinate*  Verbindet  man  den 
Punkt  C  der  Hyperbel  mit  F,  so  wird  FC  die  Gerade  X  t  etwa 
in  E,  den  Axenkreis  in  C  treffen.  Nun  verhält  sich  gemäss  der 
Eigenthflmlicbkeit  der  gleichseitigen  Hyperbel 

FD.DC=DCiGD\ 

■Mbl»  iMt  tpggen  dem  gemeinsamen  rechten  Winkels  />*: 

^GCDc<i^FCD, 


VerhwdM  man  noch  C  mit  6»  m  isft  .4LFC'G=iR,  foigtfcb 
Da  nun  XY  seykmht  ml  PG  «tairtw  M  lü  «  dar 
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Itimmt  man  »uf  dem  andern  Zweige  der  Hyp«rbel  dflD  Pnnkt 
K  mit  der  Ordinate  KL,  «o  ist 

Non  aber  ist  anchAl'Äftv;Aflf'G,  ^FGK'=^JjKF=s^KGL\ 
Mglich  ist  der  Pankt  M.  in  welchem  der  Strahl  FK  die  Gerade 
iV  wbitetdflC  Atfi  Tlerte  harmeHisehe  Punkt  su  KFK'. 

g.  124.  Zutatt.  Uie  gemeinsame  Gegenaze  d^r  gleichsei- 
figCD  Hyperbel  und  Ihres  Axenkraises  fö|lt  mit  der  Imagiofiren 
4ze  der  erstem  zusammen. 

J.  l!26.    Folgerungen. 

I)  Einer  Sehne  des  AxeDln-eises  wie  OP,  (Fig.  72.),  deren 
Kedpmbte  a«f  Tereohiedenen  Selten  der  Gegenaxe  W  liegen, 
entstincht  eine  HTperbelsehne  CE,  deren  Endpunkte  auf  verscbie- 
denenZneigeD  der  Hyperbel  liegen,  und  die  wir  eine  innere  Sebne 
DcnDen.  Der  Kreleaehne  OD",  welche  die  Gegenaxe  nicht  schnei- 
det, eotspridit  eine  Süssere  Sehne  CD,  deren  Endpunkte  auf  dem- 
seibeo  ffyperbelaste  liegen. 

2}  Dem  Kreiadnrchmeaser  PG  entspricht  die  Byperbelaze  EG, 
da  F  md  G  zwei  gemeinaame  Punkte  beider  Systeme  sind. 

Einer  Kreiaaebn«  CV  (Flg.  73.).  welche  der  Axe  FG  paraUel  iai. 
ntspricbt  ein  reeller  Durchmesset  der  Hyperbel  CD.  Denn  da  die 
XreisaaliBa  OD'  und  der  Krelsdurchraesser  FG  parallel  sind,  so 
werden  sich  die  entsprechen  den  Geraden  Im  System  der  Hyperbel 
FG  and  CD  agf  der  Gegepaxe,  also  im  Mittelpunkt  B  schnei- - 
den.  (Fig.  73.) 

Wird  die  Gerade  K'L',  welche  keinen  Punkt  mit  der  Kreis- 

naiq  gMnalB  hat,  auf  daa  System  des  Kreises  bezogen,  an  bat  die 

•chende  Gerade  KL  ebenfalla 

lein.     LBufl  K'L'  der  reellen 

«p  iuBjiiDftrer  Uuicbiuasaer 

t  M*e  Hyperbeltangente.  Die 
Talente  der  beiden  Systeme. 

en  Befflbrangapankte  auf  der 
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Gegenaze  li^en»  rentsprecheo  aiw^i  Durcbmesiier  der  Hyperbel 
BIN  and  PQ  (Fig.  74.)  >  welche  die  Grenze  zwischen  deo  reellea 
and  imaginären  Durchmessern  bilden.  Dieselben  haben  keinen 
Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein;  denn  da  die  BerGhrnngspankte 
der  Kreistangenten  A  und  B  aaf  der  Gegenaxe  liegen,  so  fallen 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  in  unendliche  Entfernung.  Diese 
beiden  Durchmesser  der  Hyperbel  heissen  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  und  werden  als  Tangenten  angesehen,  deren  Beruhrungs* 
punkte  im  Unendlichen  liegen. 

4)  Es  sei  e/>' (Fig.  75.)  eine  der  AxeFG  parallele  Sehne  des 
Axenkreises,  K  ihr  Pol.  Wird  durch  K  eine  Parallele  J'V  mit  FG 
gezogen,  so  heisst  der  Hyperbeldurchmesser  JL,  welcher  der  Gre- 
raden  entspricht,  dem  Durchmesser  CD  zugeordnet.  Da  sich  die 
Gerade  J'L'  und  die  beiden  Tangenten  in  C  und  D*  auf  derGe* 
genaxe  schneiden,  so  ist  JL  den  Tangenten  in  C  und  D  parallel. 

5)  Zieht  man  von  K  aus  eine  gerade  Linie  durch  den  Kreis« 
die  denselben  etwa  in  M'  und  N*  durchschneidet ,  so  entspricht 
der  Sehne  M'N'  in  der  Hyperbel  eine  dem  Dorchmesser  JL  pa* 
rallele  und  dem  Durchmesser  CD  zugeordnete  Sehne* 

Der  Pol  von  J'V  ist  der  Halbirungspunkt  R  der  Sehne  CD. 
Einer  durch  den  Punkt  R  gezogenen  Kreissehne  wGrde  eine  dem 
Durchmesser  JL  zugeordnete  Hyperbelsehne  entsprechen. 

$.  126.  Zuiat%.  Insofern  man  eine  gleichseitige  und  eine 
ungleichseitige  Hyperbel  als  afBne  Systeme  auf  einander  bezieht, 
entspricht  einer  Sehne  wiederum  eine  Sehne,  einem  Durchmesser 
ein  Durchmesser,  einer  Tangente  eine  Tangente  u.«.w* 

$•  127.  Lehrsatz,  Jeder  Durchmesser  einer  Hyperbel  hal- 
birt  die  ihm  zugeordneten  Sehnen* 

Beweis.  Da  IT  der  Pol  von  OD"  ist,  so  sind,  wofern  Q' der 
Durchschnitt  der  Geraden  M'N'  und  OD*  ist,  die  vier  Punkte  K, 
M',  Off  N'  harmonisch.  Sucht  man  in  der  Hyperbel  (Fig.  75.  a.)« 
die  der  Deutlichkeit  wegen  getrennt  gezeichnet  ist,  die  entspre- 
chenden Punkte,  so  wird  der  Punkt  Q  in  der  Mitte  von  M  uid 
N  liegen,  da  der  Punkt  K  in  Fig.  75.  auf  der  Gegenaxe  liegt 

$.  128.  Lehrsat%,  Durchschneidet  man  eine  Hyperbel  and 
zugleich  ihre  Asymptoten  (Fig.  75.  a.)  durch  eine  Gerade  mMNm, 
so  sind  die  Stocke  mM  und  Nn^  welche  zwischen  den  Schenkeln 
der  Hyperbel  und  den  Asymptoten  liegen,  allemal  gleich. 

Beweis,    lo  Fig.  75.  sind  K,  J,  A,  B  vier  harmonische  Punkte. 
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D»]iiin  alMT  die  Ganiden  Am',  Ciy  aad  fin'  parallel  sind,  so 
mA  auch  K,  m',  Q*,  r'  vier  harmoBischB  PoDkte.  Mitbin  lat 
(Rg.  75.  a.)  der  Pankt  Q  auch  die   Mitte  voa   mn  and  demnach 

^  129.  Lehriat»,  Jeztrei  zugeordnete  Darcbmesaer  einer 
Hyperbel  bilden  mit  den  beiden  Asymptoten  einen  harmoniscben 
BSacbel.    (Fig.  76.) 

Beweis.  E^  iat  auch  hier  nur  nSthig,  den  Beweis  für  die 
gIciciMeitige  Hyperbel  xu  Obren,  da  derselbe  der  gegenseitigen 
&finitst  wegen  sieb  sogleich  anf  die  ongleicbseitige  ausdehnt. 

Es  seien  L,  M,  E,  N  die  Punkte,  in  denen  die  CunromiiUils- 
■le  von  den  beiden  zugeordneten  Durchmessern  und  den  beiden 
Asymptoten  getroffen  wird. 

Die  den  genannten  Linien  im  Systeme  des  Axeokrelses  ent* 
■preckenden  Geraden  geben  ebenralts  bezüglich  durch  L,  M,E.N 
nd  schneiden  die  Gegenaxe  in  vier  harmonischen  Punkten  K,  A, 
R,  B.  Dabei  sind  aber  diese  Geraden  sfimmtlich  einander  paral- 
lel; idso  sind  aacb  L,M,E,N  vier  bannonische  Punkte  und  folg- 
ikh  «•  Gnaden  BL,  »M,  HE.  BN  vier  Harmonikaleo. 

Xntati.  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  stehen  die  b«den 
Asymptoten  /fjtf  und  BN  senkrecht  auf  einander;  also  wird  der 
Winfcel  LBE,  den  die  beiden  zugeordneten  Durchmesser  mit  Äa- 
aader  bilden,  von  der  Asymptote  BM  halbirt 

Da  Gbrigens  der  Winkel  MBG  =  4Sf'  ist,  so  sind  die  beiden 
Winkel  EHG  und  EBG  Coroplemente  von  einander. 

Zwei  beliebige  reelle  Durchmesser  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel BA  nnd  BA'  (Fig.  77.)  bilden  daher  denselben  Winkel  mit 
•inander,  wie  die  ihnen  zugeordneten  imaginfiren  Durchmesser 
HB  nnd  BB'. 

Denn   zieht   man  die    Asymptote  BM,    so    ist    der   Winkel 


einer  Hyperbeltan- 
len  liegt,  beisst  dne 
den  durch  ihren  Se- 
he Rolle  spielt,  wie 


ST  einer    Hyperb«! 
/>  halbirt. 
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Bewefs.  Ist  JtfiV  eine  dem  DurchneMer  MD  avgMrds«!« 
Sehne,  «i  und  n  ihre  Darchecbnittspvokte  mit  den  AsyaqitotMH 
•1^  ist  der  Punkt  Q,  in  welchem  HD  und  MN  einender  schnek 
den,  die  Mitte  von  tnn.  Nun  aber  ist  MN  parallel  mit  ST,  feig^ 
lieh  ist  auch  Z>  die  Mitte  von  ST. 

Bemerkung.  Die  Hyperbek  wird  nicht  nut  durch  die  reMe, 
sondern  auch  durch  die  imaginäre  Axe  in  zwei  cbugruente  Tbeiie 
getheilt 

O^mn  geh5H  der  Punkt  C  (Fig.  77.  a.)  einer  Hyperbel  am,  welebe 
die  Punkte  A  und  B  zu  Brennpunkten  bat,  so  wird  man  über 
AB  noch  drei  mit  i4J?C  congrueote  Dreiecke  construiren  kunneo» 
ABc,  ABt^f  AB&.  Die  Punkte  O,  c,  &  genügen  dann  aber  eben- 
falls der  Bedingung 

iiC— J?C=2a  U.S.  f. 

Die  inuiginfire  Axe  JL  geht  aber  seskrecht  durch  die  A^itten 
V4>n  Cc  und  CcV  also  hat  man  zwei  congruente  Systeme  in  Affi- 
nitätslage,  deren  AfBnitätsaxe  JL  ist  Ebenso  isjt  auq^  AB  eint 
Affinitätsaxe.  Verbindet  man  C  mit  c\  und  c  mit  Q^  so  gebep 
beide  Verbindungslinien  durch  den  Mittelpuskt  M  der  Hypeijkel 
und  halbiren  einander.  Insofern  man  nun  C  und  &,  sowie  andrei- 
seüs  C  und  e,  als  entsprechend  ansieht,  hat  man  zwei  coogmente 
Systeme  in  Aebnitchkeitslage. 

Aus  dieser  symmetrischen  Gestalt  der  Hyperbel  fyfgt  nun 
auch,  dass  jeder  Durchmesser  derselben  im  Mittelpunkt  halbirt  wird. 

§.  132.  Lehrsatz.  1)  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
Substitute  allemal  dem  zugeordneten  Durchmesser  gleich. 

Beweis.  In  Fig.  75.  a.  iSsst  sich  um  das  r^chtwinkl^e  Drei- 
eck SHT  von  D  aus  ein  Kreis  beschreiben,  also  ist 

HD==DS=DT,    und    CD=ST.  .    .       [ 

2)  In  jeder  Hyperbel  ist  die  zur  reeHen  Axe  gehörige*  Sub- 
stitute das  Doppelte  der  Tangente,  welche  vom  Brennpunkt  eoe 
an  den  Axenk^is  geht  und  in  §.  118.  als  Stellvertreterin  einer 
awktiton  Balbaxe  benutzt  wurde. 

Beweis.  Für  die  gleichseitige  Qyperbel  ist  der  Satz  scbo^p 
bewiesen. 

4 

Construirt  man  nun  Aber  detseibea  Axe.  nech  fAm^*  ufff  leiritr 
soitige  Hyperbel,  so  sind  die  beiden  Substituten,  welche  durch 
^inMi  gemeinsameD  Soiieitel  gehen,  entqNrecfaende  Strecken  in 
aflbien  Figuren,  und  fallen  übenUee  m  die.  Richtmig. eines  Affini« 
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tilMlmbls.  Oe&maGh  werdMi  me  «di  2«  eioaoAer  den  Affioi- 
tüsT^ältou»  gemSs«,  d.  h.  wie  bia,  Terbaiten.  Da  nun  die 
Sobstitote  der  gleichseitigen  Hyperbel  gleich  2a  ist,  so  wird  die- 
j«a^  der  aiigleichseitigen  gleich  26  seiiL 

$.  133.  Lehrnatz.  In  der  nngleichseÜigen  Hyperbel  ist  die 
Differenz  zwischen  dem  Quadrat  eines  Durchmessers  und  dem 
Qaadrat  der  zugeordneten  Substitute  eine  eonstante  Grosse.  (Fig.  78.) 

Beweis.  Es  sei  HC  die  Hälfte  eines  Durehmessers,  CD' 
die  Hftifte  der  zugeordneten  Substitute  in  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel, also  HC=^CD'.  Fällt  man  nun  die  Lothe  CK  und 
VL  auf  die  Axe  md  zieht  CSF  parallel  mit  HK,  BJ*  parallel 
■Ht  CD',  so  ist  zunächst  W.  D'CM*  =  Vf.  J'HK,  Nun  aber 
nnd  HJ'  und  HC  Richtungen  zugeordneter  Durchmesser,  mithin 
Badi  j.  129.  Znsatz.  der  Winkel  J'HK  das  Complement  von  CHK, 
woraus  hervorgeht: 

W.  D'CM=yf,  J'HK^yf.  HCK. 

0k  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  V^CM  nnd  C*HK  sind  «Im 
congraeut: 

1>    CM  — CK,       HK  =  M'D'. 

Dabd  kaf  nan  wegen  der  Gleichang 

^*=cir*  — «•  oder  j:*  — 3f*=^: 


n 


«)    HK*—KC*=^. 


%  • 


C^instmirt  man  nun  dber  derselben  Axe  eine  ungleichseitige  Hy- 
perbel^ so  fallen  die  den  Punkten  C  und  D*  entsprechenden 
Pmikte  C  und  D  bezflglich  in  CK  und  D'K  Ziefit  man  CM 
paraHcA  mit  CJff ,  so  sindDilf  und  Z>'iRf'  entsprechende  Strecken 
«rf  einem  AfBnItätsstrahl,  also  verhält  «ich 


3)    DMiIVM'  -bxa. 


Nn  'Ml 


16« 


-I  t 


HC*  =  HE*  +  KC*^  HK*  +  ^ .  KC*, 

_  •  AS    

C^=  CM*  +jDJII*=:  CM*+  rs  •  /^JlT  •• 


lltIrBWit  «HW,  no  kemnitt 

jBÜ^^WDß=(H^-CiP)  +  %.(KC*—WW*). 

10* 
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Hieraus  folgt  io  Betracht  der  Gleichangen  I)  und  2): 

Zusatz.  Bezeichnet  man  den  Winliel  CHK  durch  q>,  den 
Winkel  DCM  durch  ^,  so  ist 

CK      b   CK 

DM      b    D^M 

**"«*  =  CS  =i  •  CS" 

Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  einander»  so  erhält  maa 
wegen  der  Gleichungen  1)  und  2): 

tang9).tang^  =  -5. 

Diese  Gleichung  stimmt  ganz  mit  derjenigen  fiberein,  welche  wir 
hei  der  Ellipse  erhielten.  Dort  waren  aber  die  Winkel  g>  und  ^ 
Bach  entgegengesetzteo  Seiten  hin  geOShet  und  nicht  wie  hier 
nach  derselben  Seite. 

§,  134.  Lehrsatz,  Der  spitze  Winkel»  den  eine  ftossere 
Sehne  in  einer  gleichseitigen  H3rperbel  mit  einer  Tangente  am 
BerOhrungspunkte  bildet»  ist  so  gross»  wie  derjenige  Peripherie* 
winkelt  welcher  fiber  der  Sehne  steht  und  dessen  einer  Schenkel 
ein  Durchmesser  ist.    (Fig.  79.) 

Beweis.  Es  sei  CD  ein  Durchmesser  einer  gleichseitigen 
H3rperbel»  CE  eine  innere  Sehne»  also  der  Winkel  DCE  gleidi- 
sam  ein  Peripheriewinkel. 

Wird  nun  durch  D  eine  Tangente  gezogen  und  der  Mittel« 
punkt  jH  mit  der  Mitte  der  Sehne  DE  durch  die  Linie  JBK  vei- 
bnnden»  so  giebt  die  Tangente  DF  die  Richtung  desjenigen  ima- 
ginären Durchmessers  an »  welcher  dem  Durchmesser  CD  zugeordnet 
ist»  die  Sehne  CE  aber  ist  parallel  demjenigen  imaginären  Durch- 
messer» dessen  zugeordneter  reeller  Durchmesser  in  HK  ßUlt» 
Nun  bilden  zwei  reelle  Durchmesser  allemal  denselben  Winkel» 
wie  die  ihnen  zugeordneten  imaginären;    folglich  ist 

W.  F/)£;=W.  KBD. 

Du  aber  die  Linie  HK  im  Dreieck  CDE  die  Mitten  zweier  Sei- 
ten verbindet»  so  ist  sie  der  dritten  Seite  CE  parallel  and  demnach 

W,  DCEz=W.  DHK=W.  FDE. 
Bemerkung.    Zieht  man  durch  C  eine  Tangente  CCr»   so 


j 
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ist,  wie  leicht  einxosebeD ,  CG  \\  DF,  da  sich  die  entsprechenden 
Tangenten  des  Axenicretses  auf  der  G^enaxe  scfaneivien.  Folglich 
ist  W,  GCD  s  W.  CDF,  und  also  nach  dem  Voranstebenden : 

W.  GCE=iW.  CDE. 

Der  Sats  hleibt  also  auch  richtig,  wenn  man  statt  der  Süssem 
Sdine  eine  innere  wie  CE  nimmt :  nur  moss  man  alsdann  den 
iptien  Winkel  mit  seinem  stumpfen  Nebenwinkel  vertauschen. 

{.  135.  Lehn  atz.  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  jede 
eistm  gegebenen  reellen  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  die 
i^ttlere  Proportionale  aus  den  beiden  Abschnitten  des  Dnrchmes- 
wm.    (Fig.  79.) 

Beweis.  Zieht  man  EG  parallel  der  Tangente  DF^  so  ist 
EG  eme  dem  Durchmesser  CD  zugeordnete  Ordinate.   Nun  aber  ist 

^DEGqo^ECG, 
<aWmkel  DEG==FDE=ECG  ist;  mithin  verhSit  sich 

DG:EG=^EG:CG. 

Beiriehnet  man  DG  durch  w,    BD  durch  ai,  so  folgt: 

y*=a:' — Ol*. 

Wird  d^cgen  HG  durch  Xi  bezeichnet»  so  erhftit  man  analog 
dem  Rfiberen : 

$.  13S.  Lehrsati.  Je  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  sind 
ikdiche  Figuren. 

Beweis.  Es  seien  (Fig.  80.  und  Fig. 80.  a.)  in.  den  Axenkrei- 
8M  Aber  den  Axen  FG  und  fg  zwei  ahnliche  Dreiecke  errichtet, 
FCC*  und  fgc'.  Sucht  man  nun  die  den  Punkten  C  und  &  ent- 
■prechenden  Punkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln  und  zidit  die 
Ordlnateo  C/>undc<2,so  istW.  GCD^zVf.  GFC,  W.gcd=yf.gfc, 
wUiuk  auch  A  GCDco^gcdyXtnd  demnach  auch  ^FGCoo^fgc. 
Die  iHmkte  C  und  c  und  alle  auf  dieselbe  Art  gepaarten  Punkte 
sind  also  durch  ähnliche  Dreiecke  über  FG  und  fg  bestimmt,  folg- 
Gdi  sind  beide  Systeme  Shnlich. 

§.  137.  Lehrsatz.  In  der  ungleichseitigen  Hyperbel  verhält 
Mk  jede  einem  reellen  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  zur 
aJttlerti  Proportionale  aus  den  beiden  Abschnitten  dieses  Durch- 
messecB,  wie  die  der  Ordinate  parallele  Substitute  zum  gegebe- 
ne« IMehmeseer. 
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Beweis«  Es  werde  ta^tsl  <Flg.  81.)  über  der  Axe  FG  der 
gegebeaen  idigleieheeitigeD  Hyperbel  eine  gleidiseltige  coi»tniirt 
und  in  dieser  der  Dorchmesser  CI^  gesucht,  welclier  dem  g^e* 
benen  Dorchmesser  CD  entspricht« 

Sodann  werde  eine  zweite  gleicliseitige  Hyperbel  errichtet, 
deren  Kx»  fg  so  bestimmt  ist,  dass  sich  vechült 


fg.FG^CDiC'iy. 

*  *    ' 

Diese  zweite  gleichseitige  Hyperbel  Ist  nun  der  ersten  äbtilich, 
and  wenn  cd  der  Strecke  CD*  entspricht,  so  behaupte  ich,  dass 
ed:=zCD  ist    Denn  es  muss  sich  verhalten 

edi  C'iy^zfgiFG^  CD:  CD'. 

4  t 

Die  «weite  gleichseitige  Hyperbel  ist  aber  überdies  der  OBgMeb- 
seitigen  affin.  Entspricht  nun  der  Punkt  a  in  der  Verl&ngermig 
▼on  cd  dem  Punkte  A  in  der  Verlängerung  von  CD,  so  wird  sich 
verhalten 

CD:cd=i  CAica^ DAida; 

folglich  ist  wegen  der  Gleichung  CD=zcd  auch  CA^zca,  DA^dfu 

Endlich  seien  DE  und  de  halbe  Substituten,  AB  und  a& 
ihnen  parallele  Ordinaten.    Dann  verhftlt  sich 

AB :  ab  =  DEi  de. 

Es  ist  aber  ab  die  mittlere  Proportionale  aus  DA  und  CA»  ond 
de  ist  dem  halben  Durchmesser  HD  gleich. 

$.  138.  Lehn  all.  Verbindet  mau  in  einer  HyperbM  die 
Endpunkte  zweier  Substituten  mit  einander^  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien parallel. 

Beweis.  Es  seien  jViVund  /'Q  zwei  Substituten  einer  gleieb- 
seMigee  Hyperbel.  <Fig.  82.)  Andererseits  seien  Im  AieiAteiee 
derselben  A  und  B  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welcBe 
den  Asymptoten  entsprechen  (Fig.  82.  a.),  Sffi'  und  PQ!  die  die« 
gef^enen  Substituten  entsprechenden  Tangenten. 

Die  Geraden  M*Q'  und  PN*  durchschneiden  sich  ^ch  (.  92« 
auf  der  Verlängerung  von  AB^  also  auf  der  Gegenaxe;  folglich 
wetden  die  Urnen  entsprechenden  Geraden  MQ  und  Plt  einander 
paiallel  sein.  Der  Beweis  gilt  zugleich  fUr  die  ungleichseitige 
Hyperbel  wegen  ihrer  AffinitSt  mit  der  gleichseitigen. 

$.  139.    Lehr  natu    Das  durch  irgend  eine  Srihstltute 


Hyp«ifcii  TOD  dedi  nfiactten  den  AsysptoteD  liegend«!  RltinAk 
ihgeecfcoltteira  Dreieck  hat  einen  eoiutUnten  Inhalt 

Beneis.  Da  MQ  parallel  PN  tat,  «o  Ist  das  Dreieck  PQJT 
gldch  dem  Dreieck  jVTVQ;  folglich  ancfa  das  Dreieck  AfXJV  gleich 
dem  Dreieck  APQ. 

{.  140.  Ztt$aU.  Es  sei  C  der  Scheitel  einer  uQgleichseiti- 
gH  Hypvrbd,  if  A  die  dsich  den  Punkt  C  B*)Mftde  Sthstitute, 
B  der  Mittelpunkt  (F^.  83.].    Alsdann  ist: 

BC  =  a,    ÄC=b, 

Saht  »ae  non  durch  einen  beliebigen  Punkt  t"  der  Hyperbel  eitie 
•Mite  SobatUnte  i>£.  so  verhslten  sieh  die  Dreiecke  HAB  nnd 
BOE  wie  die  Piaducte  deijeaigen  Seiten,  welche  den  geneio- 
«nea  Winkel  B  eloaoblicsse»,  also: 

^BÄB.^.HDE=ABxBB:DHxEB, 

■itlie  Nt  wegen  der  QleieUeit  der  beiden  Dreiecke  c 

ÄHxBH  oder    ÄS*  =  DBxEB. 

Zieht  tun  aber  FK  parallel  mit  BB.  ao  ist,  weU  /*  dla  MUto 
TOD  7>£  ist, 

BK''=\.HD,    FK=zk.HE; 

BKXFK=\.ÄB*. 

Bezeichnet  man  der  Einracfafaeit  wegen  BK  darch  ii  and  dl«  Pe- 
rtUele  FK  doreh  e,   so  erklH  man  die  Cleichang: 

Der  Anedmck  1(0*46*)  wird  die  Potena  der  Hyperbel  gSnartM. 
Fir  di*  i^ttchB^igeHyperbri,  in  welcher  6  =  a  isi.'Hat  man 

HP  ^  J[0'. 

amme,  welche  von  den  btidev  Asyni- 
erea   vierte  Bcke  aoT  der  Hyperbel 

itigea  Bypeibel  ist  jedes  Parallelo- 
UKFL  (Fig. 84.),  ein  Rechteck,  der 
ans  der  Gleichong  uv!^\^   od^' 
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HKxKF^  ia>.  Dieser  Beweis  gilt  sogbioh  Gir  die  naglefok 
seitige  Hyperbel  wegen  ihrer  Affinität  mit  der  gleichseitIgeB.  Vcr- 
gleiche  §.  111. 


Anhang. 
IHe  ^lUMbrAtnr  der  Hyperliet  betrelfend, 

$•  141.  Erklärung.  Ich  verstehe  unter  Sector  einer  Hyper- 
bel eine  Figur»  die  entsteht,  wenn  man  (Fig.  85.)  die  Endpunkte 
eines  Hyperbelbogens  Ä'B'  mit  dem  Mittelpunkte  O  verbindet. 
Ein  asymptotisches  Segment  isteinFläcbenstöck  {C'FGD\  Fig.  87.)» 
weiches  von  einer  der  Asymptoten ,  einem  Bogen  der  Hyperbel 
(CZ)')  und  zwei  parallelen  Linien  (JCF  und  D'G)  begrenzt  wird. 
Laufen  die  beiden  parallelen  Seiten  eines  asymptotischen  Seg* 
ments  {CC'D'D)  der  zweiten  Asymptote  OM  parallel,  so  wdilea 
wir  dasselbe  ein.  Normalsegment  nennen.  Diejenigen  Stficke  der 
daran  liegenden  Asymptote  OJV,  welche  zwischen  dem  Mittel- 
punkt und  den  beiden  parallelen  Seiten  des  Normalsegments  lie- 
gen (also  OC  und  0/>),   heissen  die  Grenzabscissen  desselben. 

$.  142.  Lehrsatz.  Zwei  asymptotische  Segmente  zwischen 
denselben  Parallelen  sind  gleich.    (Fig.  86.) 

Beweis.  Wir  denken  uns  die  beiden  Bogen  AC  und  A'O^ 
welche  durch  die  beiden  Parallelen  BB'  und  Diy  abgeschnitten 
werden,  so  klein,  dass  sie  als  gerade  Linien  angesehen  werdea 
können.  Da  nun  nach  §.  128.  AB=iÄ'B'  und  CD=^Ciy  ist,  so 
sind  die  beiden  Paralleltrapeze  ABDC  unA  A'B^iyC  einander 
gleich;  Demnach  werden  auch  zwei  betiebige  asymptotische  Seg- 
mente ABFE  und  A'B'F'E\  die  zwisohen  denselben  Pttrallelea 
liegen,  einander  gleich  sein,  da  man  sie  durch  Paralleltinien  In 
unendlich  viele  Paralleltrapeze  zerlegen  kann,  die  paarweise  ein* 
ander  gleich  sind* 

(.  143*  Lehrt  atz.  Jeder  Sector  einer  Hyperbel  hat  gleicheo 
FlScbeninhalt  mit  demjenigen  Normalsegment,  welches  mit  ihm 
auf  demselben  Bogen  steht    (Fig.  85.) 

Beweis.  Um  zu  beweisen,  dass  der  Sector  OA'B*  gleich 
dem  Normafsegment  AA'B*B  ist,  ziehe  man  A'F  und  S'G  päral* 
lel  der  Asymptoten  ON.    Dann  ist 

Paralldogramm  Oi4il'F=:  Parallelogramm  OBB'C\ 

mithin  auch 
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ÜMäeck  OAA'  ^  Drriedc  OBB'. 

Zldit  mao  von   beiden  Dreiecken  das  gemeinsame  Stfick  OAK 
ab,  80  bleibt 

Dreieck  OKA'  =  Viereck  ABB'K. 

liegt  man  tu  beiden  das  FiSehenstück  A'B'K  hlnm,  so  kommt: 

Sector  Oil'i?=  Segment  AA'BB. 

9.  14&»  Lekrsait*  Zwei  Nornalsegmente  haben  gleichen 
FUcbeninbalt,  wenn  die  Grenzabscissen  des  einen  sich  eben  so 
n  einander  verhalten  wie  die  des  andern.    (Fig.  87.) 

Voranssetsong.    Es  verhält  sich 

OAiOB=OC:OD, 
dso  aocb,  wegen  der  Gleichungen 

OAxAA'-OBxBB'^  OCxCC'=  ODxDD': 

AA'.BB  =^CC.DD'. 

Behauptung.    Segment  ABB'A*  =  Se^iami  CDBC. 

Beweis.  Man  trage  die  Grenzabscissen  OA  und  OB  anf 
die  andere  Asymptote  OM  ab,  wo  sie  bis  a  und  b  reichen  m5gen, 
md  eoostmire  fiber  ab  das  Normalsegroent  abb'a'\  sodann  ver« 
Uode  man  a'  mit  C*  und  b'  mit  D',  und  verlängere  die  Verbindung»- 
fiflien,  bis  sie  die  As3rmptoten  bezüglich  in  F  und  /,  sowie  in 
G  nad  g  durchschneiden. 

Ffo's  Erste  ist»   wie  leicht  eiosuseheo» 

Segment  J^I'A'B  ^  Segment  aafb'b, 

filr*s  Zweite  ist: 

l^C'CF^l^faa', 

üD'DG^^gbb', 

da  W.  C'  =  /,    W.F=W.  a   und  C'F=za'f  ü.9.w.    Mithin  Ut: 

CF=:aa'=AA\ 

DFzzbb'  =BB. 
Nn  T^hilt  sich 

AA'.BB'=,CC'iDD'=CF.DG\ 

felgBeb  «M  |fe  Dreiecke  CC'F  nnd  X»i>'C;  ähnlich  and  dso  C^F 


i4ß  E9i€H:  ^  Varseäuu an  neuem  QeomeHie,  ^Me$.  eim  ehmemL 

parallel  I^G.  Demiach  «iad  die  beiden  aa3rmpletl8chen  SegmeBte 
C*FGD*  qnd  a'fyb*  einander  gleich«  und  es  werden  daher  aocb 
die  beiden  Normaisegniente  CC'D'D  und  aafb'b  gleich  sein,  da 
sie  durch  Addition  und  Subtraction  paarweise  gleicher  Dreietke 
aus  jenen  entstehen. 

Zmatz,  bt  (Fig*87.)  chs  Nonnalsegnent  AÄ'C'C  das  Dop- 
pelte des  Segments  AA'B'B,   so  verhält  sich 

OAWB=lOB;OC, 

■  I 

d.  hu  es  ist  OB  die  mittlere  Proportionale  zwischen  04  luid  OC* 

Hieraus  ergiebt  sich,  wie  ein  gegebenes  Normalsegment  tt 

halbiren  sei. 

♦ 

9.  146.  Folgerung.  Von  elnetn  Normalsegment,  dessen 
eine  Ordinate  AA'  (Fig.  88.)  durch  den  Scheitel  A'  der  Hyperbel 
geht,   sagen  wir,   es  beginne  mit  dem  Scheitel. 

Es  sei  die  gegebene  Hyperbel  gleichseitig,  ihre  halbe  Axe 
=  V2,  mithin  ihre  Potenz  r=  1.  DaRn  wird  auch  OA=:AA'=zl 
sein,  sowie  auch  der  Flächeninhalt  des  Quadrats  OAA'K  =1  isl. 

Eis  ist  einleuchtend,  dass  es  eine  Ordinate  geben  muss',  die 
mit  AA;*  ein  Normalsegment  bildet,  welches  dem  Quadrat  OjI^I'ü^ 
gleich  ist  Es.  sei  BB'  diese  Ordinate  und  es  werde  die  bisher 
Mibekannte  Abscisse  OB  dnreh  e  bezeiohnei  Wäre  nun  s  gei^e« 
ben»  so  würde  es  leidit  sein,  diejtei^n  Ordinaten  CCfi^  I^D^^ 
EE't  «.  s.  w.  zu  construlren,  durch  welche  Morfnalsegmente  ▼om 
Flächeninhalt  2,  3,  4,  u.  s.w.  abgeschnitten  wfirden.    Hau  hätte: 

OA.OB^OB.OC, 

OC=ÜB^=Le\ 
Ferner 

OAiOB=20CiOD. 

OA:OB=OD:OE, 

ODz=e*»    OE^^l  '         ' 

u.  s.  w. 

„  ogarithroensystem  mit  der  Zahl  e  als 

Basis  und  nennen  die  demselben  angehurigen  Lo^arithm^  ^Tf^ 
bolische  Logarithmen  »sp  ist  d^rch  das  Voranstehende  bewiesen, 
dass  jeder  Logarithmus,  welcher  eine  ganze  Zahf  ist,  den  Flächen* 
hhaU  Am  NonubegMette  tnsdrilekt,,  dessaii  CramOMtfaNi  4«r 


Bag4Mr%eii  Zdil  gleiob  iät  Beneichn«!  Mm  äbo  dfo  @«ew- 
aitociwe  dorcb  «,  da»  durch  d'MMrlbie  ke«tiauBte,  mit  idcBi  Schai^ 
tel  b^inneDde  Segment  dareh  g,  so  hat  man,  se  oft  j  emegMuie 
Zahl  ist,  nach  dem  Bisherigen: 

f.slog.hyp.ti. 

Diese  Wahrheit  iSsst  sich  Isogleich,  deich  folgende  Betracbtang 
tfweitera« 


»  • 


Es  sei  OM  die  mittlere  Proportionale  zwischen  OC  und  OD. 
Abdann  ist 

•  ■ 

fAA.rMsnm^      Segm.  AA'C'C  +  Segm.  AÄ'I>D 
8^m.  {ÄÄ'M'M)  Ä  — 2 V     ^ — — : 

log,  hyp.  OC-f  log,  hyp.  OD  ' '  '  •* 

Nim  aber  ist 

Es  ^  also  die  Gleichung 

i:=log.byp.ti 

aocb  f&r  alle  Wertbe  von  i ,  welche  sich  durch  Binsehaittfog  eiaM 
aritfcioetischen  Mittels  aus  der  natürlichen  Zahlenreihe  erzeugen 
lasseo,  ja  för  alle  Wertbe,  die  dnrcdi  unendlich  oft  wiederholte 
Einscbaltung   aus    derselben    hervorgehen.     Jetzt  wird   es  leicht 

fein,  die  allgemeine  Gültigkeit  der  obigen  Formel  darzuthun. 

I 

$.  146.    Lehrsati.    FCfr  jeden  Werth  von  s  und  u  gilt  die 
Gleichung 

f  =:log.hyp.u. 

.       .         •       ,'■••, 

Beweis.    Ich  behaupte,   das  Segment  s  kann  nicht  grisiat 
sein,  als  der  log.  hyp.  ti.    Denn  bStte  man 


f=3|eg.hyp.u-f  «r. 


M  ••  1  =3  lAff.  hvn.  t£ -ff- #y .       •     .    ,    * 


I   t 


so  liesse  sich  durch  hinreichend  oft  wiederholte  Einschaltung  des 
arithmetischen  Mittels  ein  solcher  Werth  s*  finden/  der  gj^dsei 
ab  i0g.byp.ti9  aber  kleiner  als  log.  hyp.  u  4- 9  wäre.    Wäre  nun 

f '  :^  log.  hyp.  ti^ 

wo  würde  g*  der  Inhalt  desjettigeu  Normalsögments  sein,  welches 
farch  den  Ahscisseawerifa  tc'  bestimmt  wirde.    !Nun  aller  Ist  «^ 
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liMner  ah  i ,  also  mOsate  auch  die  Absdsae  u*  Idainer  sein  als  a. 
Es  tet  aber  u*  im  Gegeotheii  grösser  als  h;  dean  maa  hat  der 
Voraussetzung  nacb 

log.byp.ti'  >  log.bjrp.tt. 

Folgllcb  kaon  $  ntebt  grösser  sein  als  I0g.b3rp.tf.  Ebenso  beweist 
man,  dass  $  aucb  nicbt  kleiner  sein  kano^ 

$•  147.    Aufgabe.    Die  ZabI  e  zu  berecbnen. 

Auflösung.    Man  ziehe  die  Ordinate  NN*  sehr  nahe  derje- 
nigen Ordinate  AA'  (Fig.  88.) ,  welche  durch  den  Scheitel  A'  der 

Hyperbel  gebt,  und  es  sei  AN^^  —  ,  mithin  02Vsl-t-~-  Ist  nun 

—  sehr  klein  oder,  was  dasselbe  sagt,  m  sehr  gross,  so  tisst 
sich  das  Segment  AA'N'N  sehr  nahe  als  ein  Rechteck  ansehen 
mit  der  Grundlinie  A^=-  und  der  Höbe  AA':=l.    Der  Inhalt 

dieses  Rechtecks  ist  also   =  — .    Andererseits  ist  derselbe  glekb 

log.byp.  OJnr=  log.byp.(l  +  -). 


DemniMdi  hat  man: 


i  =  Iog.liyp.(H.l) 


oder 


^  =  1+1,    e  =  (l+^. 


und  diese  Gleichung  wird  sich  um  so  mehr  der  Richtigkeit  nähern, 
je  grösser  man  m  annimmt.  Nacb  dem  binomischen  Lehrsätze 
hat  man: 

1         ,      m    1  .  m(m— 1)    1    ^  m(m— l)(m— 2)    1 
(*  +  ^  -*+Tm+      1.2       5*  + 1:2:3 S? 

wofBr  man  schreiben  kann: 

(i+l).=n-n-(i-l).rl5-Ki-i)(i-|).i:^3 


+(l-i(l-|l(l-|).OX4 
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h  grSwer  nim  m  wird,  nin  so  nebr  werden  sieb  di«k  GrOMen 

1     S     3 

-•  —  >   —,  u.  s.w.  der  Null  nähern;  denkt  mao  sich  also  moDendlich 
fli    m     in 

gross,  so  kommt 


WM  hiemach  der  Werth  von  e  berechnet,  so  erhält  man: 

e=:  2,7182818.... 

§.  14a  Folgerung.  Der  Sector  OA'»  (Fig.  85.)  ist  gleich 
dem  Normalsegment  AÄ'B'B,  Für  jenen  Sector  aber  ist  es  be- 
quemer, wenn  man  von  B*  ans  ein  Loth  auf  die  Axe  OA'  (Mit, 
«n  den  Inhalt  desselben  mittelst  der  Abscisse  OD  und  der  Ordi- 
ntle  DB  auszudrücken. 

Es  sei  C  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  Ordfanate  DB*  und 
fe  Asymptote  OlS  durchschneiden.    Alsdann  Ist 


DC^OD^x,    OC^^Om^DC^-'lx^, 

alio 

OC=V2.ar; 

ferner  ist 


Abo  kommt: 


11=  OB=OC-.Cß=:^J^, 


irorans  herrorgeht: 


«=log.hyp.^^. 


bt  Dan  doe  beliebige  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  mit  der 
Aze  2a,  so  ist  diese  der  gegebenen  ähnlich,  und  bezeichnet  man 
Ae  den  GfSssen  x,y,  s  entsprecbendeR  GrSsseii  durch  ^r',  y',  y, 
«0  bat  man: 

1)    aix'  =^V2:a, 


Bttaas  folgt: 


2)  y:y«=V2:a, 

3)  f:i' =:(v2)*;a«. 
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Jefo  wAgldAB^ißge  Hyperfcel-tet  der  gleichseHigeo  afBs«  ^  Be* 
zeiclmet  man  nun  die  den  ^rOssen  x',  5^,  i'  eoteprechenden  6r56« 
seh  durch  ^1 »  ^i »  «1  >  so  liat  man : 

1)    ar,  =ar', 

3)    si'.  i'  zubta, 

■  <  t 

wo  6«    wie  immer,    die  halbe  imaginäre  Axe  der  angleichseitigen 
Hyperbel  bezeichnet.    Dies  giebt 

,=^,.,.byp.(*+^). 

Will  man  aber  dasjenige  StQck  berechnen»  welches  von  einer 
Ordinate,  einem  mit  dem  Scheitel  beginnenden  Bogen  und  der 
Axe  begrenzt  wird,  also  eine  dem  FläcbenstOck  A'B'D  entspre- 
chende FIftche,  «0  wird  man  von. dem  Ureieok,  welphes.den 
Dreieck  ODB^  entspricht,  den  Sector  ii,  welcher  dem  Sector 
A'B'O  entspricht,  abzuziebert  haben.    Man  erhält  also: 

F=4x.y.-^*log.l.yp.(5+|). 

§.  149.  Bemerkung.  Diejenigen  Sätze,  welche  frfiher  von 
harmonischen  Punkten  auf  der  Kreislinie  and  von  den  Polaren 
des  Kreises  bewtesen  wurden,  gelten  fast  unverändert  fQr  die 
Ellipse  und  Hyperbel: 

1)  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eines  Tangentenpaars  eine 
Sekante  durch  eine  Ellipse  oder  Hyperbel»  so  hat  man  vier  har- 
monische Punkte  auf  diesen  Kurven,  d.  h.  vier  Punkte  von  der 
Beschaffenheit,  dass,  wenn  sie  mit  irgend  einem  Punkte  der  Ellipse 
oder  Hyperbel  verbanden  werden,  allemal  ein  harmonischer  Büschel 
entsteht. 

Denn  in  afBnen  nod  eonibrmen- Systemen  enisprieht '  einen 
harmonischen  Bänehet  des  einen  Systems  nliemirf  ein  hunnonisdier 
Bfischel  in  dem  andern. 

2)  Gehen  mehrere  Sehnen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  darch 
denselben  Punkt,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  zu  die- 
sen Sehnen  gehörigen  Tangentenpaare  auf  einer  Geraden  der  Po- 
lare dieses  Punktes ,  and  umgekehrt:  liegen  die  Durchschnitts- 
pankte  mehrerer  Tangentenpaare  auf  einer  Geraden,  so  gebeir 
die  Berührnngssehnen  sämmtlicher  Taof^entenpaare  durch  einen 
und' denselben  Punkt,  den  Pol  jener  Geraden. 


Dies  folgt  M«  dem  Unistatode»  Mm  M'  dShied  und  dhifonniTif 
SysteoieD  aidireteB  Pvttkte  de«  einen  Systems,  die  auf  einer  6e«- 
raden  liegen.  In  dem  andern  Systeme  wieder  solche  Punkte  ent- 
•precben,  die  anf  eioer  Geraden  liegen,  und  dass,  weno  mehrere 
Gerade  des  einen  Systeips  durch  einen  Punkt  gehen,  auch  die  ent* 
sprechenden  Geraden  des  andern  Systems  durch  denselben  Punkt 
gehen. 


•  '■    ' . 


*  \ 


Ton  der  Parabel. 

§.  150.  Ertlärung.  Der  geometrische  Ort  aller  derjenigen 
Pnakte»  welche  von  einer  festen  Geraden  AB  und  einem  fe«Men 
Pvakle  C  gleiche  Entfernung  haben,  heisst  eine  Parabel.  Die 
Umt  AB  wird  Leitlinie  und  der  Punkt  C  der  Brennponkt  ge- 
M&Dt    (Fig.  89.) 

Ein  ron  einem  beliebigen  Punkt  der  Parabel  D  auf  die  Leit- 
Rille  gefülltes  Loth  DE  heisst  ein  äusserer,  die  Linie  CD,  welche 
den  Punkt  D  mit  dem  Brennpunkte  C  verbindet,  em  innerer  Leit- 
strahl.   Der  Definition  der  Parabel  gemäss  ist  also  CD  =z  DE. 

Verbindet  man*  einen  beliebigen  Punkt  £  der  Leitlinie  mit 
dem  Brennpunkte  C,  errichtet  sodann  in  E  ein  Loth  auf  der 
Leidioje  Aß  und  in  der  «Mitte  von  CD  in  M  ein  Loth  auf  CD. 
SS  gehört  der  Dovchscbnittspunkt  D  der  beiden  Lotbe  der  Para» 
bd  ao,  In  der  Richtung  jeder  auf  der  Leitlinie  afeakrechten  Linie' 
giebt  es  hiernach  dnen,  aber  auch  nur  einen  Punkt,  weicher  der 
Parabel  angehCrt 

Die  Parabel  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Leitlinie. 

S«  ISL  Erklärung.  FSiTt  man  vom  Brennpunkt  C einer  Pa- 
rabel ein  Loth  CF  auf  die  Leitlinie,  so  fst  die  Mitte' C dieses 
Lotbes  ein  Punkt  der  Parabel  und  wird  der  Scheitel  deriselben 
genannt    Die  Gerade  GC  bc^lsst  die  Axe  der  Parabel. 

Zlebt  man  durch  deft  Brennpunkt  ehie  auf  der  Axe  senkrechte 
Unfe  und  trägt  die  Entfernung  zwischen  dem  Brennpunkte  mid 
der  Leitlinie  CF  nach  beiden  Seiten  hin  auf  dieses  Loth  ab /wo 
sie  bin  H  und  i  reichen  mag,  so  geboren  die  Punkte  H  und  / 
der  Anreh  die  Leitlinie  AB  und  den  Brennpunkt  C  beittimmfen 
Parabel  'Sb  ;  denn  die  Lotbe  HK  und  JL  sind  beide  glelcJi  iJF, 
«d  nlthfai  gfeieh  CM  und  CJ.  Die  Sehne  HJ  heisst  der  Hanpi* 
pi«y90tjBr«  .J|^®  i^ndere  durch  C  gehende  Sehne  ein  Ne^enpara^ 

^^pS^*  «  ^  Im  #'      .»..1"      .   ♦*  t     i      C> 

*  Die  ÜMinmiiny  swiKben  dem  Brennpunkte  nnd  der  Leltfhfie' 
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CF  i«t  der  Hftlfte  4es  HaopIpftraiBetors,  die  Strecke  zfrischen  dem 
Scheitel  und  dem  Brennpunkte  dem  vierten  Theile  desselben  giridi. 

Wird  vom  Punkte  D  einer  Parabel  ein  Loth  DN  auf  die 
Axe  geßllU,  so  heisst  dieses  Lotb  eine  der  Axe  zugeordnete  Or- 
dinate. Die  Abscissen  pflegt  man  Vom  Scheitel  der  Parabel  sa 
rechnen. 

Bemerkung,  Mechanisch  lässt  sich  die  Parabel  auf  fol- 
gende Weise  construiren: 

Man  legt  an  die  Leitlinie  AB  ein  Lineal,  und  daran  legt  man 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  RST.  Ein  Faden  wh'd  nun  mit  seinen 
beiden  Enden  in  i$  und  C  befestigt  und  dieser  mit  eiüem  Stift  In 
ü  fest  an  die  Seite  RS  angelegt,  so  dass  er  die  gebrochene 
Linie  CVS  bildet  Wird  nun  das  Dreieck  RST  mit  der  Seit» 
RT  an  der  Leitlinie  AB  hingerückt,  so  dass  die  andere  Seite  Ai^ 
beständig  sich  selbst  und  der  Axe  FC  parallel  bleibt,  und  spannt 
man  mit  dem  Stifte  den  Faden  immer  straff  an,  ohne  dass  sich 
der  Stift  vom  Dreieck  entfernt,  so  wird  dieser  die  Parabel  GU 
beschreiben,  wenn  nur  der  Faden  CÜS  gleich  der  Seite  RS  ge- 
macht wurde. 

Auf  ähnliche  Art  lässt  sich  auch  die  Hyperbel  beschreiben: 

In  B  (Fig.  00.)  ist  ein  Lineal  BC  mittelst  eines  Stiftes  be- 
festigt, so  dass  dasselbe  um  diesen  Stift  herumgedreht  werden 
kann.  In  A  und  C  ist  ein  Faden  befestigt,  der  in  Ü  mittelst 
eines  Stiftes  an  das  Lineal  gedrückt  wird.  Wird  nun  das  Lineal 
um  B  gedreht,  so  beschreibt  der  Punkt  ü  einen  Hyperbelbogen; 
doch  muss  der  Faden  ^IC/C  kleiner  als  die  Summe  ^IJS-f  i?C sein. 

{.  162.  Lehrsatz.  Die  Linie,  welche  den  von  einem  Innern 
und  dem  zugehörigen  äussern  Leitstrahl  einer  Parabel  gebildeten 
Winkel  halbirt,  hat  nur  einen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein  und 
wird  eine  Tangente  der  Parabel  genannt.    (Fig.  89.) 

Betels.  Verbindet  man  den  Fusspunkt  E  des  äussern  Leit- 
strahls ED  mit  dem  Brennpunkt  C,  so  steht  die  HalbhungsIlBle 
MD  des  Winkels  CDE  senkrecht  auf  der  Mitte  von  CE.  Gäbe 
es  nun  ausser  D  in  der  Richtung  der  Linie  MD  einen  zweiten 
der  Parabel  angehurigen  Punkt,  etwa  den  Punkt  X,  so  müsste 
nach  der  Definition  der  Parabel  das  Loth  XF=:  JCC  sein.  Nun 
aber  Ist  XC=:XE,  also  wäre  auch  XEssXYf  was  unmöglich  ist 

Zusatt.  Die  Tangente  und  Normale  in  D  bilden  mit  4^ 
beiden  Leitstrahjen  DE  und  DC  einen  harmonischen  BüscheL 
Sind  daher  P  nnd  Q  die  Durchncbnittspunkle  der  genaniiiin  Lhiien 
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■it  der  Aze,  80  ist  PC=CQ,  da  der  Strahl  DE  der  Aze  paral- 
Mlioft. 


Tangente  GO,  welche  durch  den  Scheitel  der  Parabel 
geht,  steht  senkrecht  auf  der  Axe  and  ist  daher  der  Leitlinie 
paralleL  Fällt  man  also  vom  Brennpunkt  C  ein  Loth  anf  eine 
beliebige  Tangente  DP,  so  liegt  der  Fusspnnkt  JU  dieses  Lothes 
ifiemal  auf  der  Scheitel  tangente  GO. 

Denn  verlängert  man  CM  bis  zur  Durchschneidung  mit  der 
LeitBnie  in  £,  so  ist  E  der  Fusspunkt  des  zu  D  gehörigen  äus- 
•m  Leitstrahk  und  es  ist  EM^MC,  mithin  muss  GO  durch 
M  gehen. 

{•  153.  Erklärung.  Die'  Strecke  PN  der  Axe,  welche 
sniechen  einer  Tangente  und  der  Ordinate  ihres  Berührungspunk- 
tis  Begt,  nennt  man  Subtangente ;  die  Strecke  HQ  zwischen  Or- 
und  Normale  heisst  Subnormale. 


'  4.  154.    Lehrt  atz.    In  der  Parabel  ist  die  Subtangente  das 
Deppeite  der  Ahscisse. 

Die  Subnormale  ist  constant  und  dem  halben  Parameter  gleich. 
(R«- ».) 

Beweis.  Da  M  die  Hitte  von  EC  und  MG  parallel  EF  ist, 
se  ist  MG  der  Hälfte  von  EF  und  von  DN  gleich.  Nun  aber 
rerhüt  sich 

PGiP]S=^GM.ND, 

«thia  ist  PG  die  Hälfte  von  PN. 

Zieht  man  von  den  beiden  gleichen  Strecken  PG  und  GN 
die  gMchen  Strecken  FG  und  GC  ab,  so  bleibt 

PF^  CN, 

Ffr*«  Zweite  ist 

PC=  CQ. 

ZMit  UDUtn  wiederum  von  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  glei- 
chen GrSssen  PF  und  CN  ab,  *so  bleibt 

FC=NQ. 

§•  ltS6.   Lehrsatz.   In  der  Parabel  ist  das  Quadrat  jeder  auf 
dar  Axe  senkrechten  Ordinate  gleich  dem  Rechteck  aus  dem  Para- 
«nd  der  zugehörigen  Abscisse.i 


Beweis.    Man  hat  (Pig.SQ.)  im  rechtwinkligen  Dreieck  PDQ: 
meU  XXIX.  11 


154   Btien:  VarukmU äfrneuem eemtuMe ,  tMei.  eine tlemm. 

I 
I 

ai«o 


9«  156.  Erklärung.  Einen  KreU»  weldier  die  Parabel  xm 
Scheitel  von  aussen  beröhrt ,  d.  h.  mit  der  Parabel  die  Scheitel- 
tangente gemein  hat  und  nicht  mit  der  Parabel  auf  derseibeo 
Seite  dieser  Tangente  liegt ,  dessen  Durchmesser  dem  Parameter 
gleich  ist»  nennen  wir  den  Scheitelkreis  der  Parabel.    (Fig.  91.) 

§.  157.  Lehrsatz.  Die  Parabel  ist  in  Conformitätslage  mit 
ihrem  Scheitelkreise,  insofern  man  die  Snheiteltangente  als  Con- 
formitStsaxe  ansieht,  das  Projectionscentriim  aber  so  bestimmt 
dass  der  Punkt  R^  in  welchem  die  Axe  den  Scheitelkreis  som 
zweiten  Mal  durchschneidet,  in  der  Mitte  zwischen  dem  Scheitel 
der  Parabel  und  dem  Centrum  liegt 

Beweis.  Man  fölle  in  Fig.  91.  von  einem  beliebigeii  Puktt 
D  der  Parabel  ein  Loth  auf  die  Scheiteltangente,  verbinde  <)m 
Fusspunkt  E  desselben  mit  R,  und  D  mit  dem  Scheitel  der  P»* 
rabel  Cr. 

Es  ist  EÜ^T,  EG=:g,  R6r=zp;  also  ist  wegen  der  Pro- 
portion 

« 

das  Dreieck  RGE  oo  DEG,  und  also  W.  EGD  =  W.  ERG.  Noo 
sei  D*  der  Punkt,  in  welchem  die  Linie  ER  die  Peripherie  dee 
Scheitelkreises  dnfobschneldet  Verbindet  man  D*  mit  G,  eo  i«t, 
wie  leicht  einzusehen, 

W.  i>GE  =  W.  EGR  =  W.  EGD, 

mithin  halbirt  GE  den  Winkel  DGD',  und  da  RG  senkrecht  anf 
GE  steht,  so  ist  Cr  das  Centrum  eines  harmonischen  Bflscheb. 
Macht  man  nun  RO  =  RG  und  verbindet  O  mit  E,  so  wird  aocJi 
E  das  Centrum  eines  harmonischen  Büschels;  denn  es  ist  £2) 
parallel  OCr,   und  der  Strahl  ER  geht  durch  die  Mitte  von  0(7* 

Die  beiden  harmonischen  BQschel  E  und  Cr  haben  den  StrabI 
EG  gemein  und  liegen  daher  axial.  Durehaebneidet  aber  die 
Gerade  01>D  die  Scheiteltangente  in  K,  so  wird  die  Slredoi 
OK  in  ly  und  D  harmonisch  getheilt 

Bemerkung.    Die  gemeinsame   Gegenaxe   beldar   Syt^teme 


i 
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barikrt  dra  Scheitelkreia  in  A ;  der  Punkt  R  kann  also  der  Ge- 
SCBponkt  de«  Scbeitelkreise»  genannt  werden.  Da  es  fUr  den 
Pankt  R  keinen  entsprechenden  Punkt  in  der  Parabel  giebt,  so 
ist  dieselbe  keine  geschlossene  Kurve. 

{.  158.  Folgerungen,  1)  Jeder  Tom  Gegenpnnkl  R  des 
SdieUelkreiMs  aualaufeutlen  Sehne  deMelbeo  Ul>  (Fig.  92.)  enl- 
ipricbl  in  dec  Parabel  (Fig.  9^  a.)  eine  mit  der  Aze  parallele  Ge- 
lade  Eli,  i*elche  die  Parabel  nur  in  dem  Punkte  D  durcbschnei- 
d«t.  Eine  Gerade  dieeer  Art  beisst  «in  Durchmesser  der  Parabd 
s«d  der  Ponkl  D  der  Scheitel  desselben. 

2)  Zieht  man  in  D"  eine  Tangente  1>'A^'  an  den  Scheitelkreia, 
K  entspricht  ihr  wieder  eine  Tangente  der  Parabel  DS. 

3)  Es  sei  Z<  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  />'Jf'  di« 
filgenaxe  durchschneidet,  Ist  nun  eine  Kreissebne  P'Q'  gege- 
hn,  welche  verlängert  durch  h  geht,  so  entspricht  derselben  in 
der  Parabel  eine  Sehne  PQ,  welche  der  Tangente  DM  parallel 
iit  Eine  solche  Sehne  beisst  dem  von  V  auslaufenden  Durch- 
aesser  ugeordnel. 

1)  Die  SStxe  von  bar wenis eben  punkten  einer  Kreislinie,  any- 
wie  auch  von  den  Polaren,  lassen  sieb  ohne  Mühe  aif  die  Par&^ 
bei  ansdeboen. 

f  159.  Lehrtatt.  Jede  Sehne  einer  Parabel  wird  vom  zu- 
geordneten Durchmesser  balbirt. 

Beweis.  Die  Sehne  P'Q'  des  Scheiteibreises  wird  vom 
Dnrcbachnitt  des  Tangentenpaares  und  der  lugehürigen  Bertibrungs- 
sebne  in  V  und  S'  harmonisch  getbeilt.  Kun  aber  liegt  der  Punkt 
L  auf  der  Gegenaxe;  folglich  ist  der  Punkt  S,  in  welchem  die 
Seboe  PQ  vonv  eogeorduelen  Durchmesser  j^eacbnitten  wird,  die 
Bütte  VC«  PQ. 

Die  Linie  ST,  welche  den  Durcfascbnitt 
mit  der  Mitte  der  fierflhrnngsaehne  vtr- 
I  btung  des  der  Berührungasehne  zugeord- 

I  wird  vom  Scheitel  desselben  balbirt. 

Beweis.  Zieht  man  in  P  und  Q  Tangenten  an  den  Scbei- 
ItKreis,  s(>  schneiden  sich  dieselben  in  der  Verllngerung  von 
Ut-;  Ariglich  flcbneiden  eich  die  Parabel  tangenten  in  PvnA  Q  in 
dfl|i}V«rlfii>g«mng  des  DnrchmecaerK  DS,  welcher  der  Sehne  PQ 
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Fffrs  Zweite  sind  die  Punkte  RS' DT  vier  barmoniselie 
Puukte.  Da  aber  R  auf  der  Gegenaze  Hegt»  so  liegt  D  lo  der 
Mitte  zwischen  iS  und  T. 

§.  161.  Lehn  atz.  Die  Polare  des  Brennpunkts  einer  Pa- 
rabel föllt  mit  der  Leitlinie  zusammen.    (Fig.  93.) 

Beweis.  Dem  Brennpunkte  der  Parabel  entspricht  im  Systeme 
des  Scheitelkreises  ein  Punkt ,  welcher  auf  der  Verlängerung  der 
Parabelaxe  liegt.  Da  aber  diese  Axe  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  gebt»  so  sind  die  Polaren  aller  derjenigen  Punkte,  welche 
in  der  Richtung  derselben  liegen,  senkrecht  darauf  und  mithin  der 
Conformitätsaxe  parallel.  Demnach  sind  auch  alle  entsprechenden 
Polaren  im  Systeme  der  Parabel  auf  der  Axe  derselben  senkrecht 

Dasjenige  Tangentenpaar»  welches  den  Parameter  TV  zur 
Beruhrungssehne  hat»  hat  seinen  Durchschnitt  auf  der  Leitlinie. 
Denn  die  Subtangente  CV  Ist  das  Doppelte  der  Abscisse  C2» 
also  gleich  der  Hälfte  des  Parameters;  ebenso  gross  aber  ist  die 
Entfernung  des  Brennpunkts  C  von  der  Leitlinie  PQ. 

Da  nun  der  Punkt  F  ein  gemeinsamer  Punkt  der  LeitUoie 
und  der  zum  Brennpunkt  C  gehörigen  Polare  ist,  da  zweitens 
beide  auf  der  Parabelaxe  senkrecht  stehen,  so  folgt»  das^  beide 
in  einander  fallen. 

§.  162.  Lehrsatz.  Jedes  Tangentenpaar  einer  Parabel»  des- 
sen Durchschnitt  auf  der  Leitlinie  liegt»  schliesst  einen  rechten 
Winkel  ein.    (Fig.  94.) 

Beweis.  Liegt  der  Tangentendurchschnitt  F  auf  der  Leit- 
linie» so  geht  die  Berührungssehne  DE  durch  den  Brennpunkt  C 
und  ist  also  ein  Parameter. 

Verbindet  mau  nun  den  Punkt  F  mit  der  Mitte  G  des  Para- 
meters DE,  so  ist  FG  als  Durchmesser  der  Parabel  senkrecht 
auf  der  Leitlinie  AB.  Fällt  man  also  von  D  und  E  die  Lethe 
DH  und  EJ  auf  AB,  so  ist  FG  als  Mittellinie  des  Paralleltra- 
pezes HDEJ  gleich  der  halben  Summe  von  DH  und  EJ.  Nun 
aber  ist  nach  der  Deinition  der  Parabel 

UD  =  DC,    JE=zEC, 
mithin 

HD  +  JJB  =  DE. 

Demnach  ist  FG  gleich  der  Hälfte  von  DE,  d.  h.  =  GD  tmd 
s=  GE.  Es  lässt  sich  also  vom  Punkte  G  aus  ein  Kreis  un  iam 
Dreieck  DFE  beschreiben;    folglich  ist  der  Winkel  DFE^R. 
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Zusatt.  Der  Scheitel  A'  ist  die  Mitte  von  FG,  folglich  ist 
K€k  der  Tierte  Thell  des  Parameters  DE.    Nun  aber  ist  KG—KF 

=  ilÄ  + ÄX=:x' +  j »  wofern   man  unter  x'  die  zam  Scheitel 

K  gehörige  Abscisse  AL  und  unter  p  den  Hauptparameter  ver- 
steht; folglich  ist 

/>£-;>  + 4a:'. 

9.  163.  Lehrsatz,  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  Z 
tioer  Parabel  (Fig.  92.  a.)  mit  den  Endpunkten  einet*  Sehne  und 
den  Scheitel  des  angeordneten  Durchmessers,  und  zieht  sodann 
von  Z  eine  Parallele  mit  dem  Durch messer,  so  entsteht  in  Z  ein 
kamoiiiecher  Bfischel. 

Beweis.  Dem  Parabeldurchmesser  DS  entspricht  im  Schei- 
ttycreise  eine  Sehne  /2X>',  welche  vom  Gegenpunkt  R  ausifiuft. 
0«  Sehoe  PQf  welche  dem  Durchmesser  DS  zugeordnet  ist, 
ealipricbt  die  Kreissehne  P'Q',  welche  verlängert  durch  den  Pol 
von  RD*.  durch  L  geht.  Nun  sind  die  Punkte  RP'D'Q'  vier  har- 
noniscbe  Punkte  der  Kreislinie.  Verbindet  man  also  den  Punkt 
Z*,  wdclier  dem  Punkte  Z  ent8pricht,  mit  diesen  vier  Punkten,  so 
entsteht  cId  harmonischer  BQRchcl.  Es  entspricht  aber  der  Geraden 
Z'J2  eine  Gerade  ZW 9  welche  dem  Durchmesser  DS  parallel  läuft, 
fo^beft  jst  Z  TF  die  vierte  Harmogikale  zu  ZZ>,  ZP,  ZQ. 

$.  16i,  Lehrsatz.  In  der  Parabel  ist  das  Quadrat  jeder 
einem  Durchmesser  zugeordneten  Ordinate  gleich  dem  Rechteck 
ans  der  zugiehörigen  Abscisse  und  dem  ihr  parallelen  Parameter, 
d.  b. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  95.)  LM  eine  dem  Durc|imesser  KN 
n^eordnete  Sehne,  N  der  Durcbschnittspunkt  beider,  also  LN 
doe  dem  Durchmesser  KN  zugeordnete  Ordinate,  und  die  Strecke 
Elf  die  zugehörige  Abscisse. 

Man  Terbinde  den  Endpunkt  D  des  mit  LN  parallelen  Para- 
awters  DE  mit  L  und  ilf,  sowie  auch  mit  dem  Scheitel  K,  und 
liehe  aodann  DP  parallel  mit  KN.  Die  Gerade  DP  mOge  die 
Biehtong  LM  in  P,  die  Gerade  DK  aber  mOge  dieselbe  in  Q 
dinrehecboeiden. 

Da  nach  dem  vorigen  Paragraphen  D  das  Centrum  eines  har- 
amineben  Büschels  ist,  so  sind  LPMQ  vier  harmonische  Punkte, 
N  aker  ist  Ae  Mitte  von  LJU;  folglich  hat  man 


•  / 
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Nun  aber  ist  NP=zGD=ipi,  zweitens  verhält  sich 

NQ:KN=:DG:Gk, 
aber  DG =2.  KG;  folglich 

uod  demnach 

$.165.  Lehrsatz.  Dää  voi)  einem  Tangenten)>tor  einet 
Parabel  und  der  zugehörigen  ßerührungss^ehne  umschlossene  Drei- 
eck ist  doppelt  so  gross»  wie  das  tiber  der  BerOhning^s^bne  stie- 
bende Ureiepky  welches  den  Scheitel  des  zugeordneten  Durch- 
messers K  zur  Spitze  hat  (Fig.  96.). 

Beweis.  Das  Dreieck  DHG  ist  die  Hälfte  des  Dreiecks 
DGF,  da  KG  die  Hälfte  von  FG  ist;  ebenso  ist  EKG  dieHtifte 
von  EGF;  mithin  DKE  die  HäNle  von  DFE. 

§.  166.  Lehrsatz.  Das  von  einem  Parabelbogen  und  dei 
Zugehörigen  Sehne  umschlossene  Segment  ist  gleich  zwei  Dritteh 
desjenigen  Dreiecks,  welches  von  der  Sehne  und  dehi  zugeliBrig^ 
Tangentenpaaf  Umschlossen  wird. 

Beweis.  Zieht  man  im  Scheitel  K  des  d^r  Sehne  DE  zu- 
geordneten Durchmessers  eine  neue  Tangente  an  die  Parabel  RS, 
so  ist  das  Dreieck  RSF,  da  RS  parallel  mit  DE  ist,  der  vierte 
Theil  des  Dreiecks  DFE,  also  die  Hälfte  von  DKE. 

Sucht  man  die  Scheitel  der  Durchmesser,  welche  den  Sehnen 
'DK  und  £/rentsprechen,  und  construirt  diejenigen  Dreiecke,  welche 
zu  D/t  und  KE  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Dreiecke  RSF 
und  DKE  zur  Sehne  DE,  so  werden  die  Tangentendreiecke  ivTe- 
derum  die  Hälfte  der  Sebnendreiecke  sein.  Setzt  man  nun  die 
Coostruction  ins  UneBdliche  fort,  so  nähert  sich  die  Summe  der 
^Sebnetidreieoke  augenscheinUcb  ohne  Ende  dem  Segmeit  £K£K 
die  Summe  der  Tangentendrei^cke  demjeuigen  F(äcbeoirtfick«.«el* 
^es  vom  Tangentenpaar  FD  und  FE  und  dem  rBo^an  JfJS 
schlössen  wird.  Man  ist  daher  berechtigt,  zu  scbUeMBa« 
für  diese  beiden  Flächen  dasselbe  Verhältniss  Statt  finde,  wekhes 
zwischen  der  Summe  der  Tähgent^ndreleck^  und  tief  Stoim^  der 
zugehörigen  Sehnendreiecke  Statt  findet,  d.  h.  dass  dasliriMM 
Stuck  die  Hälfte  des  Segmentes  sei. 
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{.  167.  Erklärung.  Wir  bezeichnen  eine  von  den  Ponkteo 
a  und  b  begrenzte  Strecke  durch  ab ,  wenn  sie  als  mit  a  anfan- 
gend and  mit  b  endigend  vorgestellt  werden  soll,  dagegen  mit 
6a,  wenn  sie  mit  b  beginnt  und  sich  bis  a  hin  erstreckt. 

Die  fifaasszahl  der  durch  ab  bezeichneten  Strecke  yerseheo 
wir  entweder  mit  dem  Zeichen  +  oder  — •  Nachdem  aber  Eins 
wa  Beiden  festgesetzt  ist,  erhält  die  Maasszahl  derselben  Strecke, 
dt  mit  b  anfangend  gedacht,  das  entgegengesetzte  Zeichen: 

* 

oft  =  —  ba. 

Diejenige  Richtung,  welcher  das  V^orzeichen  -f  zugesprocbeo 
ist,  heisst  die  positive  (also  etwa  ab),  die  andere  (ba)  die  ne- 
gitite. 

Demgerofiss  werden  dann  auch  alle  übrigen  Strecken  auf  der- 
•elhen  Geraden  mit  -f  oder  —  versehen,  jeoachdem  sie  in  ihrec 
BjchtoDg  mit  ab  oder  mit  ba  übereinstimmen. 

f.  108.  Zusatz.  Sind  drei  beliebige  Punkte  auf  einer  Ge- 
^^  gegeben:  a,  6  und  c,  so  ist  allemal 

ac  +  eb  =  ab. 

Beweis«  Liegt  c  zwischen  a  und  b,  so  ist  der  Satz  an 
•ich  einleuchtend. 

Liegt  c  fiber  b  hinaus,  so  hat  man,  welches  auch  die  posi- 
tive Richtung  sein  mag: 

ac  —  6c  =  a6 , 
also 

ac  —  (— c6)  =  ab, 

iL 

ac  4*  c6  =  ab. 

Uegt  c  fiber  a  hinaus,  so  \st 

a6 = c6— ca  =  eö— («— ac) =ac -f  c6. 

§«  100,  Erklärung.  Derjenige  Ausdruck;  den  man  erfa&it« 
wfao  JOMn  io  die  Beseicboung 
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uc 
hc 

statt  der  Strecken  nb  und  bc  ihre  mit  dem  gebörigeo  Vorselchea 
versebeoen  Maasszahlen  einsetzt,  heisst  das  BestimronngsTerhllt- 
niss  des  Punktes  c  in  Bezug  auf  .die  Punkte  a  und  6 ,  und  wird 
von  uns  durch 

{ab,  c) 
bezeichnet. 

Die  Strecke  06  heisst  die  Fundamentalstrecke,  ac  und  be 
sind  die  Abschnitte  derselben.  Die  festen  Punkte  a  und  6  sind 
die  Grenzpunkte  der  Fundamentalstrecke ,  der  willkürliche  Ponkt 
c  wird  ein  Theilpunkt  derselben  genannt,  und  zwar  ein  innerer, 
wenn  er  zwischen  a  und  b  liegt,  sonst  aber  ein  uneigentlicber 
oder  äusserer  Theilpunkt.  Ein  Theilpunkt  der  ersten  Art  bildet 
aufliegende  Abschnitte,  durch  einen  Theilpunkt  der  zweiten  Art 
entsteht  ein  anliegender  Abschnitt  bc'  (Fig.  97.)  und  ein  über- 
greifender ac\ 

Das  Bestimmungsverhältniss  eines  inneren  Theilpunkts  ist 
negativ  und  zwar  gleich  — 1,  wenn  derselbe  in  der  Mitte  zwiscbea 
den  beiden  Grenzpunkten  liegt. 

Das  Bestimmungsverhältniss  eines  äusseren  Theilpunkts  ist 
positiv. 

Da  nun  der  fibergreifende  Abschnitt  niemals  dem  anliegen- 
den gleich  werden  kann,  so  kann  es  keinen  Theilpunkt  geben, 
dessen  Bestinunungsverhältniss  positiv  und  gleich  Eins  wfire. 
Man  hat  aber 

ac-^-cb^::^  ab, 
oder 

HC  =  06  -f  6c ,  I 

mithin 

ac      1  .  «6 
6^  =  ^  +  6^- 

Je  grösser  nun   der  Nenner  bc  wird,   desto   mehr  nähert   sich 

ah 

der  Bruch  j-  der  Null,  um  so  mehr  nähert  sich  auch  die  Gleichimg 

der  Wahrheit«    Man  sagt  daher,  ein  Bestimmungsverhältniss,  dee- 
sen  Werth  gleich  Eins  sei,  zeige  den  unendlich  entfernten  Punkt  an* 
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Liegeo  die  Greozpankte  fe^t»  so  ist  jeder  dritte  Punkt  durch 
Mtn  Bestimmungsverliäitoiss  gegeben. 

9.  170.    Aufgabe.    Eine   Strecke   116   (Fig.  97.)   durch   den 

ac 
Pookt  c  80  zu  theilen,  dass  das  Verhältniss  r-  einen  rorgeschrie- 

baoen  Werth  gleich  m  erhält. 

Auflosung.  Man  ziehe  die  willkQrliche  Linie  aq,  trage  auf 
dieselbe  Toro  Punkte  a  aus  die  Länge  nt  auf  bis  y,  und  von  y  aus 
die  Länge  Eins,  entweder  nach  derselben  Seite  hin  bis  ß,  wenn 
m  oegafiT  ist,  andern  Falles  aber  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  bis  ß\  Zieht  man  nun  die  Linie  ßb  oder  ß'b  und  durch  y 
«iae  Parallele,  so  bestimmt  diese  den  gesuchten  Theilpunkt  e 
•dtr  €*.  Ist  m  gleich  Eins,  so  fällt  ß'  mit  o,  ß'b  mit  ab  zusammen, 
dano  wird  y&  mit  ab  paraUel,  und  der  Punkt  &  rüd^t  in  nnend* 
ficbe  Entfernung. 

Bemerkung,  Denjenigen  Grenzpunkt,  welcher  im  Zähler 
eiaes  gegebenen  Hestimniungsverhältnisses  steht,  nennen  wir  den 
ersten. 

ac 
Das  Verhältniss  r-  ist  gleich  Null,  wenn  der  Theilpunkt  e 

in  den  ersten   Grenzpunkt   a    fällt.      Um    es    positiv   wachsen 

zo  iasseo,.  muss   man   c  in    die   Verlängerung   von   ba   treten 

ac 
fasses.    Hier  bleibt  r-   beständig  ein  ächter  Bruch   und   nimmt 

erst  im  Onendlichen  den  Werth  Eins  an.  Denselben  Werth  be- 
büt  es,  wenn  man  sich  c  unendlich  weit,  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite  in  die  Verlängerung  von  ab  entrückt  denkt.  Nähert 
sich  nun  aber  der  Punkt  c  von  dieser   entgegengesetzten  Seite 

her  dem  Punkte  6,  so  wird  das  Verhältniss  t-  =  1  -)•  t-       immer 

l^osser,  da  bc  beständig  abnimmt.  Fällt  c  mit  dem  zweiten  Grenz- 
pookt  6  zusammen,  so  hat  man 

ac      ab 

ac 
Solt  dagegen  das  Verhältniss  r-  von  Null  ans  negativ  wach- 
sen, so  wird  c  von  a  aus  in  der  Richtung  ab  fortrficken  müssen. 
Man  wird  zu  einer  richtigen  Vorstellung  gelangen,  wenn  man  si6h 
die  YerUngening  von  ba  gleichsam  als  einen  Kreisbogen  denkt, 
dar  mit  seinem  unendlich  entferntton  Punkte  an  die  Verlängerung 
ven  eA  ansttest. 
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Desabalb  apiicht  mani  üupb  nicltt  von  zwei  unendlich  entfera- 
teo  Punkten,  sondern  nur  vo^  einem.  Von  einein  ausserhalb  einer 
gegebenen  Linie  liegenden  Punkte  eine  Gerade  nach  ihrem  un- 
endlich entfernten  Punkte  ziehen,  heisdt  übrigens  nichts  Anderes 
als  eine  Parallele  zu  ihr  ziehen. 

•  

$.  171.  Erklärungen.  Zwei  gleichartige  Tfaeilpunkte  (in- 
nere oder  Süssere),  von  denen  der  eine  so  weit  vom  ersten 
Grenzpunkt  entfernt  iist,  wie  der  andere  vom  zweiten,  wie  c  und 
&  (Fig.  98.),  heissen  symmetrische  Theilpunkte. 

Zusatz.  Die  auf  gleiche  Weise  angesetzten  Bestimroungs- 
verhSltnisse  derselben  sind  r^iproke  Wertbe  von  einander  und 
umgekehrt:  sind  die  BestimmungsverhSitnisse  zweier  Theilpunkte 
reeiproke  Werthe  von  einander,  so  sind  sie  symmetrische  TbelK 
punkte. 

In  der  That  ist  ac=b&,  so  ist  auch  ac'=zbc,  mithin  ist 

§.  172.  Erklärung.  Sind  drei  von  einem  Punkte  O  aus- 
laufende Strahlen  OA,  OB,  OC  gegeben,  so  heisst  das  Ver- 
kMtniss 

anAOC       .        Bin  AC 

das   BestimDMiögsverhSltniss  des  Strahls  OC  in  Bezug  auf  die 
Strahlen  OA  und  OB  (Fig.  98.  a.). 

Die  Winkel  AOC  und  BOC  werden  immer  als  hohle  Winkel 
vorausgesetzt.  Die  Fundamentalstrahlen  OA  und  OB  denken  wir 
mmB  von  O  ai|s  nach  einer  bestimmten  Seite  hin  gezogen^  dagegen 
bleibt  es  für  jeden  dritten  Strahl  ungewiss,  nach  welcher  Seite  er 
sich  erstreckt,  .feder  Strahl  OC  und  seine  rückwärts  gehende 
Verlängerung  OO  werden  als  ein  Strahl  gedacht. 

Wird  nun  festgesetzt,  dass  ein  Bestimmungsverhältniss  positiv 
oder  negativ  sein  soll,  jenachdem  der  dritte  Strahl  wie  OC  in 
rig.99.  ausserhalb  des  hohlen  Winkels  ^0£,  oder  wie  OCinFig.ÖÖ.a. 
innerhalb  desselben  fiegt;  so  ist  jeder  dritte  Strahl  seiner  Lage 
nach  vollkommefi  bestimmt  Zieht  man  nämlich  zwi/seben  (>il  pnd 
4M;  Moh  einen  Strahl,  OD  (Fig.  98.  a.),  so   wird  sich  pq^Uk 

zeigen,  dass  3as  Verfafitniss    .    py^  von  dem  VeiMHuf^^  *r- 
verschieden  sein  muss. 
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Mm  fkHe  ▼•o  emmm  «beliebige»  Pankte  nt  in  der  Richtung 
OCMeliotiie  «lA;  und  ml  aaf  die  FaDdaroentoldtralileii,  nnd  dlebe 
••daiiD  flon'  parallel  m\t  OA  bis  sam  8trabl  OZ>*  Von  n^  fttte 
mao  die  Lothe  m'A*  und  m'/'.    Alsdann  ist:  ' 

mktaOm,ii\nAQp 

ml=zOm,^tiBC, 

mk sin  AC 

ml      Bin  BC 

Ebenso  ist 

m'k siD  AD 

m'V  ""  sin  BD  * 

An  aber   ist   nitk^:^mk\   dage|^en    kann    m't  iricfct    gMdi    ml 
feto,  weil  sonst  mm*  auch  parattel  OB  wäre;  folglich  ivlrd  aoob 

»*    .       ,      ...    m%*  % 

-j  niemals  gleich   — nr  »«'O« 

§.  173.    Erklärung.    Man  erhält  ein  perspectivisches  Dop- 
peWerbältaiss  zwischen  vier  Punkten  a,  6,  c,  <£,  ivenn  man  zwei 
^efselbeo  als  Grenzpunkte,  die  beiden  andern  als  Theilpunkte  an- 
sieht,  md  das  Bestimmungsverhältniss  des    ersten    Theilpunkts 
dnrcb  das  gleich  angesetzte  des  andern  dividirt ,  also 

ac  ^ad 
bo    bd 


<  ,    r 


Der  Aosdraclc  „gleich  angesetzt^'  soll  daran  erinnetny  dass  jed^r 
der  beiden  Grenzpurikte  in  beiden  Verhältnissen  dieselbe  Stelle 
baben  muss. 


ac 


Das  Torstebendf^Verhältniss  -r-  heisst  das  obere,  das  fol- 
gende aber  das  nntei^^»    Wir  bezeichnen  das  Doppelverhältnlss 

ac .  ad 
bc  'Ä3 

der  Kfirze  wegen  durch  (ab,  cd)' und  sprechen  aus:   „Uoppelver- 
kStniss  abcd". 

In  gleicher  Weise  entsteht  ein  Doppelverhältni^  zwischen  vier 
Strahlen. 

ZuMätxe  1.  Das  Doppelverhältnlss  (ab,  cd)  Ist  peSiMv^.  weawi 
Ae  bdden  Theilpunkte  gteichartig  (zugifdch  innere  oder  äussere) 
did,  im  entgegengesetzten.  Falle  negativ.  Ffir  den  Werth  von 
(a6,  ed)  bt  es  also  auch  gleichgültig,  ob  man  ab  oder  ba  als  die 
positive  Rlcbtnng  ansiebt. 
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2.  Ist  (ab,  cd)=zm  gegeben,  so  ist  durch  drei  von  den  vier 
Pnnliten  a,  b,  c,  d  allemal  der  vierte  bestimmt.  Eiienso  ist  durch 
drei  Strahlen  und  ein  gegebenes  Doppelverhältniss  der  vierte 
Strahl  bestimmt. 

3.  FOr  den  Werth  d^8  Doppelverhiltnisses 

sin AC     üin AD       .        .  .^   ^-.- 
ihTBC  '  s"bfiZ>    ^^^'    (AB,  CD) 

ist  es  gleichgQltig«  ob  man  statt  eines  der  Fundanientalstrahlen 
oder  der  beiden  'f  heilstrahlen  seine  über  das  Centrum  hinaus 
gehende  Verlängerung  nimmt. 

Nur  die  er^ite  Behauptung  bedarf  eines  Nachweises.  Nimmt 
taian  aber  z.  B.  statt  des  Strahls  OA  (Fig.  98.  a.)  seine  Verlange- 
mog  OA',  so  behalten  die  beiden  Verhältnisse 

sin  A'C  sin  A'D 

sinBC    ""^     sin  BD 

denselben  absoluten  Werth  wie  vorhin,  weil  Nebenwinkel  gleiche 
Sinus  haben.  Beide  Verhältnisse  nehmen  aber  zugleich  das  eot« 
gegengesetzte  Vorzeichen  an;  folglich  bleibt  das  DoppelverhlH- 
niss  ungeändert. 

§.  174.  Hauptlehrsatu  Wird  eine  Gerade  (Fig.  99.)  von 
vier  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD,  die  von  einem  Punkt  O  aus- 
laufen, in  den  Punkten  a,  b,  c,  d  durchschnitten,  so  ist  ein  be- 
liebiges Doppelverhältniss  zwischen  den  vier  Durchschnittspunkten 
allemal  gleich  dem  entsprechend  angesetzten  Doppelverhältniss 
der  vier  Strahlen: 

ac  ^nd sin^C,  sxnAD* 

bc'bd^  sinSC'sinBD' 

Beweis.  Man  lllle  von  den  beiden  Theilpunkten  c  und  d 
Lothe  auf  die  Fiindamentalstrahlen :  ck,  cl,  dk'  und  dt.  Alsdann 
verhält  sich 


1) 

aciad=zck:  dk* , 

2) 

be:bd=iek'.dt. 

Hieraus  folgt: 

a) 

ac    ad       ck  ^  dk 
bc'bd—  cl'df 

Nun  aber  ist: 

* 
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ek=:^0c.9\nAC»      dlzsOe.sloBC, 
dk—Od.sxnAD,    dlf=i  Od.  sin  BD; 


fdiglidi: 


ac  ^ad BlnAC  .  sin  AD 

Fc'bd'^uinßC'^nSD' 


Die  Uebereinstiipinung  der  Vorzeioben  ist  an  sich  einleocbteod. 

Zusati.  Um  den  Satz  auch  bequem  anf  den  Fall  anadehnen 
n  können,  wenn  die  Transversale  einem  der  gegebenen  Strablen 
etwa  OD  parallel  sein  sollte  (Fig.  99.  a«)»  dazu  dient  die  Fictlon 
mi  unendlich  entfernten  Dnrcbschnittspnnktes  d,  dem  eben  die 
Eigeasebaft  beigelegt  wird,  dass  er  von  allen  im  endlichen  Ranme 
gdtgenen  Punkten  gleich  weit  entfernt  sei.  Dadurch  bleibt  die 
obeo  gewonnene  Gleichung 

ac  ^ad  ^^  sin  AC  .  sin-^D 
6c'62""8hrgC*8inBZ> 

4 

aach  fOr  diesen  Fall  richtig. 

Denn  angenommen,   die  aufgestellte  Gleichung   wäre   nicht 
richtig,  wenn  man  dem  Ausdruck  r^   den  Werth    Eins   beilegt, 

MNuiero  man  mfisste,  um  ihr  zu  genügen,  T3=m  nehmen,  so  dass 
nan  Bon  bitte: 

ac       ^sin^C  sin  AD 


•0  Hesse  sich  auf  der  Geraden  ab  ein  bestimmter  Punkt  d'  io 

bd' 


adf 
endlicher  Entfernung  finden,  füf  welchen  j-j,z=zm  wäre.    Alsdann 


kitte  man  also  zuerst: 

ac  ,  ad' sin  AC ,  sin  AD 

bc'bdf'^  siuÄC*  min>* 

ood  auch,  wofern  man  dureb  df  den  Strahl  OD*  sOge,  wie  vor- 
hin bewiesen: 

ac ,  ad' sin  ilC .  sin  AD* 

bc '  bd' ""  siiTSl?  •  sinBD' 

Also  wäre 
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BtoAD      6\n  AD" 
sin  ßü  ~  sin  Bl> ' 

was  unmöglich  ist. 

Folgerungen.  1)  Wenu  zwei  PunkCreiheD  abcd  and  a'6V<f 
(Fig.  99.)  perspectivisth  liegen,  so  ist 

also 

(ab,cd)  =  a'b',c'd'). 

Ist  nie  fNirallel  OD  (Fig.  99.a.)  so  ist 

ßy'  ßö       i5c  * 

2)  Wenn  zwei  StrablenbOschel  O,  ^^CZ>  und  O'«  A'B'OIT 
(Fig.  100.)  axial  liegen,  so  hat  man,  wofern  a,  b»  e  und  d  die 
Punkte  sind,  in  denen  sich  die  entsprechenden  Strahlen  schneiden: 

ac ^ad BiuAC  ^BinAD sin^l'C  ,  sin  A^D* 

bi'M~AjKBC'^üBb~^iOSnC'''s\nB'D'* 

ünigeicebrt: 

1)  Zwei  Punktreiiien  von  je  vier  Punkten  mit  gleichen  saf 
gleiche  Weise  angesetzten  Doppelverhältnissen  liegen  perspectiv 
visch,  sobald  sie  einen  gemeinsamen  Punkt  haben  oder  auch, 
wenn  sie  mit  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  perspectiviseb 
liegen. 

2)  Zwei  Strahlenbüschel  von  je  vier  Strahlen  mit  gleichen 
Doppelverhältnissen  liegen  axial,  wenn  sie  einen  gemeinschaftli- 
eben  Strahl  haben,  oder  wenn  sie  mit  drei  Strahlenpaaren  axial 
liegen. 

Zusatz,  Zwei  Punktreihen  mit  gleichen  Doppelverh&ltnisseo 
sind  also  entweder    conform    oder  proportional    oder  congrnent. 

Proportional  sind  sie,  wenn  ausser  der  Gfeichung 

aß  ,ad  ^^  Ute*  ^d' 
rc'bd-^b'&'b'd' 

noch  die  Gleichheit  der  einzelnen  Verhältnisse  vorhanden  ist: 

ac afc'       ad  ^  a'äf 

bc'^Vd'     bd'^Fd'' 
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CoDgraent  sind  sie»  wenn  fib'erdlea  Zftbler  mit  Zähler,  Nenner 
mit  Nenner  übereinstimmt! 

ac==a'&,    bc-=^b'c\    n.  s.  w. 

Nennt  man  conform  zwei  Strahlenbfischel,  die  zn  einander  in 
udale  Lage  gebracht  werden  können«  so  wird  die  Congruenz  hier 
ein  besonderer  F^U  der  Confoi4|ltät»  wie  sie  bei  Puoktreihen  ein 
besonderer  Fall  der  Proportionalität  ist.  Strahlenbüschel  mit  glei- 
chen Doppelverhältnissen  sind  überhaupt  eonform.  Sie  sind  con- 
form und  dabei  zugleich  congruent»  wenn  .die  Einzelverbältnisse 
paarweise  übereinstimmen. 

}.  175.  'Lehtiäize.  1)  Ein  Uoppelverhältniss  (aj), ^^  bleibt 
imgeändert,  wenn  man  die  Grenzpunkte  mit  den  Theilpunkten 
mfauscbt: 

(aß,  yS)  =^  (yi,  aß). 

.  . . , 

Denn  es  ist 

a2l.«d_«y,ftf_ya.yg 
ßy' ßd      ai' ßö      Sic   aß' 

^  Ein  Doppelverhältniss  gebt   in   seinen   reciproken   Werth 
über,  wenn  man  die  Grenzpunkte  oder  die  Theilpunkte  unter  sich 

umstellt: 


,  ^    ^  J 1 


Denn  es  ist 


ay ,  «d  1      1 

ßy'  ßf^  bX.ß^^  «Ä.ofy* 

ay'^ißi'ßy  , 

Zusatz.  Folglich  bleibt  ein  Doppelverhältniss  vngeänder^ 
^enn  man  die  Grenzpunkte  und  die  Theilpunkte  zugleich  umsteKl: 

(aß,yS)=:(ßa,  dy).  ^ 

3)  Ein  Doppelverhältniss  geht  in  seine  Ergänzung  zur  Einheit 
^er,  wenn  man  einen  Gi'enzpunktmit  dem  un^leiebsteiUgen 
Thellpnnkf  vertauscht:  ... 

{aß,  yS)  +  (ay^ß8)z:zi. 

Es  sei  (Flg.  99.  a.)  die  Transversale  abc  dem  Strahl  OD  pa- 
raliel.    Dann  Ist 
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also 

i)  («^,ya)  +  («y,p^££+f*=.g. 

Fflrs  Zweite  hat  man 

2)  {aß,  yS)  +  (d|J,  y«)  =  (y«,  aß)  +  (y«,  Sß); 

der  zur  Rechten  dieser  GleichoDg  stehende  Ausdruck    ist  aber 
nach  1)  gleich  Eins. 

4)  Vertauscht  man  aber  einen  Grenzpunkt  mit  dem  gleich- 
sten igen  Tbeilpunkt,  so  ergänzen  sich  der  reciproke  Werth  des 
gegebenen  und  derjenige  des  neu  gebildeten  Doppelverhältnisses 
zur  Einheit: 


_J_  ._L_ 

(«ft  yS)  +  {yß,  aä) 


=:! 


Denn  es  iat 


(1^^  =  <«''''»'>  • 

Anmerkung.  Im  Ganzen  sind  24  verschieden  angesetzte 
Doppelverhältnisse  zwischen  Vier  Punkten  möglich.  Nach  den 
voranstehenden  Sätzen  lassen  sich  aus  einem  derselben  die  übrigen 
ableiten. 

{.  176.  Erklärung.  Ein  Doppelverhfiltniss  heisst  harmo- 
nisch, wenn  es  gleich  —  1  ist,  sonst  aber  anharmonisch. 

Zusätze.  1)  Bei  vier  harmonischen  Punkten  abed  (Fig.  99.) 
ist  das  Rechteck  aus  .dem  grOssten  Abschnitt  ad  und  dem  mitt- 
lem bc  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  äussern  AbscbnittoB 
ab  und  cd.  » 


Aus 


c6  *  cd  ~" 
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folgt  aBrnktstbu : 

8)  Dm  ROchtAck  ans  den  beiden  übe^reifeadin  Abacfaaitlen 
aewtibd  iat  doppelt  so  greas,  nie  das  K«cbteck  maa  den  beidM 
inneren  Abecbnitteo. 

Man  bat 

(oo,  Ad)  rf  (<i6.  cd)  e:  1 , 
^bra,  »eoD  (ac,  Öd)=— 1  iet, 

BimnB  folgt-  ,  .  .      .  -    .  i.;  ,■'.,-.  ., 

ae.b4=^1i.ad.cb^2iab.cd.  ,        , 

J.  177.  Lekrtati.  Zwei  Pnnktreihen  von  je  vier  l*iii)ttn 
Btbd  nnd  oCb'd'  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  a  (Fig.  lOäja-)  sind 
tllaul  hannoDiscb,  wenn  sie,  in  Bezug  auf  zwei  Projectionacentra 
M  ind  a  perspeclividcb   liegen. 

Beweis.    Mao  hat  wegen  des  Centmins  m  : 

1)  (ab,  cd)  =  (ab',  &d-), 
nsd  w^co  des  CenlnimB  n: 

2)  (ab,  cd)  =  (ffb',  d'cO; 
an  ist 

UgKeh  kommt,  indem  man  die  Gleichungen  I)  und  S)  mnlliplieirti; 

(ab,  cd)'=:l. 
Hieraas  folgt 

(ab,  cd)  =  Jrl. 

Dl  aber  das  Zeichen  -^  niclft  .Statt  haben  kann,  so  bat  man 

(ai>,  cd)  =  —  1. 

:ck  cdd'e'  (Fig.  102.  a.)  wird  venoH- 
egenseiten  bis  zur  Durchschiieiaung 
erade  am  ist  die  fiassere  Diagonale. 
t  der  drei  niagotiülen  wie  cd'  duroli 
getbriK  wird. 

ierlen  barmonischen  Punkt  zu  finden, 
hitcfa    sieben  tind  sodann  den  Punkt 
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■ 

n  beliebig  auf  mb  wählen.    Die  Geraden  cn  ottd  dm  JbcsttmnilBQ 
die  Punkte  d*  und  c\  und  die  Gerade  e'd'  den  gesuchten  Punkt  a. 

§.178.  Erklärung,  bi  anrei  coBfom  Uegeaden  Pvüktfvihen 
«•bSIt,  mau  die  Gegeiri|Mipktd>  »renri  «an  si^ei  mtt  den  HithUiiigw 
dieser  Reihen  parallele  Projectionsstrahlen  Ou  und  Q^  «iaht 
(Flg.  101.) 

Die  Gegenpunkte  sind  also  diejenigen  Punkte,  denen  In  der 
andern  Reihe  der  unendlich  entfernte  .Punkt  entspricht. 

§.  179.  Lehrsatz.  In  swei  conform  liegenden  Punktreiheo 
geben  die  Entfernungen  der  Gegenpunkte  Ton  Je  zwei  entspre- 
chenden Punkten  ein  constantes  Product  (Fig.  101.) 

Beweis.  Man  bat.  indem  man  durch  öd  und  oo'  die  unendlich 
Mitfernten  Punkte  beider  Reiben,  durch  a  Mv^Q  gen^^lnsumen 
Punkt  hez6icbnet : 

au. 000 aoc^  Mv 


also,  wegen 


woraus  hervorgeht: 


au      ,   ao 


Ati.A'e  s=  au.ar. 


t  it 


Dies  folgt  asch  Mcht  ans  der  Betrachtung  der  ähnlieben  Dreiecke 
Oub  und  Ovb\  in  denen  sich  verhilt  « 

6tf:Ov  =:  Ouib'v. 

{.  180.    Lehrsaiz.    Umgekehrt:  Sind  zwei  Punfctreiheo  o^cv 
und  db'cfv  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  a  gegeben  und  ist' 

atc.ao=6tt.6'e=cu.c'v   u.  s.  w., 

» 

80  liegen  die  beiden  Reihen  abt..,.  und  ab'e\...  per8[Mliirhidi. 

* ■»►  .  • 

Beüi^eis.  Construirt  man  das  Para)|elogrßi^m  Ou^,  ^  wer- 
den b  and  b't  c  und  o'  In  gerader  Linie  mjt  O  liegeQ»  Denn  ait- 
genommen,  der  Strahl  Ob  achoitte  die  Gersjd^i  4^'  iitMt,im  Praskte 
6'  im  Punkte  ß^  so  wire  nach  dem  vorigen  Paragraphen' 

Oll  •  OQ  =  SV« /#0$' 


ßitrUtlUint  der  Vtnemdncltaft  u.  d.  KegtItelMtte  enlMatttnd.  \7l 
Aer  mA  d«r  V»raaaselimg  aucb 

au.ae  =  bu.b'v; 

(.  181.  Zvatt.  Wnden  tnei  Pnhktrelhen  von  je  drei 
Pnktea  oAc  nnd  a'b'&  als  cooforiD  auf  einander  beteten,  so  sind' 
Ae  Gegenpnnkte  beidor  Reihen  rollbomiDen  beslimnit. 

Bcn«ia>  Uan  denke  sich  die  beid««  Reiben  mbc  und  a'b'c' 
iariiw  solche  I^ge  gebracht,  daas  a'  mit  a  auvammenftttt  (Fig. 
101.).  Wird  nan  rom  Dnrchecbnitt  0  der  Geraden  bb'  nnd  ccf 
vmat  Oh  parallel  mit  ab'  and  sodann  Or  parallel  mit  ab  geaogcn, 
w  iat 

au.av=:bu.b'v  =  cu.t'ti. 

Übe  M  MIO  in  der  Reihe  ab'&  noch  einen  Punkt  v'  vt>n  der 
BcKlttffenheit,  dasa  man  ebfenfatls  bitte':  < 

au.at>'=bu.b'v'^cu.e'v', 

M  rtaaten  die  beiden  Reihen  abc  and  ab'c"  noch  in  Bezog  auf 
<miw«tes  Centriim  O'  perspectiviach  liegen,  welches  durch  die 
■u  c*  mit  ab  gezogene  Parallele  v'O"  hentimml  sein  wflrde.  Dies 
iit  tlter  Bjcht  möglicb,  da  die  Geraden  bb'  und  ec'  nur  einen 
Onrsebiiift  haben  können.  Ebenso  wenig  lassen  sich  u  nnd  v 
xtgltick  Bit  zwei  andern  Ponkteii  x'  nnd  t"  der  logefaOrigen  Rei' 
b«B  verlansebeB,  ao  da»  fiQr  dieaelben  die  Gleiobnngen  - 

au' .  av'  —  bu' .  b'p'  =:  cu' .  c'v' 
(ijstiren  kOnnten. 

Anmtrkung.  Uer  Beneia  des  voranstehenden  Satzea  zeigt 
a^ich,  wie  man  zu  verfahren  habe,  um  die  Gegenpunkte  der 
beiden  Bof  Mnander  bezogenen  Reihen  a&c  nnd  a'b'&  kd  finden. 
Die  Aafgabe  wird  unmöglich,  wenn  abc  und  a'A'c' <  proportionale 
Reften  sind.  Denn  alsdann  wird,  wenn  a'  mit  a  zusamn«inUI(, 
W  mit  c&  parallel. 

gegeben,   so  dttrfen  in 

|)ander  eu  beziehenden  Reihen 

inoihmen  werden,  etwa  i  und' 

Tbft\   als  entsprechend  g*-' 

zieht  von  u  aus  eine  Paral- 

lidchnitt  mit   der  Geraden  bb'. 

r|nit   ab  gezogene  Parallele  Op 
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Sind  beide  Gegeopunkte  u  und  o  bestimmt,  so  ist  nor  ek 
Paar  voo  Punkten»  a  und  a',  willkiirlich  zu  bestimmen. 

$.  182.  Aufgabe.  Zu  drei  gegebenen  Punkten  (Fig.  IM.) 
einen  vierten  zu  bestimmen,  so  dat«s  ein  auf  vorgeschriebene  Weise 
angesetztes  Doppelverhfiltniss  einen  gegebenen  Wertb  gleich  li 
erh&lt 

Auflosung.  Es  sei  ausser  den  beiden  Grenzpunkten  a  ood 
b  noch  der  erste  Theilpunkt  c  gegeben,  und  der  zweite  Tlieil- 
punkt  d  nach  der  Gleichung 


ac    ad 

bc '  bd     • 


zu  bestimmen. 


Man  ziehe   aus  b  die  willkürliche  Linie  6er,  bestimme   den 
Punkt  y  auf  6a  gemäss  der  Gleichung 

6y   6ao  * 


d.  h. 

r^  =  K, 

6y 

und  suche  sodann  den  Durchschnitt  O  der  Geraden  oer  und  ej. 
Von  diesem  ziehe  man  nun  die  Gerade  Od  paraJIel  mit  ay;  dana 
ist  ihr  Durchnitt  d  mit  der  Geraden  ab  der  gesuchte  Punkt. 

Wire 

ac       - 

so  wffrden  aa  und  cy  parallel  werden.  Dann  wird  die  AuflSsung 
unmöglich,  oder,  mit  andern  Worten,  der  gesuchte  Punkt  ist  der 
unendlich  entfernte. 

> 

t 

Ist  d  gegeben  und  c  gesucht,  so  verbindet  man  den  willfcihr- 
lieh  avsserhaib  der  Richtung  ab  genommenen  Punkt  O  paijt  ß^  6 
und  d,  sieht  zwischen  Oa  und  Ob  die  Linie  ba  ||  Od^  und  hofftinnirf 
den  Punkt  y  gemäss  der  Gleichung 

Gerade  Oy  trift  den  gesuchten  Punkt  e.  i 


DarsieÜHng  der  Verwandtschaft  u,  d,  KegelethniUe  enÜuOUnd.  173 
Jetzt  wür^  die  Aufgabe  unroug^lieh  werdeo,  sobald  man  bitte : 

bd-k' 

Anmerkung.  Man  kann  sich  auch  vorstellen,  dass  einer 
dtrGrenzpunkte,  etwa  6,  in  unendlicher  Entfernung  liege.  Alsdann 
itt  die  Gleichung 

ac   ad - 

bc'bd-^^' 

weil  min  6e=M  ist,  gleidibedeutend  mit 

ac  :  ad  =  k. 


*  lern  ter  üonformiiAi  der  Vieren  im  AllyeneiBeM« 

{.  183.  Lehrsatz,  Man  erhält  (Ftg.  103.)  zu  einer  gegebe- 
jm  Figur  abcd,...  eine  mit  Ihr  conform  liegende  l<lgur,  wenn  man 
nich  wtllkdrlicher  Wahl  eines  Centrums  O  und  einer  Aze  XY 
lU  etnem  jeden  Punkt  a  der  gegebenen  Figur  den  entspreclienden 
Pvnkt  of  80  bestimmt,  dass  die  Strecke  des  durch  a  und  a'  ge« 
benden  Projectionsstrahls ,  welche  zwischen  Centrum  und  Axe 
Ingt,  FOD  den  beiden  Punkten  nach  einem  Uoppelferhältniss  von 
cooftantoD  Werthe  getheilt  wird. 

Der  Beweis  wurde  schon  früher  ßtr  den  besondem  Fall  des 
harmonischen  Verhältnisses  geführt  und  ist  leicht  zu  v^all- 
SefDeiaern. 

Anmerkung  1.  Man  kann  hierbei  folgendermaassen  verfahren : 
Nachdem  man  ausser  der  Axe  und  dem  Centrum  auch  noch  den 
PoQkt  a'  auf  dem  Projectionsstrahl  Oa  willki'irlich  angenommen 
bt  (Fig.  103.),  verbindet  mau  a  mit  einem  andern  Punkt  des  ge- 
gebenen Systems  b,  der  aber  nicht  auf  dem  Projectionsstrahl  Oa 
liegen  darf.  Verlängert  man  nun  ab  bis  zur  Durchschneidung  mit 
der  Axe  XY  in  m,  und  verbindet  m  mit  a';  »o  bestimmt  die  Ge- 
nile  ma'  auf  dem  Projectionsstrahl  Ob  den  Punkt  6'.  Durch  die 
Mlen  Punkte  b  und  6'  kann  man  nun  auch  auf  dem  Strahl  Oa 
hMAg  viele  Paare  von  entsprechenden  Punkten  in  derselben 
W^fiae  bestimmen. 

'ilfiiiierA;ti7f^  2.  Ist  das  eonstante  Doppelverhältniss  das 
lunaonisehe,  so  erhält  man  wiederum  zwei  Systeme  in  Cenfor* 
niitätslage,  wenn  man  eins  der  vorhandenen  mit  einem  congruea- 
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ten  System  yertansoht,  das  mit  ihm  in  Bezug  aof  d|e  vorhandene 
CoDformitätsaxe  affin  liegt,  oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  man 
das  eine  System  so  weit  um  die  ^Conformitätsaxe  heramdreht, 
bis  es  wieder  in  dieselbe  Ebene  ßült.  Alödann  tritt  der  beson- 
4ere  F9II  ein^  das«  das  Conformitätscentruxa  in  die  Aze  ßillt^  und 
zvi(ar  ffhält  man  das  neue  Centrum  jP,  indem  man  Ton  demi  a|^W 
Centrum  O  (Fig.  103.  a.)  ein  Lotb  auf  die  Axe  X  Y  ßült. 

Es  sei 

{Om,  aa!)  :s= —  1,  * 

indem  m  den  Durchschttltt  de«  StraU«  Oa  mit  dec  Aoe  JLV 
bezeichnet. 

Fällt  man  nun  von  a!  das  Lotb  a'p  auf  XY  und  macht  die 
Verlängerung  dieses  Lothes  pa:=:pa'»  so  ist 

..  JOa.  abqr  P  das  Centrum  eines  bfirmoni^chen  BöscheU  ist  mit 
fep  Strahlen  jPO»  Pa,  Pp  und  Pa!j  in  welchem  zwei  zugeordoj^ 
f^tqahj^  PO  und  Pp  auf  einander  senJcrecbt  stehen;  so  halbirt/S» 
^aet^  den  Winkel  aPa'^  und  somit  muss  Pa  mit  Pa  zusammen faUeii. 
Da^  ne«ie  System  ex/?....  liegt  folglich  mit  dem  S;ystem  ab,...  pet-* 
S^ectiivi^ch  in  Rucksicht  auf  das  Ceotrum  P,  indem  wir  uns  t^- 
stellen^  dass  jeder  fernere  Punkt  ß  \n  derselben  Beziehung  zu  y 
stehe,  wie  a  zu  a'. 

Nun  aber  werden  sich  die  Geraden  ab  und  ^b'  irf  einen 
Punkte  m  dör  Axe  XY  begegnen;  ebenso  mfissen  sich  a^V  öimI 
ufi  auf  XY  begegnen,  da  diese  Gerade  Affinitätsaxe  fSr  die  fan- 
den betreffenden  Systeme  ist;  folglich  geht  aß  ebenfalls  durch 
deq  Punkt  m.  Es  liegt  also  das  System  ab....  auch  axial  mit  dem 
System  aß,,.,  in  Bezug  auf  die  Aze  XY, 

§.  184.  Lehrsatz,  Umgekehrt:  Bei  je  zwei  conforni  liegeu- 
den  Figuren  wii^d  die  Strecke  jedes  Projectionsfttrahls ,  wekbe 
zwischen  Centrum  und  Axe  liegt,  von  zwei  entsprechenden  Pubkfen 
allemal  so  getheilt,  dass  das  aus  dieser  Theilung  hervorgehende 
DoppelverhSltniss  einen  unveränderlichen  Werth  behält  Wir 
nennen  dieses  Doppelverhältniss  das  .Conformitätaver^ältnis^  Aer 
beiden  Figuren.  Naturlich  muss  beim  Ansatz  dessejben  darauf 
geachtet  werden,  dass  die  zu  einem  System  gehurigen  Ponkle 
immer  dieselbe  Stelle  erhallen,  zu  welchem  Eodot  wir  ein  för  alle- 
mal  eins  dier  beiden  gegebenen  Systeme  als  das  erste,  dias  aoden» 
aU  das  zweite  festzustellen  haben. 
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Die  Wahrheit  der  au^estellten  Behauptung  zeigt  sogleich  die 
Figur  103.    Hier  ist,    wenn  q  und  r  die  Durchschnittspunicte  der 

Strahlen  Oa  und  Ob  mit  XY  bezeichnen, 

*•'   ' 
(Oq,aa!)zz{OrM'). 

Anmerkung,  Liegt  da»  Centruro  auf  der  Axe,  so  wird  das 
CoDfonnitätsTerhältniss  harmonisch,  sobald  man  eins  der  gegebe« 
Den  Systeme  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der  Axe  verlegt 

Denkt  man  sich  in  Fig.  103.  a.  nie  beiden  Systeme  oA...«  und  oß^,. 
ab  die  gegebenen,  das  System  a'6'.».  coagruent  mit  a/?....  und  in 
AftnititsUge  mit  demseibeo  in  Beaug  auf  die  Aze  JI^F,  sp  mm/» 
oleobar  auch  a'6'....  mit  ab....  axial  liegen«  Nun  seien  Ct  y%  C 
£e  Punkte,  in  denen  ein  im  vorausgesetzten  Conformitätscentruro 
Ptaf  JlF  errichtetes  Loth  die  Geraden  a6,  ttß^  a'b'  durchschnei- 
^  daim  Ist  wegen  des  Centrums  P: 

{ab.  cm)  =  (a^,  yiw)  =  (a'Ä',  &m) ; 

MgBch  sind  auch  die  Reihen  aicm  und  a'b'&m  in  perspectivisch^r 
h»%t.  Weil  man  nun  aber  statt  des  Punktes  b  jeden  andern 
lekni^  kann,  so  folgt,  dass  das  System  ab  ...  mit  a*b*  perspec- 
^Madx  ttege. 

Was  DUO   das  ConformitStsverhältniss  anbelangt,  so  ist   klar, 
dsss  Ab  tiOT  Strahlen  PO,  Pn,  /^  Pa'  harmonisch  sind,  da  der 
WnM  OPp  «äu  Rechter  ist,   und  der  Winkel  aPa'   durch  Pp^ 
UUrtwird. 

$.  185.     Folgerungen,     I)  Ist  das  obwaltende   Verhältniss 

(Om,  aa')  =  k, 

fe  wird  ief  dem  Punkt  a  entsprechende  Punkt  a'  in  unendliche 
EatfenMMg  rficken,  sobald  man  hat  (Fig.  104.): 

Oa 
mß 

Wm  sämmilichen  Gagenpunkte  des  ersten  Systems  werden  also 
atf  einer  Geraden  liegen  RS^  welche  der  Oonformitätsexe  paiaHel. 
ist.  Wird  ven  O  das  Lotb  Or  auf  die  Axe  geOlit,  und  ist  p 
iflp  Düfcbscboitt  dieses  Lotlies  mit  der  Gegenaxe  i2S,>  so  lial 

rp  •  * 

A«de«ci8tits^irfickt. der  Punkt  a  des  ersten  Systems  in  unendliche 
Entfernung,  sobald  die  La|^  des  Punktes  a*  der  €Ueichung 
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Oaf      l  '  ' 

gemäss  ist.    Durchschneidet  also  das  Loth  Or  die  Gegenaxe  des 
zweiten  Systems  UV  in  q,  so  ist  aach 

^^  rq  -k' 

Aus  den  Gleichungen  1)  upd  2)  folgt  nun,  dass  die  beiden 
Gegenaxen  RS  und  t7F  in  Bezug  auf  das  Cehtrnm  O  und  die 
Confo^mitätsaxe  JTF  symmetrisch  liegen,  d.  h.  dass  sie  enh^eder 
beide  iewisdien  Axe  und  Centfum  od^r  ausserhalb  liegen,  und 
dass  die  eine  so  weit  fom  Centrum  entfernt  ist,  wie  dfe  'kttdere 

von  der  Axe. 

.:  '  •        ' 

Liegt  das  Centrum  auf  der  Conformitätsaxe»  s^  befinden^  skk 
die  Gegenaxen  zu  beiden  Seiten  in  gleicher  Entfernung  von  der- 
selben, da  beim  Umlegen  des  einen  Systems  um  die  Axe  das 
Couformitätav^rhältniss  harmonisch  wird  und  also  die  Gegenaxen 

zusammen  fallen. 

2)  Jede  Gerade  des  einen  Systems  ist  dem  ProjectioiisstnU 
parallel,  welcher  durch  den  Gegenpunkt  der  andern  geht. 

3)  Eki  seien  (Fig.  lOA.)  a  und  a*  zwei  entsprechende  Paokte, 
am  und  a'm  zwei  entsprechende  Gerade,  die  sich  im  Punkte  m 
der  Conformitätsaxe  begegnen,  s  und  t  endlich  seien  die  Gegen- 
punkte  dieser  beiden  Geraden,  also. 

Ol  II  a'm,     Ot\\am, 

,Per  Punkt  a',  den  wir  jetzt  als  einen  Punkt  des  zweiten 
Systems  ansehen,  lässt  sich  auch  auf  das  erste  iSystem  besieheo. 
Dann  ist  der  Gegeopunkt  der  Geraden  a*m  nicht  mehr  der  Ponkt 
<,  sondern  der  Punkt  s' ,  in  welchem  sie  von  de^  Cregenaze 
des  ersten  Systems  RS  geschnitten  wird.  Die  entsprechende 
Gerader  des' zweiten  Systems  mu  gebt  alsdann  von  m  aus  parallel 
mit  0#'.  So  lange  •  min  die  beiden  Punkte  $*  urfd  t  nicht  zusam- 
i^enfiülen,  wird  auch  ma  nicht  mit  ma  und  a  nicht  mit  a  zusam- 
nvenfaUen.  Polglich  werden  zwei  in  Conformitätslage  tteflndlidi^ 
Figuren  nur  dann  involutorisch  liegen,  wenn  ihre  beide»  Gegen* 
axen  zusammenfallen,  d.  b.  wenn  das  Conformitätsverbältniss  har> 
roonisch  ist. 

.  4)  Wenn  den  vier  Punkten    o^rcf  auf  einer  (Seraden  4h  viet 
Punkte  u'^'c'd'  entsprechen,  so  ist  «Hemal  ' 
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Dasselbe  gilt  natürlicb  auch  von  afBneo  Systemen.  Ip  conformen 
Systemen  werden  sich  aber  im  Allgemeinen  conforme  Punktreiben 
eotsprecben,  und  nur  in  dem  Falte  proporttonale,  dass  beide  bei 
perspeoti?j^9c|i.-  axialer  Lage  beidef  Systeme  der  Conformitä^saxe 
paraOel  sind. 

Ebenso  entsprechen  sieht 4n  conformen,  isowie  i^uch  in  affinen 
Systemen  conforme  Strahienbäscbel.  In  ältnlicben  und  con^nen- 
teo  Systemen  sind  entsprechende  Büschel  allemal  congruent 

5)  Haut  man  svrei  entaprecbcMe  Garade  ifm  und  a'iii»  die  sich 
ia  m  auf  der  Ooülbrmitätäaxe  beps^gneo»  und  sind  s  und  t  die 
6egeo|NMikte  dieser  Cveradcfii,  so  ist  das  Product  oi.o'tconstanl 
fir  jede«  Paar  entopreebender  Punkte  auf  den  Crieradeiii 
Ol  anAiof^,  nnd  Bwar^leich  atiua'm.  .  . 

Denn  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  0$a  und  Ota^  Ter- 
h&lt  sich 

asvO§:=?  Ot'.ß't 

Fällt  man.  Ton  zw^i  entsprechenden.  Punkten  die  Lot)ie  ak  und 
i^ianC  die  JbetceffenAen  Gegenaxen,  so  i^t  das  Product, 

ak.a'i 

GODstiot  and  häi  denselben  Wertb  für  alle  Punkte  der  gege- 
^eoen  Systeme. 

Denn  es  ?erhält  sich  offenbar 

I)  asimsfsz  akirp,  •/        : 

'3>  (^timtt::^  a'iirg; 

also  erhält  man,  indem  man  zusammensetzt: 

oi.a'titjm.fnt  =ak.a'l:rp  ,rg. 
Nun  aber  UA  .    ' 

fiil^ich  auch 

§.  186.  Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  in  Centralperspective 
sind  allemal  in  Conformitätslage^  wenn  sie  nicht  in  Aehnlichkeits- 

lage  sind. 

^  ..  '.        ...1,1.  '■ 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  103.)  m  der  Durchschnitt  der  Geraden 
ab  und  if'ft'y  n  d'ei^'iemge  von  ac  niit  a'c^  endlich  q,  r  und  i  die 
Punkte,  in  denen  die  Gerade  mn  von  den  Projectionsstrahlert  aa^. 
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i 

M',  Cef  getroffen  wird.  D»  di«  Keihe  Ooqa*  mit  Obrb*  lo  Besag 
auf  das  Centram  m,  mit  Oceef  in  Bezug  aaf  das  CeDtmm  n  per- 
spectiViscli  Hegt/ so  ist 

Die  beldeo  Reihen  Obrb'  und  Octd  bähen  atsa  gleiche  Doppet- 
verhSltnisse,  und  da  sie  den  Punict  O  gemein  hahen,  so  liege» 
sie .  dbenCeills  perspectivisch.  Es  werden  sieh  also  bc  und  tM  ni 
einem  Punkte  p  der  Geraden  umtrelan»  oder  beide  mit  mn  par^. 
lel  sein. 

'Awm»rktMg^  Der  Satz  gttt  auch»  wemi  die  Gemde  m» 
dvreh  das  Cenirum  O  gehen  sttttte  (Fig.  105,).'  IXsnn  angeamDmen^ 
der  Durebschnttt  ^er  Geraden  6c  und  1/&,  weloher  )t  heissen  mag, 
Mge*  nicht  aof  Om,  00  wlMe*  aus  dem  vorigen  Beweise  kevot<i 
geben,  dass  n  auf  mp  läge.  Also  kSnnte  mn  dann  ebealUls  nlcbl 
durch  ^geken.    - 

« 

§•  187.  Lehrsatz,  Umgekehrt:  Zwei  axial  liegende  Drei- 
ecke liegen  auch  allemal  perspectivisch. 

''  Beweis.  Denn  insofern  man  den  Durch^hUltt  m  der  Gera- 
den  ab  und  a*0*  (Ftg.  103.)  als  Projectronscentrum  ansieht»  hat 
man  zwei  perspectivisch  liegende  Dreiecke  pbb'  und  naa\  Dem- 
na^qh  müssen  die  DorchiMshnittspunkte  der  entsprechenden  Seiteo- 
paare» d.  h.  O,  c  und  cS  in  gerader  Linie  liegen. 

Dasselbe  würde  Statt  finden ,  wenn  6c  und  b'c'  der  Geraden 
mn  parallel  wären,  wo  man  dann  zwei  Dreiecke  In  Parailelper- 
spective  haben  wfirde,  mbb*  ubd  ncc\ 

§.  188.  Lehrsatz.  Zw^i  beliebige.  Vierecke,  die  nicht  a0te 
(also  auch  nicht  ähnlich  oder  congruent)  sind,  können  immer  als 
conforme  Fi<(aren  angesehen  werden. 

Beweis.  Es  seien  abcd  und  afb^'d'  (tilg.  106.  und  106. a.) 
die  beiden  gegebenen  Vierecke,  f  der  Durchschnitt  der  Geraden 
ab  und  cd,  f  derjenige  von<  M  mit  c'd\ 

Man  bestimme  die  Gegenpunkte  der  beiden  Reiben  afh  und 
a*fb\  und  ebenso  diejenigiNi  von  efd  and  c'fd\  Sind  dieselben 
der  Reihe  nach  fii,  p,  n  und  q;  so  hat  man  also: 

1)  /s».  fp==^  am.  a'p  ^  bm  •  b*p « 

2)  fn.fq^=cn  .  c'q:^dn.d'q. 

Die.  Geraden^  mn.wApq  sind,  wie^  sich  später  zeigen  wird, 
die.  GfBgfinaxen  beider  Systeme. 


*•    V'  ..  f.     t    II 
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Mao  cODAtraire  Ükßr  \nm  (U#.  ikW^Oc^Ap^  und  (fbior  pq 

trecdtm 

Jetzt  liehe  man  p'q*  parallel  mit,  so  dttaBp'q^  densetben  Ab- 
stand von  O  bat  5  wie  pq  vom  O,  n^bme  den  Punkt  O  zum  Cen- 
fonuitätacentruni  and  die  Axe  XY  so^  daas  mn  und  p'q'  zu  Ge- 
genaxen  werden  können,  zu  welchem  Ende  erforderlich  ist,  daas 
ma  Dod  p'q^  symmetrisch  gegen  O  und  Jl^ Fliegen.  Construirt  mah 
hieroach  ein  mit  mbcdf  eonform  liegendes  System  aßy8q> ,  so  be- 
haupte ich  4  dass  dieses  dem  gegebenen  System  Q*b*ddff  con- 
gment  werden  wird. 

Es  seieo  p*  und  q*  die  Gegen^unkte  von  atp  und  ftp.    Dann  ist 

nutliin 

.    XQp'g'CS>^fmncs>\^(ypq, 

Kon  aber  haben  die  beiden  ahnlichen  Dreiecke  Op'q'  und  (ypq 
der  Construction  gemfiss  gleiche  Hohe,  folglich  sind  sie  congru- 
eat  and 

pq  '^  p*q\ 
Ebenso  uigt  sich 

■  .      .  + 

Xg^!g'c^  ^  Omn  co  ^f'pq ; 
mlAan  ibt  wegen  der  Gleichheit  d^r  Seiten  pq  und  p^q' 

Jetit  Ueibt  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  dass  beim  Aufeinanderlegen 
der  Dreiecke  ppq  und  p'q>q'  auch  a'  mit  a,  b'  mit  ß  u.  s.  w.  zu- 
saDUDenfalleh  muss.    Man  hat  aber  der  Construction  gemäss 

1)  •    äm,afpssfm^f*p 

aad  nach  der  Eigenthömlichkeit  conformer  Systeme  auch 

2)  a;rti.crp'=/m.9^p:; 

fblgliiih  ist  anch 

0*p^ap* 

u-     s.     w.         , 

Anmerkung,  Sollten  Ih  den  beiden  gegebenen  Vierecken 
(Fig.  107.  u.  Fig.  107.  a.)  zwei  auf  einander  als  entsprechend  beib- 
g«i)«  PuQk^ei)i#nH  ?^^  cfdt  Mnd  i?'/**,,  pro|MtftioMl  #irio»  m  Sndet 
iMO.die.Gfigmmff>«|if  iMgM?  Weisß)  ,,     i      .. 


ISO  Essen:  Vof^Auie  der  neuem  Geometrie,  in$be$,  eine  eiement, 

ftfan  be^iamt  dieCregetipoDkte  der  Reiften  afb  und  a'fb'f  sie 
ßtken  m  and  pi  Darduf  zieht  man  durch  m  und  p  Purallellinien 
mit  cd  und  &d',  und  verlängert  ae  und  a'&,  bis  sie  diese  Parai* 
lelen  in  it  ifii^^  g  treffen.    ^Lsd^nn  verhält  sich : 

1)  '  •  a'qicf^gtssa'pifpf 

2)  an  :  cn  ==  am  :  fin ; 
folgtieb  auch 

'      '    n^g-.miic'q.ensza'p.amifp.fin^ 
Nun  ist  der  Construction  gemäss 

a'p.am=2fp.fm, 

also  auch 

a'q.an^c'q.cn* 

Verßihrt  man  nun  wie  vorhifi,  äo  wird  man  ein  mit  ac/&  conform 
liegendes  System  erhalten  ccyfpß,  welches  dem  System  a'c'fb* 
cpngruent  ist.  Weil  mm  aber  y<p  parallel  mite/*  wird  und,  wofern 
d  dem  Punkt  d  entspricht,  die  Reihe  yqod  proportional  mit  c/2/ 
wird,  so  sieht  man,  dass  beim  Aufeinanderlegen  der  Systeme 
a'&fb'  und  ayq>ß  auch  d'  mit  i  zusammenfällt. 

Sollten  endlich  (Fig.  108.  u.  Fig.  108.  a.)  zwei  Vierecke  abcd 
und  a*b*c*d'  gegeben  sein ,  in  denen  die  beiden  sich  in  f  schnei- 
denden Geraden  ab  nnd  c<i  den  jbeiden  Parallelen ,  a'6'  und  c^d* 
entsprechen  sollen ;  so  ist  f  als  Gegenpunkt  der  Geraden  ab  nnd 
cd  anzusehen.  Danach  lassen -sich  die  Gegenpunkte  p  und  q 
det  Geraden  afb*  und  c*d*  bestimmen.  Schneidet  nun  die  Gerade 
u'df  (oder,  wenn  diese  nicht,  eine  andere  Gerade  desselben  Sy- 
stems) die  Gerade  pqmr^^  so  wird  r  als  Gegenpunkt  von  a'd'  zu  be- 
trachten sein,  und  man  kann  nun  auch  den  Gegeopunkt  m  von  ad 
finden.  Das  Centrum  O  bestimmt  sich  dann ,  indem  man  über  fm 
ein  dem  Dreieck  qdfr  ähnliches  Dreieck  errichtet 

Verßibrt  man  nun  wie  frOher,  so  wird  sich  zeigen,  dass,  sovrie 
y  in  c'  ,  a  in  a*  füllt,  auch  aß  in  a'b'  (allen  muss.  Denn  da  sieh 
ab  und  cd  anf  der  Gegenaxe  schneiden ,  so  werden»  aß,  und  yi 
parallel  sein^  wie  a*b'  und  c'd'  parallel  sind  u.s.  f. 

Mit  den  drei  betrachteten  Fällen  sind  aber  alle  möglichen 
Fälle  erschöpft ,  da  der  Voraussetzung  gemäss  die  beiden  .gege* 
bj^nf^f  V^erecki^  nicht  affin  sein  sollen. 

Man  sieht 'Arlgens;  dass  es  nicht  möglich  M,'  zweiafüne 
Vierecke  in  Conformitätslä|;e  zu  brhigen.    DeiMeeb'  -sind  Conf^r- 


DariteiHmg  der  VerwmdU^küfi  u.  ä»  ire9$i»iMU9  efMaiientt.  IS% 

mitlt  mid  AffinitSl  absolute  Gegenaitae^  fp(iliren4  die  AflKnitit  als 
besondere  Fälle  aacli  die  Aehnlicbkeii  pnd  Copgmems  in  sieb  dsst« 

f.  189.  Bemerkung.  Verbindet  man  in  .einem  FfinfeciD 
a6cde  (Fig.  109.)  zwei  Punkte  a  und  6  unter  sich  und  mit  de» 
ttbrigen  Punkten«,  so  werden  a  und  b  die  Alittelpunkte  zweier 
Stnihlenbaschel  von  je  vier  Strablen.  Durob  diese  beiden  B^cbel 
aber  ist,  wofern  vier  Punkte  oAccf  gegeben  sind,  allemal  der  fiinfte 
Punkt  e  bestimmt  Denn  sind  die  S^ahlenwinkei  eßb  und  s^a 
bekannt,  so  ist  aueb  das  Dreieck  abe  bestimint 

Zwei  Ftiofecke  abcde  und  a'b'c'd'e'  (Fig.  199.  o.  Fig.  109.  a.^ 
rind  offenbar  congruent,  äbniicb  oder  blos  affin ,  wenn  die  Vier- 
tcke  abcd  und  a'b'&d*  congroent,  ähnlich  o^der  affin  sind  und  der 
iÜDfle  Punkt  e  des  einen  durch  zwei  Strahlenbüschel  bestimmt 
ist,  welche  den  entsprechenden  Büscheln  des  andern  System  be- 
xiebungsweise  conform  sind*  ' 

Zuerst  lässt  sich  nämlich  ein  -^em  Viereck  dVtfi  «ongru- 
€Btes  System  a/3yd  construiren,  und  dies^  'sodann  zu  einem  dem 
Fdofeck  abcde  affinen  (ähnlichen  oder  congruenten)  System  u^}fl^r 
ergänzen.  ^  Verbindet  man  sodann  auch  a  und  ß<  unier  [sieb  «und 
mit  den  fibrigen  Punkten  desselben  Systems,  so  sind  e.  und  t 
dmcb  paarweise  conforme  StrabJenbOscbel  bestimmt,  mithin  auch 
e'  und  c.  Legt  man  nun  die  beiden  Ffinfecke  a'b'&d'e"  und  aßydi 
»  zssamneii,  dasa  die  vier  Punkte  aßyi  in  afbfc'dl  fi^en,.so  wir4 
SBck  g  m  e  fallen ,  da  durch  drei  Strablen  und  ein  -  gegebenes 
DoppdTerbältniss  allemal  der  vierte  Strahl  bestimmt  ist« 

§.  190.  Lehrsatz,  Zwei  FOnfecke  abcde  nnd  a'b'&d'e'  sind 
conform,  wofern  unter  der  Voraussetzung,  dass  niebt  vier  Punkte 
des  einen  ein  Viereck  bilden,  welches  dem  enfsprecbetfden  Viereckr 
des  andern  Systems  affin  ist,  die  fünften  Puekte  beider  Systeme 
dorch  paarweise  conforme  Strahlenbüschel  bestimmt  sind. 

Beweis«  Zuerst  lässt  sich  ein  dem  Viereck  a'b'^'d'  <;pn- 
greentes  Viereck  aßyS  construiren,  welches  in  Conforn^^itiitslage 
itft  mit  dem  Viereck  abcd.  Zu  dem  Punkte  e  Ifisst  sieb,  sodann 
ein  entsprechender  Punkt  b  finden,  und  es  ist  leicht  einzusehen, 
d^  das  Ptfnfeck  aßyös  dem  Ffinfeck  tfi'c'd'e'  coogroent  wer^ 
dten  #lrd.  •  .  .. 

Hat  man  zweimal  fünf  Gerade,  von  denen  niemals  drei  zU^ 
sammengeburige  durch  einen  Punkt  geheri  oder  ^inande^  t>arallel 
»iod,  so  entsteht  auf  jeder  Geraden  eines  dieser  Systeme  dn^cb 
&e  Dürcbschneldung  mit  den  andern  eine  Punktreibe.  Es  ist 
nicht  schwer  einzusehen ,  dass  die  beiden  Systeme  conform  sein 
werden,  sobald  sich  in  denselben  zwei  Paare  conformer  Punkt- 
reihen  entsprechen. 


18^  Esten :  fan&f^Ue  Oer  nHtem  Ciäimeirfe,  hu^s.  Hne  Riemens. 

Anmtßtkwnjf.  ^ArffPabkt«  äbddett^AlO.),  Vdh  de««nvic*r 
ein  Vil^reiik'  abtd  bSMeh,  der  ftNifte  e  über  mit  s^««leo  and^ra  a 
obd  ^  io  ^tfader  Lioae  liegt,  kämi  man  ein  abfpeettiinpfteb  JFfinf- 
eck'  nennen. 

Ein  abgestumpftes  ^iitireeh=  idt  einem  andern  cöAlenb  ^  weMi 
äen  drei  Patiktefi,  d(e  in  gerader  Litiie  liegen,  «i^eder  drei  Pünlte 
auf  einer  6^aden  entsprechen  bnd  überdies  s^ei  c<nirorJkie  Bfl« 
scbel  ^tstehen,  söbdld  Mail  fcWi»l  als  ebtspreckeiid  gesetst« 
Punkte  von  den  dbrigen,  etira  b  und  i',  mit  den  Punkten  ihfe« 
SysteiAs  v^rkindet 

Ebenso  ist  ein  System  von  (tibf  Geraden,  von  denen  aber 
drei  durch  denselben  Punkt  gehen,  einem  auf  dieselbe  Weike  zu- 
sammeiigesetzten  System  conform,  wenn  auf  zweien  entspreeben- 
den  von  ien  dbrigen  Cieraden  sich  conforme  Punktreihen  befinden. 

4  t  ^ 

§.  190.' a«  LihrsatZi  rZwiri  bNiirkifte  Figuiioosind  fCHrf^rm» 
wenn  der  fünfte  ^  sechste  und  jeder  fplfeade  Punkt  de»  ^Inen 
Syitteme  in  Beang .  auf  die  vier  ersüleQ  ein  Viereck  bildende» 
Pankte^  durch  eiil  Ffinfeck  bestimmt  ist,  vifdche»  di^m  e^|sprecheo- 
den  Fünfeck  des  andern  Systems  oooforii^ii$t. 


dUisamiietffjiuMittts'  del*  O^mf^Mrittttt  tiiid  AMaitM 
den  ikllipeiii^tteren  BegprllT  dier  li0inoipr»plilieli«ii 

TerwandÜeliaft. 

.  $.  IN.  Erklärung,  Man  kann  die  Confornvtttt  und  iLffipi- 
tü  (Aehslidikcit  und  Congruenz)  unter  den  gemeiusaroen  ßegriC 
der  bomograoMsckei»  Verwandtschaft  zusammen  fassen. 

Hiernach  sind  also  zwei  Punktreihen  oder  StrahleiibOschd 
homographiscih,  wenfi  in  beiden  der  vierte,  fUnfte  und  jeder  fol* 
gende  Punkt  öder  Strahl  durch  ein  Doppelveiliältnlss  von  deM- 
^dben  Werthö  bestimmt  Ist. 

.Ob  nwm  Strahlenbiscbel  von  je  vier  Strahlen  homographiscb 
seien,  wird  man  am  bequemsten  ausmachen,  indem  mau  zusweia« 
al%  entsprechend  gesetzten  Strafen  Parallelen  zieht  und  sedam 
frfift^  ob  auf  beid^  Trangyersalep  durch  die  abrigen  Strahlen 
proportionale  Punk^eihen  get»lldet  werden.  Denu  sind  d  und  d* 
die  unendlich  entfernten  Durchschntttspunkte  mit  den  vierten 
Strahlen,  so  ist  *) 

*)  Die  Figur  wird  «ich  Jeder  leicht  aelbtt  entweirfeii.  G. 
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ttüAC 

-Si' 

abiJ-C  ■is^'i)' 

Zwei  komognpkUche  Pnnktraiben  ad«r  StraMenfclfscbfll  fallen 
IS  iiM«m»«p.  Bobald  ale  drei  Pwpicte  •ntopreehend  gemein  b4b«ii. 
igtaphisdi,  weB«  «ic  dvrcb  paKi%ei*a 
üinnt  ttod  n.  ■,  f. 

garen  Tallen  in  atlcD  ihren  Punkten 
'aokte,  die  ein  Vlere^  bilden,  ent- 


itepie  ebera  drittrn  boniDgrfiphlacbjL 

I  Zwei  bomt^rapbische  System«  li«- 
ctivisch  liegen.    (Fig.  103.) 

0  Kwei  belieb^  einsnder  entHpre* 
<f,  so  zeigt  sieb,  das«  sie  uial  liegen 
^tiviscber  Lage  sind.  Da  sich  nan 
ender  Riebtangen  auf  derselben  Ge- 
is sich  alle  aaf  derselben  Axe  treffen. 
Systeme  liegen  perspeetiviseh ,  eo- 

Be*Teis.  Die  drei  Geraden  aa',  bb",  ce'  treffen  sich  wegen 
idalcr  Lage  der  Dreiecke  »^  and  a'6'c'  in  einem  Pnnkt  O.  Da 
dies  non  bei  je  drei  Linien  der  Fall  sein  wird,  welche  entspre' 
ehmde  Pnakte  verbinden,  «o  folgt,  dass  ade  diese  Linie«  doMfr 
•inen  und  denselben  Punkt  gehen. 

^  1U3.  Z«<fii>fl.  l).Zwsi  bnmogr^hiscbe  Systeme  liegen 
perapectfviscb,  wann  siet  dr«  Gerad«  entsprechftitd  gemein  haben, 
dt*  in.Maen  and  denselbeo  Poakt  aneamiitanlMifen.    (Fig.  103.)    „ 

Beweis,  Es  seien  aa',  bb',  ce'  drei  Qerade,  die  SMh  iqi 
INmkt  O  begegnen.  Sollen  nun  aber  Oa,  Ob,  Oe  der  Reih« 
BBek'den  Beradwi  Oa',  Ob',  Oc"  entsprechen,  s«  kann  dies  nur 
dwnvduf  Fall  amm;  wenn  O  ein  sich  selbst  eHtspreebesder  Punkt 
Miar  Sjwtsne:  isL  'VAMndet  man  alse  O  etwa  mit  d  und  d'„ 
m  «iad  Odnai  Ott-  entsprechende  Gvade:  folslich    . 


18ß   M$$in:  V^rscäuU  der  neuern  Gtometrit,  fm^ee,  ein§  eiemeni* 

.{.  199.  LekuaU.  In  swel  Figaren»  die  sich  \m  rlnaiKehtt 
Attnitätslage  oder  ia  riitnliclier  ConfonnttSIsIftge  beiBiileii,4iciHitMc& 
sich  je  xwel  entsprechende  Gerade  anf  der  Alfinitfitsaxe»  l^eafigHoii 
der  Conformitatsaze.  (Fig.  111.) 

Beweis.  Da  die  Linien  aaf  nnd  bb*  einander  parallel  sind, 
oder  sich  einander  schneiden;  so  lässt  sich  durch  dieselben  eine 
Ebene  legen* 

Da  nnn  ferner  die  Darchschnittslinien  dreier  Ebenen  entweder 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  oder  sämmtiich  einander 
parallel  sind;  so  werden  sich  die  Geraden  ab  nnd  a'b'  entweder 
auf  der  Durchscbnittslinie  der  beiden  Ebenen  MN  und  PQ  anf 
JFK  begegnen,  oder  ihr  beide  parallel  sein. 

•  * 

9.  900.  Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  In  verschiedenen  Ebeoee, 
w«lehe  In  Bezug  auf  die  Durchschnittsltnie  beider  Ebenen  axial 
liegen»  liegen  auch  allemal  perspectivisch. 

Beweis.  Da  sich  die  beiden  Geraden  a6und  o'6' (Fig.  111.) 
im  Punkte  m  der  Durchschnittslinie  XY  begegnen»  so  lässt  «eb 
durch  dieselben  eine  Ebene  legen.  Ebenso  lässt  sich  durel  ac 
ond  oV  nnd  drittens  auch  durch  bc  und  b*&  eine  Ebene  l^en* 
Die  Durchschnittslinien  dieser  drei  Ebenen  werden  die  Linien  ssf, 
bb^  nnd  c&  sein. 

'  Nun  aber  sind  die  Durchschnittsllnien  dreier  Ebenen  entweder 
alle  einander  parallel»  oder  sie  laufen  In  denselben  Punkt  zosam* 
men;  folglich  liegen  die  beiden  Dreiecke  abc  und  a'b*&  per- 
spectivisch. 

$.  20L  Lehnait.  Sind  zwei  ebene  Figuren  in  rfturolicber 
Conformitätslage  gegeben»  so  ist  jede  Gerade  in  einer  dieser  Fi- 
guren dem  Projectionsstrahl  parallel»  der  durch  den  Gegenpunkt 
der  entsprechenden  Geraden  geht. 

Beweis.  Es  sei  O  (Fig.  112.)  das  Projectionscentmm ,  XT 
die  Gerade»  in  der  sich  die  Ebenen  3t N  und  PQ  der  beiden  ge- 
gebenen Figuren  einander  schneiden;  ÜV  sei  die  Gegenaze  ven 
PQ,  also  die  Ebene  OÜV  parallel  der  Ebene  IHN. 

Werden  die  beiden  entsprechenden  Punkte  a  und  a^  mit 
^nem  Pnnict  m  der  Conformitatsaze  XV  verbunden»  so  itind  am 
und  a'm  entsprechende  Gerade»  und  wenn  a'm  die  Gerade  UV 
in  r  durchschneidet»  so  ist  r  der  Gegenpunkt  von  a*m*  Legt  maa 
nun  dnreh  die  (3in(  Punkte  Oaa^mr  eine  Ebene»,  so  zeigt  eidb» 
daas  Or  nnd  a'm  parallel  sind»  als  DurchsehniüaUnien  ven  sivfi 
paraUef en  Ebenen  mit  einer  dritten* 


DmU9Um§  der  Hrwamtückmf^  rnttl.  It9§eiukiiiminikai$mä.  |87 

f  SOS.  LiekTMit.  Ziwei  Figweny  die  Wi  der  Blmie  Affia 
Nbge»9  koüBiieii  in  rimnlirbe  AttoHitelag«)«  sobald  'riUHi  eine  49t- 
miktm  nm  die  AfBoititeaze  iMtana  dreht  ) 

Beweis.  Es  seien  (Fig.  111.)  ab  nnd  a'ft'zwei  entepreehende 
Oehid«^,  m  ihr  'DcrchBchnitt  auf  der  AfÜnitiUbaxe. 

Da  die  Reihen  mab  nnd  ma'b'  proportional  sind ,  so  bUibeo 
dieselben  in  Paralielperspective,  so  lange  sie  den  Punkt  m  ge- 
■eiaschaftlich  haben. 

Sind  die  beiden  Geraden  ab  und  a'b'  aber  der  gegebenen 
AffioitStsajfe  parallel,  so  werden  sie  es  aqch  bleiben ,  wenn  eioa 
im  beiden  Figuren  um  dieselbe  herumgedreht  wird;  also  wirä 
dton,  da  ab^^a'b'  ist,  die  Figur  aa'6'6  beständig  ein  Parallelo* 
pima  bleiben.  Bieraus  folgt,  dass  die  beiden  gegebenen  l^igqren 
h  Parallelperspeotive  bleiben. 


..'  1^ 


Da  rf%  nun  ätich  bei  d^r  I>rehtin>g  nteich  wie^  vor  In  idfeikir 
Lige  bleiben,  so  folgt,  dass  sie  durch  dieselbe  in  rSomliche  Afß- 
utüdage  kommen. 

ittS.  Lehts^ait.  Umgekehrt:  Sind  jbw«!  Figuf eA  h)  tSuth- 
BA^  Affinitltslage  gegeben,  so  kommen  dieselben  1d  AtBeXiXfS' 
\^  in  der  Ebene,  wenn  man  eine  der  gegebenen  Flgot^  utii  ffie 
AiBsifItfaxe  herumdreht,  bis  sie  in  die  Ebene  der  andern  Mit. 

f  904.  Lehnait,  Zmei  in  der  Ebene  vonform  liegend* 
Figweii  kommen  In  rSumliche  Conformftätslage-,  w«Dn  roaneis» 
roo  ihnen  um  die  Conformitätsaze  dreht,  und  umgekehrt  u.  s.  w. 

Beweis.  Betrachtet  man  die  beiden  entsprechenden  Punkt* 
reihen  abe  und  a'b'e'  (Fig.  103.),  d^ren  Richtungen  flieh  auf  der 
Conformitätsaxe  in  m  begegnen,  so  hat  man 

(]|M^  4e}  SS  (im',  Ä'^O* 

So  lange  nun  die  beiden  Reihen  den  Punkt  m  geroelnschah- 
M  hnsbalten,  mflssen  sich  die  Cieraden  aa\  bb*,  tef  In  einem  'und 
AHbflelben  Punkte  edmeiden.  Dasselbe  wird  der  Fall  sein,  w^nik 
Ae  beMe«  Reihen  a6#  und  ii'6V  der  GonfbmitiUsaze  paraM 
«h  itaNleh.  «AMami  sind  Itfimlkh  diese  beiden  Reiheki  propot* 
Bild  bleiben  bei  der  Drehung  bestitadig  «iMmder  paraHeL 


Nimmt  man  ferner  zwei  entsprechende  Dreiecke  abe  ond 
i9^,  Hb  bhsfbfen  dieselben  bei  der  Drehdog  beständig  Ito  atialer 
Iih|{^/Mil%irfllM'ilah^  «och  hitht  'attfhSi^,  yetUpetftlvIiMefa  m 


18* 
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Da  «Ich  Don  die  Verbbdnogslinien  von  je  drei  Paaren  entupre- 
ebender  PonJcte  in  einem  Punkte  schneiden»  so  folgt»  dass  alle 
Linien,  welche  entsprechende  Punkte  Terbinden,  durch  denselben 
Punkt  gehen. 

Anmerkung.  Uro  bei  swei  Figuren  in  iftomlicber  Coirfer* 
mitätslage  vorher  auszumitteln,  in  welche  Punkte  beider  Ebenen 
das  Projectionscentrum  fallen  werde,  wenn  dieselben  zusamtnen- 
gelegt  werden,  kann  man  sich  folgender  Construction  bedienen: 

Man  halbirt  die  von  den  Ebenen  der  beiden  Figuren  gebildeten 
f^lächenwinkel  und  föllt  vom  Augenpunkt  Lotbe  auf  die  beiden 
italbirungsebenen.  Jedes  Loth  bestimmt  in  den  beiden  Ebenen 
entsprechende  Punkte.  Es  ist  nun  klar,  dass  jedesmal  zwei  die- 
ser entsprechenden  Punkte  zusammenfallen,  je  nachdem  man  jene 
beiden  Ebenen  in  der  einen  oder  der  anderen  Weise  zusammen- 
fallen lässt,  und  eine  kurze  Ueberlegung  wird  hinreichen,  um  ein- 
anseben,  dass  diese  beiden  Punkte  in  das  Projectionscentrum  iaileo. 

$.  205.  Erklärung.  Von  zwei  Piguren,  die  sich  in  pe^ 
spectivischer  Lage  im  Räume  befinden,  heisst  jede  die  Projadioo 
der  andern  und  zwar  entweder  die  Centralprojection  oder  die  Pa- 
raUelprojection.  Die  Centralprojection  einer  Figur  wird  auch  dit 
Perspective  derselben  genannt.  Die  Parallelprojection  wird  No^ 
malprojection  genannt,  wenn  die  Projectioosstrablen  auf  der  Pro- 
jection  senkrecht  stehen.  Wenn  von  der  Projection  einer  Figur 
schlechthin  die  Rede  ist,  so  ist.  Wofern  der  Zusammenhang  nicht 
•in  Anderes  ergiebt,  die  Normalprojection  darunter  su  verstehen. 


II)  ITene  Folf^e  von  Anwendiini^eB. 

§.  206.  Anmerkung.  Zwei  Peripberiewinkel  in  einem 
Kreise,  die  fiber  derselben  Sehne  stehen,  sind  bekanntlich  ent- 
weder gleich  oder  Supplemente  von  einander. 

%i  207.  Lehrsatz»  Verbindet  man  zwei  Punkte  auf  der  Pe- 
ripherie eines  Kreises  A  und  B  (Fig.  113.)  unter  sich  und  mit  be- 
liebig vielen  anderen  Punkten  C,  />,  £....,  und  sieht  noch  durch 
A  und  B  die  Tangenten  AX  und  BX;  so  hat  man  allemal  zitei 
eodgruente  Strahleabfischel  in  nicht  perspectivischer  Lage»  deteii 
Centra  die  Punkte  A  und  B  sind. 

Denn  die  einzelnen  Winkel,  deren  Schenkel  durch  diese^M 
Punkte  der  Peripherie  gehen,  sind  i^ntweder,  ^ie  fti«  bdden  Wio« 
kel  DAE  und  DBE,  einander  gleich,  oder,  wie  DAC  und  I^ß^ 


\ 
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8q>pleniente  vod  eilwnder.  Da  feraer  der  Wnkd  XAC  gteioh 
ABC  und  der  Winkel  XBC  gleicb  BAC  ist,  so  aiebt  man.  An» 
dw  Sehne  zwischen  A  und  B  jedesmal  einer  Tangente  entspricht, 
nd  nrar  der  Tangente  AX,  wenn  sie  als  Strahl  BA  gedacht 
wild,  dagegen  itx  Tangente  BX,  sobald  man  sie  als  Strahl  AB 


einen  beliebigen  Panlct  £  einer  Kreis- 
el B,  C,  D,  80  bat  ein  auf  bealimnite 
rhältuiss  der  rier  gezogenen  Strahlen 
zwar  bat  man: 


L8=2r 

.ünAB, 

\D=tr 

.Bin  AD, 

:B='ir 

.tmCB, 

^0=2r 

•in  CD; 

aCB 

AB  AD 
CBTS' 

8.  w.  Sehnen  lu  verateben  sind. 

romt  den  vier  Strahlen  an,  die  man 
r  vier  Testen  Punkte,  an  A,  eine  Tau- 
en Punkt  mit  den  übrigen  drei  Cutes 


Verden  zwei  feste  Tangenten  dnea 
U.)  von  einer  dritten  Tangente  aa' 
e  letztere   eine  Transversal  tan  gente 

^er  aber  einer  Transversaltangenle  stehende  Centriwtokel, 
*neaOa',  ist  entweder  gleich  der  Hälfte  desjenigen  Centn  Winkels, 
nidier  fiber  der  BerBbrongssebne  des  festen  Tangenten paars  steht, 
•der  er  ist  das  Supplement  dieser  UülRe. 

Beweis.  Liegen  die  beiden  DnrcbBchDittapunkte  derTrans- 
""nhangente  a  and  a'  auf  der  Convergenaaeite  der  beiden  fea- 
!■  Tangenten,  ao  hat  man,  wofern  A  der  Berahmngspunkt  von 
«•"Ut: 

Vf.aOA  =  iW.EOA, 

V/.a'0A=iVI.POA; 


Mglleh;  kkieik  inättr  acMirt  3 

W.aOa'=^l\V.EOF^ 
Liegt  die  Tangente  bV  so»  dass  sie  die  eine  der  beicbo 


■*  *  * 


Tioigenteo  EX  in  b  auf  det  GonveigoMseite,  dfc»  andete  iuf  dist 
Divergenzseite  durchschneidet»  so  hat  man : 

W.bOB^iVf.BOE; 

folglich,  indem  man  sabtrahirt: 

Bei  der  Tangente  cc'  endK^,  dei^n.  beide  Dorehscbnit^NiDkte 
auf  der  Divergenzseite  liegen,  hat  man : 

w.cOC=iW.£;oc, 

W.c'OC=iW.FOC. 

{.  209.  ^Lehrsatz.  Werden  zwei  feste  Tangenten  eiiMs 
Kreises  EX  and  FX  von  beliebig  vielen  Transversaltangentea 
Af  B,  C,  D  diirohschnitten,  so  entstehen  aHemai  swei  conformii 
PnnktreUic^ 

Beweis.    JiiiQfSit  ist 

W.a'Oa=W.£;OJIC,- 

W.JlC0a'=W.£;0a. 

Weiter  i«t  dann 

Vf.FOX^^Vf.XOE. 
W.FOb'=:V^.XOb. 

JßndGch  hat  man,  woferu  OO  die  Verlängerung  von  Oc  Ist: 

W.  C  Oc'  =  W.  EOX=zVi.  FOX, 
mitbin 

W^fiOC^'W.XOtf 

u.  s.  f. 

Es  bilden  sonach  die  Strahlen 

0£,  Oa,  QX,  O^  Oc... 

einen  Büschel ,  welcheil  «ongnteni  ist  dem  Ton  den  Strahlen 


der  tmewmuttKäaft  «.  O.  Me§§i9dMii9  rnukmUmO.  181 

OJ,  fMf.  OF,  aV,  Od.... 
gebildet«ii  fiüscbel. 

Mba  sieht  hkraiui,  daas  die  beiden  Pimktrelhee 

* 

md 

XofFb'&.... 

ImDographiech  sind,  and  daw  der  Dareheehoitt  der  beiden  foetea 
Tangenten  X^  mag  man  ibn  der  einen  oder  der  andern  snrecbnen, 
jedesmal  dem  BerflhrungspaniEte  der  andern  Tangeute  entspricbt 

Zusai  a«  Werden  vier  feste  Tangenten  eines  Kreises  A,  B,  C,  E 
ü»  ii^gead  einer  fQnften  Tangente  F  dorcbscbnitten,  so  bat  ein 
wd  bestimmte  Weise  angeaetstes  Dopi^lTerbftltniss  der  Tier 
Dncbscbntttspnnkte  einen  eonstanteo  Werth. 

In  der  Tbat  man  bat: 

2r  •  sin  o'Ofr' = Sebne^^, 

2r.sin  a'OX—SehwAE, 
n.  s.  f.  f 
tM&a 

sin  a'Oh' . sin  a'OX _AB   AE 
Bin&Ob'^sm&OX'^CB   VE' 

rait  der  Pnnlct  F  mit  B  zusammen,  so  (Kllt  aaeb  6^  In  B. 

f.  210.  Lehrsatz.  Verbindet  man  die  Punicte  a,  b,  a\  b\ 
in  daieo  ein  Tangentenpaar  eines  Kreises  von  zwei  beliebigen 
ladeni  Tangenten  A  und  B  (Fig.  1 15.)  gescbnitten  wird,  unter  ein« 
aader,  so  scbneiden  sieb  die  Verbindungslinien  ab'  und  a'b  alle- 
■il  aaf  der  Berfibrungssebne  £F. 

Beweis.    Denn  da  die  beiden  Punktreihen 

PübE 
mi 

Fa'b'P 
iMmograpbiseb  sind»  so  hat  man 

(PJE.a6)=(FP,a'60. 
Rm  abef  ist< 

(FP,a'60  =  (PF,6'aO, 
(PF,»af)=r(PE,mb}. 


19S  Esten:    Vorsckmie -der  muem  €eomeirU^  Huöet:*  tim 

Man  hat  also  zwei  homogratAiscIie  Rdlidii:'    ^ 

PF6V    und    PEab, 

die  den  Punkt  P  als  entsprechend  gemein  haben,  und  daher  per- 
spectivisch  liegen  miissen. 

(.  211.  Lehn  atz.  Liegt  der  Durchschnitt  eines  Tangen- 
tenpaares  Q  (Fig.  115.)  auf  der  Serfihrungssehne  EF  eines  andern 
PaareSy  so  sind  die  Berührungspunkte  der  vier  vorhandenen  Tan- 
geilten  harmonische  Punkte  der  Kreislinie. 

Beweis.  Die  Geraden  caf  und  c'a  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  D  der  Berfihrungssehne  £F.  Da  man  nun  ein  vollst£ndi- 
ges  Viereck  hat,  dessen  äussere  Diagonale  PQ  Ist»  so  sind  e^  E, 
&,  P  vier  harmonische  Punkte.  Das  Doppelverhältniss  dieser  vier 
Pmdcte  stimmt  aber  mit  dem  Verhfiltniss  der  Sehnen  zwischen 
den  Punkten  A^  C£,Fdem  absoluten  Werthe  nach  flberein»  also  ist 

Man  wird  sogleich  folgern,  dass  auch  P  auf  der  Berfihraogs« 
sehne  AC  liegen  muss.  Uebrigens  heissen  vier  Tangenten  wW 
die  jetzt  betrachteten  harmonische  Tangenten. 

{.  212.  Lehnatz.  Verbindet  man  die  Durchschnitte  voi 
zwei  harmonischen  Tangentenpaaren  D  und  E  (Fig.  1 16.)  mit  einem 
derjenigen  Punkte,  für  welche  die  Verbindungslinie  dieser  Di|rch- 
«chnittspunkte  Potenzenlinie  ist,  so  schliessen  die  beiden  gezoge- 
nen Linien  allemal  einen  rechten  Winkel  ein. 

Beweis.  Wird  um  den  Tangentendurchschnitt  D  ein  Kreis 
beschrieben,  der  durch  die  Endpunkte  der  zugehörigen  Beriihrung«- 
sehne  FG  geht,  so  theilt  dessen  Peripherie,  da  sie  auf  der  ge- 
gebenen Kreislinie  senkrecht  steht,  jeden  Durchmesser  dieser 
letztern  wie  KL  in  A  und  B  harmonisch.  Ist  aber  KL  defjenigo 
Durchmesser,  der  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Be« 
rührungssehnen  FG  und  HJ,  d.  h.  durch  den  Pol  P  von  DE  geht; 
so  steht  DE  auf  demselben  senkrecht,  und  der  Durchschnitt  dieser 
beiden  Geraden  M  ist  die  Mitte  von  AB.  Hieraus  folgt,  daae 
DE  die  Potenzenlinie  für  die  Punkte  A  und  B  ist,  und  dass  also 
die  Tangenten  EH  und  EJ  gleich  EA  sind.  Es  wird  also  auch  ein 
um  E  mit  EH  beschriebener  Kreis  durch  A  und  B  gehen^  • 

Nun  seien  Q  und  R  die  Punkte,  in  denen  die  Gerade  JJff 
von  der  Kreislinie  um  D  geschnitten  wird«  Da  der  DurdnnesMr. 
QR  von  jeder  senkrechten  Kreislinie  harmonisch  getheilt  wird,  ee 


MJQBU  fka^kmmmimAA  Reihe,  Md  weU  Meb  die Onfcebrtioc 
4ts  eben  angeivraadten  SaUea  gilt,  ao  atebea  aoch  die  Kreklbiea 
m  D  oad  £  au£  einaDder  sealcreciit. 

Demzufolge  wird  der  Radius  DB  eine  Tangente  des  Kreiaea 
am  £  sein,  und  also  auf  ££  senkrecht  stehea. 


j. 


Zutatz.  Umgetcehrt:  Kämmt  der  Geeadea  ÜV  dife  iSige«^ 
ickaft  der  PotenzentiDie  fflr  einen  Panld  B  aad  eiäea  gegetMoeof 
Kreia  so.  so  bestimmen  die  Sehenkel  eines  rechten  Winkels,  des- 
•eo  Scheitel  in  B  föllt,  auf  der  Geraden  ÜV  zwei  Punkte  D  and 
E  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  von  ihnen  an  den  Kreis  ge- 
Mgeaen  Tangenten  harmonisch  werden. 

$.  213.  Lehrsatz,  Zwei  excentrische  Kreise  alnd  attemal  bi 
Gtiformitätslage.  Zum  Centrum  kann  man,  wofern  die  beiden 
Knise  nicht  congruent  sind,  jeden  der  Aehnlichkeitspnnkte,  neh- 
M.  Axe  ist  in  beiden  Fällen  die  Potenzenlinie  der  Kreise.  In 
IcB  erwähnten  Ausnahmefalle  aber  ruckt  der  äussere  Aehnlich- 
ktütpankt  io  unendliche  Entfernung,  und  die  Conformitätalage  geht 
b  Affiaititalage  über.  (Fig.  116.  a.) 

Beweis.  Es  sei  O  der  eine  Aehnllchkeitspunkt  der  gege* 
beaen  Kreise,  pq  und  pV  ^^®  Polaren,  welche  dem  Punkt  O  in' 
Bezog  auf  beide  Kreise  zukommen., 

Ikr  Kreia  um  c  wird  durch  die  Polare  'pq  in  zwei  Bogen  ^ 
geAtik,  die  sich  in  perspectiviseb-axialer  Lage  befinden  In  Bea^g' 
lof  das  Centmm  O  und  die  Axe  pq.  Dasselbe  gilt  von  der  Po< 
hnp'g*  in  Bezug  auf  den  Kreis  um  c\  Hiernach  wird  dem  Punkte 
a  der  Punkt  b  und  dem  Punkte  af  der  Punkt  b*  entsprechen,  in- 
des a,  6,  a',  b'  die  Durchschnittspnnkte  eines  Aehnhchkeitsstrahles 
alt  den  beiden  Kreislinien  bezeichnen.  Nun  aber  ist  der  Bogen 
jMif  aocb  mit  dem  Bogen  p'a'q'  in  perspeotiviscb-axialer  Lage  in 
Beiag  auf  das  Centrum  O  und  eine  unendlich  entfernte  Axe.    Da 

zwei  Systeme  homograpbisch  sind,  wofern  sie  es  mit  einem 
sind,  so  sind  auch  die  Bogen  pbq  und  p'a'q'  homographisch 
asd  zwar  »o,  dass  sich  jetzt  zwei  ioverse  Punkte  wie  b  und  a\ 
«oaader  entaprechen.    Die  beiden  Systeme  pbq  und  p'a'q*  liegen 
abor  perapectiviaeh,  fblgliob  auch.  axÜL 

Bei  dieser  neuen  Beziehung  sind  aber  Tangenten  an  inverae 
Punkte  offenbar  eAtsprechende  Gerade  und  müssen   sich  auf  dör* 
Coiivergenzaxe  begegnen;  folglich  ist  diese  Axe  keine  ändere  ala* 
die  Potenzenünle  beider  Kreise. 

S«  214.    Erklärung*    Jede   einem  Kreise  eaafome  Flgar 
wbd  K#g^haUt  genannt 


DttvclMcliiiüld^tvMii  ninrtMi  einen  Kegel  mit  kielaftrttl|f6r'Bv 
eis  Abrd»  irgeiid  eine  derSaeie  nicht  pareliele  Ebene,  so  hat  nie 
eine  Durcbscboittsfigur»  welebe  mit  dem  Kreise  in  fiiDltch» 
ConformitStslage  ist.  Oder  ist  eine  mit  einem  Kreise  in  der  Glieoe 
conform  liegende  Figur  gegeben,  so  kann  man  die  beiden  FignreD 
auch  in  räumliche  Conformitätslage  bringen,  und  alsdann  umschlies- 
sen  die  PkojectioMStieUen  einen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis. 
Se  ergiebt  eiek  hierbei^  aber  feigender  Unterschied« 

1)  Ein  g.eschiossener  Kegelschnitt  ist  vorhandeo,  wenn 
die  Ge^enaxe  für  das  System  des  Kreises  ganz  ausserhalb  des- 
selben liegt ;  denn  da  alsdann  kein  Punkt  der  Kreislinie  auf  der 
Gegenaxe  liegt,  so  werden  alle  Punkte  der  entsprechenden  Karre 
Im  eniUicben  Räume  liegen. 

Ein  solcher  Kegelschnitt  entsteht»  wenn  man  einen  gemeinea 
Kegel  so  durchschneidet,  dass  sich  zwischen  dem  Kegelmaaiel 
un4  der  Purchschnittsebene  ein  vollständig  begrenzter  Raum  b^ 
findet 

2)  Ein  Kegelschnitt  mit  rier  unendliebe»  ZweJf^'' 
^rd  gegeben  sein,  wofern  die  Gegenaxe  für  das  System  iv 
Kvei^es  eine  Sekante  dieses  Kreises  ist 


Um  einen  solchen  Schnitt  aus  einem  Kegel  zu  erzeugen» 
die  Setten  des  gegebenen  Kegels  Aber  die  Spitze  hinaus  ▼e^ 
lingern,.  vnd  die  Dorchschnittsebene  so  legen,  dass  beide  TbeSe 
des  entstandenen  Doppelkegels  ducchsohnitten  werden. 

3)  Eineq  Kegelschnitt  mit  zwei  unendlichen  Zwei- 
gen hat  man  in  dem  Falle,  dass  die  Gegenaxe  fSr  das  Systen 
des  Kreises  eine  Tangente  desselben  ist« 

Zieht  man  an  die  Basis  eines  gemmnen  Kegels  eine  Tangenle 
und  legt  duirch  dieise  und  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene»  «o 
wird  jede  mit  dieser  Ebene  parallele  Durchschnittsebene  eines 
Kegelschnitt  dieser  dritten  Art  erzeugen»  die  Tangente  des  Gnifid> 
kreises  ist  alsdann  die  Gegenaxe  desselben. 

In  einem  Kegelschnitt  der  ersten  «nd  zweiten  Art  heiest  lli^ 
telpmnkt  derjjsnige  PvuVt»  weicher  dem  Pol  der  Gegenaxe  des 
V^uim^  entspricht  In  einem  Kegelschnitt  der  drUten  Art  soll 
jedf  Gerade  ein  Durchmesser  hetssen»  welche  eines  durch,  den 
Berührungspunkt  der  Cregenaxe  gehenden  Krejussebne  «ntspricbt 

)"  Dke  Begrtfe  von  sugeordneten  Durchmessern,  Eugeerdneten 
Sehnen  übertragen  wir  von   der  Ellipse»  Hyperbef  «nd.FMM 


vm 

aat^  ökam  acb<i>  Mo  V«bMs«i-. 

iwv  <Uf8».KflrT«H.u«tu  4w  Kfr. 
>  verstehen  wir  jettt  »nch  nnter 
D,.  wcMm»  im,  SyBbina  eilMwKo- 
urcb  den,  P«i  dar  Ctegstax*  e«n 


»   SSmUowsbi»    KagvladMltta. 

im  System  des  Kreisu,  ^\o  «Incr 
enUprichl,  die    RepTfi«eiitoi|t* 

ichlDBMneB  KegelschniHSi  ^Alcbv 
IJ  zweier  faannoDischer  Tatigen- 
I,  aiod  zugeordnete  Darcbmetfaer. 

d  BJ  scbpeidea  sieb  im  P<)1  i* 
BD  Tangentendurcb8chDitteZ>gnd 
laxe.  Nd»  *b*r  adkotiiat.  FO 
MJ  «nf  dar  6eg«nue;  foJgttak. 
ka  eiBwid«  panüW  a«iD. 

■1 
blossenen  Kegelscbtiitts  wird  im 
H  barmtmUabe  Fniikt«  aipi^  von 
ae  liegt 

archmesserD  etoea  geschlMsenen 
i  KDf  elnaDder  aeokrechte,  weMta 
len. 

loeDtrai»  O  (Flg.  114^)  mit  etmia 
ikbe  dte  Gegenaxe  dea  KreiMM' 
ai  den  Krela,  etwa  mit  B.  Bf. 
von  OB  ein  Lotb,  hia-dMaelb« 
st,  bescbreibt  aus  Z  einen  Kreis, 
wrbiodbt  die  Punkte  D  und  E, 
axe  scbneidet,  mit  dem  Pol  der 
ddea  GeradeOh  dmea  dki.&zan' 
tsprechen.' 

.V»»-  •»  -»-  ■■■—-.  ~^^  ein  rechter  ist,  so  fallen  P/>itAd 
P£  in  die  Richtungen  der  BeTfibraugsaebnen  von  swei  harmoni-^ 
s^en  Tangentenpaaren.  Da  nun  in  xwei  conrorni  liegenden  Sy- 
rttiTin  Jede  Gerade  dam  ^  PmjMttone^tnhl  pardlel  ist,  welcfaei 
dwch  den  Gfegenponkt  der  enisprscbeiidan  Gwadon  f«ht,  «o  bt 


ti6  #«#«»:  VerMdMe  der  nenim  eemneirU,  ^u§is.  €tn$  tkmeni* 


— 'S 


von  den  durch  FG  and    HJ  repriUienfirten   Dttrehmesflera   dtr 
•ine  mit  OD^  der  andere  mit  OE  parallel. 

Fftllt  O  mit  B  zusammen,  so  stehen  Je  Bwei  sogeordnete  Durch- 
messer des  gegebenen  Kegelschnitts  auf  einander  senkrecht.  Dann 
ist  derselbe»  wie  später  einleuchten  wird»  ein  Kreis* 

WiU  man  diese  Construction  im  Räume  ausfahren»  s»  hat  man 
durch  die  Mitte  von  Oß  eine  senkrechte  Ebene  zu  legen« 

3)  Die  Kreissehne  ob,  welche  verlängert  durch  den  Pol  von  FG 
durch  D  geht,  repräsentirt  eine  Sehne  des  Kegelschnitts»  welche 
dem  durch  FG  repräsentirten  Durchmesser  zugeordnet  ist  Die- 
selbe wird  von  diesem  Durchmesser  offenbar  halbirt. 

Uebrlgen^  liegt  der  Pol  von  ab  auf  der  Richtung  von  FG^ 
Man  pflegt  daher  die  Geraden  ab  und  FG,  von  denen  jede  duicb 
den  Pol  der  andern  geht,  selber  zugeordnete  Richtungen  zu  nenneo. 

Die  Punkte  FGab  sind  harmonische  Punkte  der  Krdrfsi«^ 
abö  sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  und  einer  ihi»st*> 
geordneten  Sehne  allemal  harmonische  Punkte  des  gegehCMfe 
Kegelschnitts. 

4)  Jede  einem  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  eines  ge- 
schlossenen Kegelschnitts  verhält  sich  zur  mittlem  Proportionale 
aus  den  Abschnitten  dieses  Durchmessers»  wie  der  ihr  parallele 
Durchmesser  zum  zugeordneten.    (Fig.  118.) 

Man  verbinde  den  einen  Endpunkt  D  des  der  jSehne  FG  pa- 
rallelen Durchmessers  CD  mit  F  und  Cr»  sowie  mit  den  Schelteb 
des  ziigeordneten  Durchmessers  AB.  Alsdann  erhält  man  einen 
harmonischen  Büschel»  durch  den  die  Sehne  FG  *in  Jf  und  B* 
hfipioDisck  getheilt  frird.    Ist  H  die  Mitte  tod  FG,  so  bAt  mu 


Fm=^HA'.HB>. 

Bs  Tsrhält  sich  aber>  wofern  £  "der  Mittelpunkt  des  gegeheoeD 
Kegelschnitts  Ist» 

:1)  AH:AEzs:HAUED. 

woraus  hervorgeht : 

ED.Aa 
I .... .  ;    •■"^  -      AE     ' 


8)  HB.BE=HB'<:ED, 


abo 


£1  m      EIj»BB 


U|Rcb  erbllt  man: 


s:  — ;-«-  •  AB mMB» 


9.  216.  Lehrsatz,    Jeder  geschlosserte  Kegelscbnitt  Ut  eloe 
tBfK.    (Flg.  118.) 

Beweis.  Es  seien  AB  und  CD  diejenigen  einander  zage- 
idieten'Darchniesser  eines  solchen  Kegelschnitts,  welche  Senk- 
ndt  anf  einander  stehen^  CD  der  kleinere  derselben.  Beschreibt 
Bin  QUO  aus  dem  Punkte  C  mit  der  Hälfte  von  AB  einen  Kreis» 
aa  wird  dieser  die  Richtung  AB  in  zwei  Punkten  K  und  J  durcb- 
•dmcUeo.  Es  ist  aber  einleuchtend,  dass  eine  Ellipse,  welche 
Aß  tia  grossen  Axe,  K  und  J  zu  Brennpunkten  hat,  ganz  mit 
ivm  gegebeoen  Kegelschnitt  zusammenfallen  muss.  —  Die  Ellipse 
itt  eia  Krem,  wenn  AB— CD  ist 

* 

j.  317.     Betrachtung    des   Kegelschnitts   mit  .Vier 
ooendlichen  Zweigen.     (Fig.  115.) 


<   ii 


1)  Der  Pol  der  Gegenaxe  des  Kreises  P  liegt  hier  ausserhalb 
desselben.  Der  Sehne  AC,  die  verlängert  durch  P  geht^  ent* 
9/ncht  ein  Durchmesser,  welcher  zwei  Punkte  mit  dem  gegebisoeB 
E^jetscbnitt  gemein  hat,  d.h.  ein  reeller  Durebraesief.  .Ist  Q 
dar  Durchschnitt  des  Taügentenpaars ,  weldhe^'^C  aar  Bertti» 
mogssehne  bat^  so  ist  derjenige  Durchmesser,  welober^er  Gen^ 
iokPQ  entspricht,  dem  erstem  zugeordnet,  da  den' Geraden  Jj^* 
CQ,  PQy  die  sich  auf  der  Gegenaxe  schndden^  drei  PafalleleB 
«itspreehen. 

Da  P,  A,  Dm  C  eine  harmonisdbe  Punktreibe  isiii  und  det>  Auibi 
A  auf  der  Gegenaxe  liegt,  so  wird  der  Mittelpunkt  des  gegebeaeik 
Kegelschnitts  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  liegen, 
Bikbe  den  Punkten  A  und  C  entsprechen. 

•  '     '      ' 

•   Man  Obcnengt  nicV  leicht,  das»  «iei^  gegebene  K^bduiftf 


« 

in  Raaine  Bweier  Scbeitelwinkel  liegt»  die  ^00  WeltoM  Asytt|iMitt 
gebildet  werden. 

In  einem  frfihern  Falle,  wo  wir  die  gleichseitige  Hyperbel  avf 
ihren  Axenkreis  bezogen,  lag  der  Pol  der  Gegenaxe  in  unendlicher 
Entfernung. 

2)  Den  beiden  Strecken  aa'  und  bb',  welche  ^^rch  diQ  im 
Pol  der  Gegenaxe  P  sich  achneidenden  Tangenten  EP  und  ^P 
▼00  Bwei  beliebigen  Tangenten^  A  und  B  abgeschnitten  werden, 
entsprechen  im  gegebenen  Kegelschnitt  kwei  Strecken,  die  man 
Substituten  nennen  kann.  —  Da  sich  die  Geraden  ab'  und  a'b  auf 
^e?  Gegenaxe  schneiden,  so  folgt,  dass  die  entsprechendea  Gera» 
den  parallel  sind  und  dass  also  ein  von  einer  Substitute  zwischen 
den  Asymptoten  abgeschnittenes  Dreieck  einen  constanten  Inhalt  bat 

Verlängert  man  die  Gerade  aa'  bis  zur  Dorchschneidnog  mit 
der  Gegenaxe  in  Q,  so  ist  QaAa'  eine  harmonische  Reibe,  also 
wird  jede  Substitute  durch  ihren  Berührungspunkt  halbirt 

Hieraus  folgt,  dass  ein  Parallelogramm  von  constantem  l[nhilt 

entsteht,  wenn  man  vom  Berührungspunkt  einer  Substitute  Paral- 

lellinien  mit  den    Asymptoten   zieht,    da  die.<:e8   Parallelogramw 

offenbar  die  Hälfte  des  durch  die  Substitute  abgeschnittenen  Drai* 
ecks  ist. 

j.  218.    LeAnmit.    Jeder  Kegelschnitt  mit  vier  unendHÜM 
Zweigbn  i^t  eine  Hyperbel.  (Fig.  119.) 

Bewein.  Es  seien  AM  und  Afi  die  Asymptoten  des  gege- 
benen Kegelschnitts,  BC  derjenige  reelle  Durchmesser  desselben, 
welcher  den  Winkel  MAN  halbirt.  Trägt  man  nun  die  EntferAnrtig 
jiC  n(AM  ab  bis  D,  enfchtet  in  D  ein  L^th  DE  bis  znt  Dortb- 
sökmeidung  mit  der  Richtung  dB,  und  constniirt  «fee  Hyperbel, 
weMie  BC  zur  Axe^  den  Punkt  JE  tu  einem  fhrel*  6l«nnpiitt(e 
taut;  M  ist  leiobt  zu  zeigen,  dsM  diese  Hyperbel  ^  allen  Punkten 
mM  deoi  gegAeoen  Kegebchnitt  zusaminenfidleti  wird. 

Denn  man  überzeugt  sich   leicht,   dass  die  Asymptoten  der 
ieiwtlalHen  Hyperbel  in  AM  vmA  AW  fallen,  Md  das  \teit^i^  folgt 
der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  ParäghipheH. 


{•  219.  Betrachtung  dea  KegeUchnUti  mit  mwk  nn» 
endlichen  Zweigen.  Hier  entspricht  einer  Kreissehne  PA, 
i^j^MniAviIi  4m  ümfShßUntßtmnkk  P  d*r  «^geann  DT  geht 


(Fig.  117.),  «in  DorehmeMer,  ferter  «ler  Sehne  CD»  welche  4li 
durch  ^  gezogene  Tangente  auf  der  Gegenaxe  in  B  durchecbnei- 
det,  eine  diesem  Durchmesser  sugeordnete  Sehne.  Indem  man 
Bon  gans  den  Weg  verfolgt ,  den  wir  bei  der  Betrachtang  der  Pa- 
r^l  angjBwendet  haben»  wird  man  sich  übtrzengei],  dass^  alle- 
mal ein  harmonischer  Büschel  entsteht»  sobald  man  irgend  einen 
Punkt  des  gegebenen  Kegelschnitts  mit  dem  Scheitel  eines  Durch; 
«etsers  nnd  den  Endpunkten  einer  ihm  zugeordneten  Sehne  ver-: 
kUety  und  noch  von  demselben  Punkte  eine  Parallele  mit  dem 
Oordunesser  zieht 

Denkt  man  sich  den  Punkt  B  so  bestimmt»  dass  zuerst  «das 
Prtj^tionscentrum  O  mit  dem  Berührungspunkte  P  der  ^egen- 
u^rveibunden  und  sodann  0J3  senkrecht  auf  OP  errichtet  wnrdq, 
•0  ist  der  Durchmesser »  welcher  der  Sehne  PA  entspricht 4  pa- 
laBel  dem  Projectionsstrabl  OP,  und  die  Tangente,  welche  der 
Ingente  AB  entspricht»  parallel  dem  Projectionsstrabl  Pß;  roai^ 
hon  also  schliessen»  dass  es  in  jedem  Kegelschnitt  dieser  drit- 
tes Art  einen  Durchmesser  giebt»  welcber  senkrecht  auf  de»'  ihm 
isgesrdneten  Sehnen  steht 

{.220.    Lehrsati.    Jeder  Kegelschnitt  mit  zwei  unendlicben 
Zw^en  ist  eine  Parabel. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  120.)  AG  die  Richtung  eiDes  Durch- 
BSMers  in  einem  solchen  Kegelschnitt»  welcher  auf  den  ihm  zn- 
geerdoeten  Sehnen  BC  und  DE  senkrecht  steht  Verbindet  man 
Cmit  J»  ^  und  C»  und  zieht  EH  parallel  AG,  so  erhält  man 
eloeo  harmonischen  Büschel  und  durch  diesen  auf  der  Richtung 
BC  Tier  ^harmonische  Punkte  B,  B,  C,  J,  Der  Durchmesser 
46  halbirit  die  Sehnen  BC  und  DE,  wie  leidit  ite  erweisen  ist» 
iiFnnd  G%  also  bat  man  sanächst: 

FBiFC^FCifJ, 


GEiGA^FJxFA, 

Setzt  man  zusammen»   so  kommt: 

Fa.GE.FC.GA=  FV.FA, 

fcemeigebt] 


I  '    • 


-«j 


tOB  Swtenr  fonckuie  der  uekem  CeomiMe,  Hisöes,  Hme  eiememi, 

B^tiiamt  man  also  die  LSiige  p  geni&M  der  deidrang 

_^£« 

und  coDstrairt  eine  Parabel,  deren  8ch6itel  in  A,  deren  Axe  b 
die  Richtung  AG  Atlt  und  deren  Parameter  gleich  p  ist»  so  whd 
dtese  Parabel  in  allen  Punkten  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte 
sosammenfallen. 

$.  221.  Lehrsatz.  Jede  einem  Kreise  (also  auch  jede  einer 
Ellipse)  affine  Figur  ist  eine  Ellipse. 

Beweis.  Der  Beweis  fär  die  Eigenschaft  der  Ellipse»  nach 
welcher  jede  Ordinate  zur  mittlem  Proportionale  aus  den  Abschnit- 
ten des  zugeordneten  Durchmessers  in  einem  constanten  Verfafitt. 
niss  steht,  stOtzte  sich  auf  Ihre  Affinität  mit  dem  Kreise  und  gilt 
offejibar  für  jede  dem  Kreise  affine  Figur. 

# 
In  einer  solchen  werden  zugeordnete  Durchmesser  solche  §mo, 

die  zweien  auf  einander  senkrechten  Kreisdurchmessern   cntspre* 

eben.     Lässt  sich  nun   beweisen,    dass  unter  den  zugeordoetea 

Durchmessern  der  gegebenen  Figur  wenigstens  zwei  auf  einander 

senkrechte  existiren,    so  wird  dieselbe  nichts  Anderes  als   eine 

Ellipse  sein  kGnnen.    Dies  leistet  aber  der  folgende  Satz: 

In  zwei  affinen  Figuren  lassen  sich  immer  zwei 
Paare  entsprechender  Richtungen  so'bestimmen,  dass 
diejenigen,  welche  einem  und  demselben  Systeme  an* 
geh(Sreti,  auf  einander  senkrecht  stehen.    (Fig.  121.) 

Es  seien  A  und  A*  zwei  entsprechende  Punkte  in  affin  lie- 
genden Systemen,  XY  die  Aflinitfttsaxe.  Von  dem  Punkte  P,  hi 
welchem  ein  in  der  Mitte  von  AA'  errichtetes  Loth  die  Axe  schnei- 
det, beschreibe  man  einen  Kreis.  Trifft  er  die  Affinitätsaxe  in 
JU  und  iV,  so  stellen  die  Geraden  A31,  A'ld,  AN  und  A'N  die 
Wahrheit  der  aufgestellten  Behauptung  vor  Augen.  Im  Fall,  dass 
das  errichtete  Loth  mit  XY  parallel  sein  sollte,  fallen  zwei  der 
In  Rede  stehenden  Richtungen  in  den  Affinitätsstrahl  AA\ 

Wird  ein  Cylinder  mjt  kreisförmiger  Bas^  durch  eine  der 
Basis  nicht  parallele  Ebene  durchschnitten,  so  ist  die  Durchschnitts- 
figur mit  dem  Grundkreise  In  räumlicher  Affinitätsli^.  DieseHxi 
wird  also  eine  Ellipse  sein,  und  um  ihre  Axen  anszomitteln,  kann 
man  sich  einer  der  vorhin  aigegebenen  ähnlichen  Constructioo 
bedienen. 
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Bei  eiiiein  schiefeo  Cylinder  mit  krebförmiger  Basis  erhäh 
MSB  aoch  oocb  in  einer  andern  Riebtang  als  der  des  Grundlnrel- 
•cs  ab  Dorcbschnittsfigor  einen  Kreis ,  nämlich  wenn  eine  von  der 
AfhitStsaxe  aus  senkrecht  durch  die  Axe  des  Cylinders  gelegte 
Ebene  den  Winkel  swischen  der  Ebene  des  Grundkreises  und  der 
Uiitlischnittsebene  halbirt. 

*'-   Zusnii.    Aus   dem  voranstehenden  Lehrsatse  folgt,    das« 
ja»  der  fvleicbangen 


6« 

eine  Ellipse  bestimmt,   mag  die  Richtung  der  Ordinaten 
die  Abscissen  sein,  welche  sie  will. 

Denn  eine  so  bestimmte  Kurve  wird  dem  Kreise  affin  sein. 

Anmerkung.  Es  iSsst  sich  zeigen»  dass  auch  ein  schiefer 
Kigd  waX  kreisförmiger  Basis  noch  in  einer  andern  Richtung  als 
'?  i»M  Crmdkreises  als  Durchschoittsfigur  einen  Kreis  giebt. 
1^  hssan  uns  aber  aus  Mangel  an  Raum  nicht  auf  diese  Unter- 
Mbaag  eis; 

f  222.    Lehr$at%,    Jede  einer  Hyperbel  affine  Figur  ist  eine 
Hjqierbei,  und  jede  einer  Parabel  affine  Figur  eine  Parabel. 

.  Beweis.  Eine  der  Hyperbel  affine  Figur  hat  vier  unend- 
i^()ba  Zweige  und  ist  mit  dem  Kreise  horoographisch.  Die  einzige 
biographische  Beziehung,  die  aber  zwischen  ihr  und  dem  Kreise 
^jtt  finden  kann,  ist  die  Conformität;  folglich  ist  die  gegebene 
V^ffK  eine  Hyperbel»  n.  s.  f. 

'"  Jede  der  CHeicfaungen 

bssÜBBit  also  ODter  allen  Omstinden  ehie  Hyperbel»  die  Gteiehnng 
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ß^  JS^0m:  VarHkmk  der  neuem  Ce§melrU^  im^e».£im^  tUmmt, 

•kio  Partfbttl. 

Anmerkunff.  Die  Sfitze  von  der  Aebniichkeit  und  Congroem 
der  KegeUchoitte  übergeben  wir. 

S.  223.  Lehnatz.  Die  Ellipse  ist  mit  jedem  ibrer  Leitkrehe 
Hl  Confbmitälslage  s  Cesftmro  tot  jedeaoial  ^r  Mittelpunkt  diesee 
Kreises,  Axe  aber  diejenige  Gerade,  welcher  die  Eigeosehnft  dtf 
Potenzenlinie  für  den  Leitpunkt  In  Röckslcht  auf  den  Leitkreif 
snkommt    (Fig.  122.) 

Beweis.  Erstens.  Eine  Tangente  der  Ellipse  und  eine  Tan« 
gente  des  Leitkreises,  deren  Berübrnngspunkte  auf  demselben 
Radius  liegen,  begegnen  sich  auf  der  Potenzenlinie  des  Leit- 
punkts A. 

Dean  da  die  Tangente  BT  der  Ellipse  senkrecht  durch  de 
Mitte  von  AB  geht,  so  ist  AF=BF,  folglich  F  ein  Punkt  d«r 
Potenzenlinie  des  Punktes  A- 

Um  die  Potenzenlinie  vollends  zu  bestimmen ,  wird  man  dvch 
ein  zweites  Paar  von  Punkten,  C  und  C,  die  in  derselben  Be* 
siehung  stieben  wie  B'  und  B,  Tangenten  ziehen  und  ihren  Durdi- 
schnittspunkt  G  nehmen. 

Zweitens.  Das  von  Kreistangenten  und  ihrer  Berflhrongs— hne 
gebildete  Dreieck  BCBWegt  perspectivisch  mit  dem  Dreiecke  B'C'B*, 
welches  zwei  Tangenten  der  Ellipse  zu  Seiten  hat.  (Figil22.) 
Die  Gerade  Off,  welche  den-  Mittelpunkt  O  des  Leifkret«es  mit 
dem  Tangentendurchschnitt  H  verbindet,  geht  senkrecht  durch  die 
Mitte,  von  BC.  Desgleichen  werden  die  Strecken  AB  und  AC 
durch  B'ff'  und  C*B'  lotbrecbt  halbirt;  folglich  wird  ff'  auf  der« 
Geraden  Off  liegen,  da  die  drei  Geraden,  welche  Senkrecht 
durch  die  Halbirungspnnkte  der  Seiten  eines  Dreiecks  ^BC  gehen, 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden  müssen.  Wctt 
nun  aber  die  beiden  Dreiecke  BCH  und  RC'ff*^  peispeetitiseh 
liegen,  so  liegen  sie  auch  axial;  folglich  treffen  sich  BC  und 
B'O  auf  der  Geraden  F(?,  d.  h.  auf  der  Potenzenlinie  des  Punk- 
tes A. 

Zusatz.  Die  Gerade  FG  ist  die  Polare  des  Ponktes  A  in 
Bezug  auf  die  Ellipse. 

Denn,  wie  leicht  einzusehen,  ist 
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Mt  also  die  B«r&branguehM  B'O  durch  A  o^r,  wtä  dasielb« 
«•gl,  Mlen  AB"  nod  ,/4C  ia  dne  Gertde,  m  ralte»  i4F  md 
AG  nsBimneD ;  AJgiich  «cbneidflb  slofa  donh  die  Tangenten  £'A 
oad  C£  aof  der  Poteozenünie  XT.' 

{.  224.  Lekriatt.  Pas  von  irgend  einem  Punitte  einer  ElPipse 
wT  die  Polare  ^F  eine«  Brennpunkts  geßllte  Loth  steht  zu  dem 
wk  demselben  Brennpunkte  gcEogenen  Leitstrahl  in  einem  cen- 
iWea  VerhiUtaisa.    (Fig.  122.  a.) 

Ben  eis.  Zieht  man  CA' parallel  OA.  so  ist  C'K=C'C=C'4d. 
Nm  verhält  sich 

C'K'.B'B=JC':JB' 


SeMdeh  BC  Und  B'C  '< 

lie  Lethe  B'L  und  CM  auf  Zr, 


KDgleich,  daife  B'L  grüsser  ist  als 
DB  B'  einen  Kreis  mit  B'A,  so 
I  0  im  Punkte  B  von  innen ;  also 
5*  auch  das  Letb  B'L  innerhalb 
den. 

die  Hyperbel  ist  mit  jedem  ihrer 
Centmm  nod    &ze  wie  bei  der 


bedarr  nur  einer  ßetrachtang  von  Figur  123.  Üer 
hier  ausserhalb  des  Ldtkreises  um  Ö.  Sind 
^i  Radien  des  Leitkreises,  so  bestimmen  sic& 
1  Ci  der  Bfperbel,  welche  auf  deren  Verlänge- 
rn man  in  den  Halblrungapnokten  von  A^B  und 
Lothe  errichtet  u.a.  T. 

VWMf  Mlflfl  <f1g.  132-  «■)  von  swei  Punkten  einer  Hyperbel  A^ 
1  C^  die  Lothe  AA  nnd  C^Jf,  «irf  «to  P«Um  ÄT  de«  Lclf- 
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pankts  Ax  geHilll»  /  sei  der  Punkt,  in  welchem  BiCi  der  ent- 
sprechenden Geraden  begegnet,  CiKi  parallel  OB.  Alsdann  ist 
iiieder  da«  Dreieck  CCiKco  ^  OBC,  also  gleichschenklig»  undef 
verhält  sich 

JCi'.JBi  =  CiKi'.ßiB, 
JCi :  JBi  =  BiLx  iCiMi. 

Zuiutx.    Die  Ellipse  und  Hyperbel  sind  in  ConformitStslage 
mit  jedem  Kreise,  der  einen  ihrer  Brennpunkte  zum  Mittelpunkte  hat. 

Beweis.    Construirt  man  denjenigen  Leitkreis,  welcher  den- 
selben Brennpunkt  zum  Mittelpunkte  hat,  so  hat  man  drei  Systeme, 
von   denen  zwei  mit  dem   dritten  in   perspectivisch  axialer  Lage 
sind:  erstens  der  gegebene  Kreis  ist  mit  dem  Leitkreise4n  Aebo- 
lichkeitslage,    und  zwar  ist  der  Aehnlichkeitspunkt  der  gemein- 
same Mittelpunkt  beider  Kreise;    zweitens  der  gegebene  Kegel- 
schnitt ist  mit  dem  Leitkreise  in  Cooformitätslage  in  Bezug  ui( 
dasselbe  Centrum.    Demnach  bilden  auch  der  gegebene  Kreis  ood 
der  gegebene  Kegelschnitt  zwei  homographische  Systeme,  wean 
man  diejenigen  Punkte  als  entsprechend  auf  einander  bezieht,  Aa 
einem  und  demselben  Punkte  des  Leitkreises   entsprechen.     Di 
nun  aber  diese  beiden  letztern  Systeme  ebenfalls  perspectivisch 
liegen,  so  liegen  sie  auch  axial,  und  sind  daher,  wie  eine  kurze 
Ueberlegung  zeigt,  in  Cooformitätslage. 

§.  226.  Lehn  atz.  Die  Parabel  ist  mit  jedem  Kreise  b 
Conformitätslage,  der  ihren  Brennpunkt  zum  Mittelpunkte  hat« 

Beweis.  Wir  haben  nur  nothig,  zu  beweisen,  dass  iHe 
Parabel  mit  irgend  einem  Kreise,  der  ihren  Brennpunkt  F  zum 
Mittelpunkte  hat  (Fig.  117.),  in  Cotfformitätslage  sei. 

Es  sei  JK  die  Leitlinie  der  Parabel,  VF  die  durch  ibtas 
Scheitel  P  gehende  Tangente,  A'F  ein  innerer,  A'M  ein  Süsserer 
Leitstrahl,  also  A'F=i  A'M.  Wird  nun  der  erste  dieser  Leitstrah- 
len von  einem  Kreise,  der  die  Strecke  PF  zum  Radius  hat,  in 
At  der  andere  von  der  Scheiteltangente  in  L  durchschnitten»  so 
ist  AA*^='A'Ij,  Zieht  man  sodann  in  A  eine  Tangente  an  den 
Kreis  bis  zur  Durchschneidung  mit  der  Scheiteltangente  in  B^ 
so  ist  BA*  die  Halbimngslinie  des  Winkels  LBA,  BF  diejenige 
des  Winkels  PBA\  mithin  sind  BA,  BA\  BF,  BP  vier  har- 
monische Strahlen,  und,  wofern  iV  den  Durchschnitt  der  Rich- 
tungen  W  und  AF  bezeichnet. 
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KJV^,  F^')=l; 

OD  den  beiden  Punkten  A  nnd  A' 
Ton  constantem  Werthe  =2  ge- 
Systeme  in  perspectivisch -axialer 

um  und  W  die  Convergeniaxe  ist. 

tem  des  Kreises  ist  diejenige  Tan- 

iinKspunkt  Q  auf  Aex  Axe  der  Pa- 

leDÜber  liegt. 

Aus  der  Conrormitfil  der  Kegel- 
inmittelbar ,  dass  allemal  zwei  Con- 
en, sobald  man  zwei  Punkte  des 
ilen  andern  verbindet.  Im  Allge- 
bOscbel  nicbt  congruent  sein.  In 
trbält  man  aber  swel  congruenta 
die  Centra  derselben  in  die  beiden 
:  verlegt.  Man  wird  sieb  biervon 
lieb  des  Satzes  erinnert,  dass  der 
ngente  gebildete  Winkel  dem  ent- 
)l  gleicb  ist.     Die  beiden  congru- 

eine  solche  Lage,  dass  die  ent- 
beim  Kreise  in  demselben,  sondern 
r  einander  folgen. 

Ebenso  gilt  fflr  jeden  Kegelsehnitt  der  Satz,  dase  ^wei.  Tan- 
geateh  darch  T  rsns  versa  Itangenten  in  hämo  graphischen  Puokt- 
reShen  geschnitten  werden.  Im  Allgemeinen  werden  diese  beiden 
Reihen  conform  sein  und  ihre  Gegenpunkte  werden  durch  die 
beiden  Transversaltangenlen  bestimmt,  welche  den  beiden  festen 
Tangenten  parallel  laufen.  Sind  die  beiden  festen  Tangenten' die 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  so  fallen  die  beiden  Gegenpunkle  in 
den  Durcbscbnittspunkt  derselben,  d.  h.  in  den  Mittelpunkl  der 
HyperbeL 

Die  Parabel  hat  keine  parallelen  Tangenten,  also  existiren 
as^  keine  G^enpunkte.  Die  beiden  homngrapbischen  Reiben 
ktasen  daher  hier  nnr  proportionale  (bezüglich  congruente)  Reiben 
uto.    Dies  ergiebt  sich  noch  deutlicher  ans  folgendem  Satze: 

j.  328.  Lehrtat*.  Werden  zwei  feste  Tangenten  einer 
PmbImI  voa  einer  Transversaltangente  durcbscbnlttsn,  so  erhSlI 
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mao  eine  richtige  Proportion,  vrennipBn  4i6  dem  TaDgeeteodineh- 
•chnitt  anliegenden  Abschnitte  zu  äusseren ,  die  den  Berühmogs* 
punkten  anliegenden  zu  Innern  Gliedern  macht. 

Beweis.  Es  seien  AD  und  BD  die  beiden  festen  Tangeo- 
ten  (Flg.  124.),  P  und  Q  die  Punkte,  in  denen  sie  ^on  der  Tno«- 
Tersaltangente  C  geschnitten  werden.  Zieht  maa  4orch  P«  C,  D 
und  Q  Durcl^messer  der  Parabel:  Pp,  Cc^  Dd^  Qg.t  so  wird. die 
Berflhruogssehne  AB  durch  den  Durchmesser  Z>k^,  ACAnxt\\Pfi 
SC  durch  Qq  hajbirt  Liegen  also  die  Punkte  p,  c,  d«  f  »if 
AB,^  60  ist  auch  p  die  Mitte  von  AC,^  q  diejenige  von  Bc.  Akoist 

Ap  =  \{AB^Bc)  =  ^ilB—  \Bc  =  dq. 

pdt  =x  qSi. 
Hieraus  folgt: 

nPxPAr;^BQ.QDi 

Ist  Dd  die  Axe  der  Parabel,  sq  stehlt  dieairfbe  senkf^dM  «9^^ 
alvei  wird 

ADz=iDB\ 

und  folglich  sind  die  Reihen 

DPA    und    AQ1> 

einander  congruent 

(.  229.  JL«Ar«a<i.  Sind  zwei  boreogniphlsdle^  BmM  ^ 
nicht  axialer  Lage  gegeben ,  so.  bestimmen  die  Durehneboittzpi*^ 
entsprechender  Strahlen  einen  Kegelschnitt 

Beweis.  Es  seien  (Fig.  109.  und  Fig.  109. 4.)  a'  und  V  die  C^ 
tra  von  zwei  homographischen  Büscheln 

Q'm\    a'b\    a'c\    a'd\    oV, 
Ä'fli',    b'm^',  b'c',    Vd\    6V 

in  picht  axialer  Lage,  in  denen  b'ux    in  die  Verifingemng  ^^  ^  ' 
Vmy!  In  die  Verlängerung  von  6W  ftllt.    Sitt*  nun  o  "^*  *^ 
Centra  von  zwei  congruenten  B0scheln>,  die  den  beiden  ^"^'^ 
a'  und  V  conform   sind;   so  folgt  zuerst  aus  der  Congni^ 
9fls€hel  a  und  6,   deren  Strahlep  wir  up(ii  ii^  defiselb^  ^"^ 
auf  einander  fi^lgei^A  denken«   4mi.  dto.  p4|^sf:hqitt#pH^^  ^ 


Bür$Mim$if  Ott  JNffmMOdktß  m.d.  lPe§et$ekMU  entkaitend.  Wl 

tflf^A^imr  Siralileti  tr»  d,  e  Mf  der  Peripherie  ekiM  Kreises 
fc|pm,  welelie  «hrdi  a  und  b  gebt  Nun  iiber  ehiA  dfe  lieid^ 
ntofedee  itftede  emd  &Vnfiit'  hetnogm|)M#cb ;  fefgIkA  liegen  die 
Ecken  des  letstere  Atrf  einer  detn  Kreftie  bemographiedie»  Figel^ 
d.  h.  anf  einem  Kegelschnitt, 

(.  230.  Zu t atz.  Auf  ähnliche  Art  würde  sich  beweisen  las- 
ssty  dass,  wenn  swei  horoographische  Punktreihen  in  nicht  per- 
Mffifiscber  Lage  gegeben  sind,  die  Linien «  welche  entsprechende 
j^Ukto  beider  Reihen  verbindea,  einen  bestimmten  Kegel^tioitt 
bfrifwen«  ^ 

ILtkrs^att.  Durch  fönf  Punkte^  von  denen  niemals  drei  in 
Inder  Linie  liegen,  ist  allemal  ein  Kegelschnih  bestimmt. 

Beweis«  WaeKdwn  man  die  Ptekte  ü'  und  b*  (Fig.  MS.  «mI 
M.m)  «tft  &",  d^ünä  ^  t«HlP««»d«n  bat,  ISsel  sieb  d«r  fitmhl  b'mi' 
isbettfiMtBen,  im»Ht  beiden  AGtoehel 


1 1 


0fy,    dV,    äfd\    oV 


<  .     •  .    .  * 


IHBUfr^iMseh  wmtas.     Ebenso«  hAmi  ümib  de»  Btrahk  «W  üe 
sUso,  dass 

a'm,    af&,    a'd',    a*e' 
b'a',    b'c\    b'd\    Ve 

bsaograpbisch  werden.  Man  hat  also  zwei  homographische  Strab- 
ieabCschel  a*  und  b'  ia  nirht  paasyerrtriirrhrr  Lage,  woraus  her- 
rorgsht,  dass  die  Punkte  a%  AS  c',  d\  e'  auf  einem  Kegelschnitte 
Bcgen.  Schaltet  nAn  nun  aber  dem  BQscbel  af  noch  einen  belie- 
bigen sechsten  Strahl  ein,  so  ist  klar,  dass  der  entsprechende 
Sfrahl  des  BOscbels  b'  vollkommen  bestimmt  ist;  folglich  ist  auch 
jeder  sechste  Punkt  des  durch  a'b'&d'e'  gehenden  Kegelschnitts 
bestimmt. 

Q.  23L  Lehrsatz.  Zwei  beliebige  Kegelschnitte  kSnnen  auf 
soendlieh  viel  verschiedene  Arten  als  homographisch  auf  einan- 
dir  besogen  werden ,  und  zwar  kann  man  drei  Paare  von  Punkten 
li  dttiselben  nach  Willkfibr  als  entsprechend  setzen.  Sodann  aber 
entspricht  jedem  vierten.  Punkte  des  einen  Kegelschnitts  ein  be- 
itfaunter  Ponkt  des  andern. 
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Be weU.  Esaeien  o,  6,Ct apdererseits  of» b',  r'(Fig,  109« pfuI 
109.  a;),  Punkte  zweier  Kegelschnitte.  Zieht  man  in  a  und  6»  sowie 
in  af  und  b'  Tangenten  an  beide  K^elschnitte:  um,  bm^  aW  ood 
b'm';   so  wird»  wofern  man  die  beiden  Büschel 

am,    abf    ac 
a'm\  a'V,  a'd 

als  ronforai  auf  einander  bezieht,  dem  willlcfirlich  gezogenen  vier- 
ten Strahl   ad  ein  bestimmter  Strahl   a*d'  entsprechen.      Beide 
Strahlen  werden  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  zwei  Punkte 
d  und  d'  bestimmen.    Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  ein  filnftes 
Paar  Ton  Punkten  e  und  e'  finden  u.  s.  f.    Nun  aber  sind  die  bei- 
den Fünfecke  abcdtn  und  afb'c'd'wf  homographisch.    Denn  zuerst 
sind  die  beiden  Büschel  a  und  6,    und  andererseits  a*  nad  V, 
homographisch  gemäss  der  Eigentbümlichkeit  der  KegelschaUleb 
Zweitens  ist  der  Construction  gem&ss  der  Büschel  a  dem  Büaehei 
a'  homograplisch ;   folglich  gilt  dasselbe  von  den  Büscheln  6  nod 
b\    Nachdem   also   die  beiden  Vierecke  a6cm  und  a'b'c'mf  ah 
entsprechend  zu  Grunde  gelegt  sind,  lässt  sich  zu  jedem  weitereo 
Punkte  des  einen  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Punkt  des  andern 
nachweisen,  so  dass  beide  durch  homographische  Fünfecke  Im- 
stimmtsind.  Dies  aber  ist  das  Kennzeichen  homegraphischer  Figuren. 


,  '  ui 
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III. 

I 

Ceber  die  Segmente  der  Parabel  und  des  ellij^tkcben 

Paraboloides.  .  ^ 

VOB  ' 

Herrn  Franz  Vn f erdinger ^  ' 

Utttfcniolienuigt  -  Cslcnlfttor   der  k.  k.  p.  Atieiida  AMicormtrice   b« 

Trieat. 


I.    Die   Parabel. 


(•< ; 


I  Nehmen  wir  den  Scheitel  der  Parabel  zam  Änfangspoplit 
«bwi  rechtwinkligen  Coordioateosystems  der  xy  und  den  Dorch- 
■esser  derselben  zur  posItiTen  Halbaxe  der  AlMiciasen»  ao  tat 

äfC  Gleiebnng.  Wird  dieie  Parabet  parallel  mit  der  Absciaaen^ 
axA'imd  Im  Sione  der  positiven  .x  verschoben,  bis  der  Scheitel 
am  den  Betrag  h  vom  Coordinatenarsprong  absteht,  so  Ist  dieser 
Dcoe  Lage  der  Kurve  durch  die  Gleichung 

(2)  y«  =  2p(a:-*) 

dargest^t,  und  diese  zweite  Parabel  liegt  innerhalb  der  ersten.' 
Sehen  wir  dur^h  einen  Punkt  fi  der  zweiten  Parabel,  dessen 
Goordinaten  x^^  ifi  sein  mögen,  so  dass  auch 

ist,  eine  Tangente,  so  ist  die  Gleichung  derselben: 


(*>  y  =  ^*+i^*'>-^^- 
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Lassen  wir  die  Gleichuogen  (1)  und  (4)  gleiciizeitig  beetelieii,  so 
gibt  die  Aufi5eang  derselben  in  Bezug  anf  y  und  x  die  CooiA- 
uateu  der  Darebschnittspunkte  der  Tangente  (4)  mit  der  Parabel 
(1).  Sebreibt  man  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (4)  unter  der 
Form : 

se  hat  man: 

Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y  Tora  zweiten  Grade  iat,  eo 
schneidet  die  Tangente  (4>  die  Parabel  (1)  im  AllgeineineB  ii 
zwei  Punkten  L  und  N ,  und  wenn  wir  die  Coordinaten  derselben 
durch  L^9  Lm  und  N^^  Nx  benichneDi  so  ist 

(6)  £,  =  yj+V^,    iV,  =  yi  — V^ 

nnd 

(•) : 

iV. = 5  (yi  -  V^)  -  («1 -2A)  =  «1  -  5  vjp. 

Da  ans  diesen  Werthen  für  die  Coordinaten  der  Punkte  L  ae«! 
MMge: 


»• 

•»••1 


SO  liegt  der  BerQhrungspunkt  M  stets  auf  der  Mitte  der  Stbie 
ZhK  Legen  wi«  nun  an  die  Snasere  Parabel  (1)  eine  Taageote. 
se<  isix  wenn.  aCy*  die.  Coordinaten,  des  BeEihrongspi^n|rtea  iM» 
die»  Gleichung  dnraelbea: 

(8)  y=:^.a,+  }y, 

un4«  diese .  lejtijtere  yMi  mit  den  Tangente  (4)  parallel  ssIiia  ^«b" 
W'  y'^yi»  also  nach  (3)  jr':£ritv-^ife*  ^ 

Ist,  woraus  hervorgeht»  dass  der  Berührungspunkt  (j^yO  auf  der 
durch  (a;iyi)  parallel  zur  AbsoissenttKe  gezogenen  Geraden  legt, 
wie  leicht  vorherzpsehen  war.  Das  parabolisch^  Segipent^  wel- 
ches zwischen  diesen  beiden  Tangenten  (4)  und  (JB)  enthallten  dad 
im  Voraus  als  ^e  Function  dsf  Coordinaten  oti,  yg  z«  betr^^eb* 
ten  ist»  soll  nun  bestimmt  werden.' 


J0K  4lm9^m  Eodn  denke«  wir  noa  in  4«oi  «iC  d«r  .po«itf  weti 
Bilbwe  4er  ^  gezähUee  Ah^Uode  k^  »welc^her  kJMojer  «U  h  (iei, 
eise  4ntt%  gMdiliegende  Pei^beL  ^pstrii^t»  decea  P^meier  Sp 
iit  lUbk  me  tn  4ie«t  Peiabel 


b  dem  Punkte  (;r|'yiO  eino  Tangeele»  eo  iet 

ai)  y=^*.*+^.(a?i'-2A) 

Ike  CbitWogi  Diese  Gei»de  «vird.  mit  jenei)  (^  pamUeL  «ei»,  wem 

yi'  =  y',   also  nach  (10)  a:|'s=»ar^+Ä 
ist,  und  man  kann  in  diesem  Falk»  statt  (11)  setzen: 

KeCoofdInaleii  /«,  ^  ond  its,»^  der  DiirchschnUta  ^nnikfidicH 
Mr  Tangente,  mit  der  Parabel  (1)  geheo  aus  dea  Gleichung;en  (Oj) 
und  (S)  hervor^  wenn  man  Xif  yi\  k  an  die  Stelle  Ton  ^i,  jft»  k 
•ekxt   Es  ist  sonach: 


t  - 1 


( *   I  ( t 


L 

Der   Abstami   P    des    Anfangspunktes  Tcin    einer    Geraden 
g:sJ^x  +  B'  wird   bekanntlich  durch,  die   Glelcbuan^  , 


P=i: 


VTM* 


bestiwnt,  webei  ihs  ebete  o4ep  nalBte  ZeJohe»  gillv'' jÜDaehdeU 
B'  positi?  oder  negativ  ist.  B)»eiohnen  daher  p  ond  p'  die  Ak* 
stinde  des  Anfangspunktes  von  den  parallelen  Tangenten  (8)  und 
(12),  so  ist 

vobel  dAs  obere  oder  untere  Zeicben  gilt»^  j[enachdem.  j^  ^  2p| 

iik  A«a  ^e»hfiideiii  EntftaMgeitxfridet  m»^  4en  Abfits«Mi  4f 
paasUslfiBTai>gentien'(8)iind0a)ji.weiitiisnMiP'  wm  p^ataiieM» 
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wAkfi'beldt  Perpendikel  auf  derselbeo  Seite  des  Anfanfiispunk- 
tes  liegen,  oder  wenn  mau  p  und  p'  addirt»  sobald  die  beiden 
Perpendikel  auf  entgegengesetzten  SeHeu  des  Anfangspunktes  lie* 
gen.  Um  hierüber  zu  entscheiden »  ist  folgende  Betraebtuog  ooth- 
wendig.  Die  beiden  Tangenten  (8)  und  (12)  liegen  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  des  Anfangspunktes,  jeiiacb- 
dem  die  letzten  Glieder  ihrer  Gleichungen 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorseichen  haben,  d.  h.,  wenn  beide 
Grossen  mit  y  multipiicirt  werden,  jenachdem 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Hieraus  folgt, 
dass  die  beiden  Tangenten  (8)  und  (12),  mithin  auch  die  Perpen- 
dikel 1^  und  p'f  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  de« 

Anfangspunktes  liegen ,  jenachdem  y^  ^  2pk  ist  Im  ersten  FtUe 
ist: 

Im  zweiten  Falle  ist: 

mitbin  ist  in  voller  Allgemeinheit: 

BKeMus  findet  man  den  Abstand  ^  der  parallelen  Tangenten  (8) 
und  (12),  wenn  man  A=:A  setzt: 

(15)  Q^     r^      — ' 

Betrachtet  man  jetzt  A:  als  eine  veränderliche  Gr(isse  und  lisst 
dieselbe  naeh  und  nach  alle  Werthe  von  0  bis  A  annehmen,  so 
werden  die  stetig  aufeinanderfolgenden  Tangenten  (12),  welche 
den  ferschiedenen  Parabeln  (10)  entsprechen,  das  parabolische 
Segment  in  eine  irobegrenzte  Anzahl  von  Streifen  zerlegen  vee 
d^  Breite  dtf.    Der  Inhalt  eine«  solchen  StreUens  ist  da»  Dil»- 
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rtaiil  das  Inhtltea  de«  Segmeoteii.    B«seicbii0B  wir  dieses  lets- 
tere  aut  dF  und  die  LSnge  der  Seline  Im  mt  R,  $o  ist  oCeohar 

dF:=.  Rmd^  9 

and  «veno  man  zirischen  den  Grenzen  0  und  q  integriri; 

(W)  F^f^R.dq'. 

o 

Nm  ist  belcanntlich: 


odfr,  weil  ans  den  Gleichangen  (13) 

«8t: 

{U-n,)^  +  (Zy-Hy)*  =  8Äp(l  +  ^)  =  ^*.^^. 

ferm  gibt  die  Gleichung  (14) : 

P 
dai  =   yi  '^,dA. 

Werden  diese  Werthe  von  R  und  dq'  in  das  Integral  (16)  snb- 
stitoirt  md  die  lutegrationsgrenzen  0  and  q  in  jene  0  und  A  ver- 
^^^lodelt,  wie  es  die  Gleichung  (15)  erfordert,  so  findet  man: 


(d) 


F=^r^  yf2pk.dk,    F=^>/lph^\ 


^  ist  der  FlSchenraum  F  von   der  Lage   des  Punktes   (^lyi) 
Qoabhängig,   worans  sich  folgender  Lehrsatz  ergibt: 


1.    Lehrsatz. 

•Haben  zwei  Parabeln  denselben  Parameter  und  auf 
Ittselben  Geraden  gleichliegende  Durchmesser,  so 
sckneidet  jede  an  die  innere  Parabel  gezogene  Tan- 
gente von  der  äusseren  Parabel  Segmente,  von  gleichem 
U^^U  ab  ond  der  Berührungspuoiit  liegt  stets  im  Hit* 
tslp«nkte  der  Sehne. 
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2.  Dm  Aen  Sthtrerpiinkt  ^MMtt  ftotefa^n  i»an^li«ekeli4$e|« 
nrefnte»  zn  hesiimtneh,  «rinMro  wir  att  die  niui  der  Medumik  ke- 
kannten  Gleichungen: 

in  welchen  X,  Y  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Flfteheo* 
ranmes  F;  Si,  yi  jene  des  Schwerpunktes  des  DiferenaiaU 
dF  bezeichnen.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist  offenbar: 

St\dF==(^^k).dF^zx\dF^k.2>/^.dk-üii'.dF^W^.^.dk, 


y^\dF=ff.dFi 
also  9  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  integrirt: 

F.  T  —  y'.F\ 
mithin  ist: 

(17)  -ar=:^  +  !A,   r=y'. 

Da  nach  dem  Obigen  oti  =  :r'  -f  A»  yi^tf*  ist,  so  liegt  der 
Schwerpunkt  auf  der  VerbiodungsÜnte  der  Punkte  (oTtyi)  und  (st'g^, 
um  Ih  von  dem  letzteren  entfernt« 

LSsst  man  dfen  Punkt  (:i*iyi)  nach  ubd  nach  alte  LagM  auf 
der  Parabel  (2)  eintiebmeft,  so  beschreibt  der  cotrespotldirende 
Punkt  (p^i/)  die  Parabel  (1),  und  der  zugehSrige  Schwerpunkt 
(XT)  beschreibt  eine  Kurve»  deren  Gleichung  aus  (17)  und 
y^=i2px'  hervorgeht i  wenn  man  a'  und  y  eliminirt  Diese  Eli* 
Biination  ausgefiahrt»  erhält  man: 

(18)  r*:«2p(i:-|A), 

welche  Gleichung  eine  gleichliegende  Parabel  mit  demselben  Pa- 
rametei^  2p  bezeichnet»  deren  Scheitel»  auf  der  positiven  Halbaxe 
der  X  liegend,  um  th  vom  Anfangspunkte  absteht.  Diese  Knnre 
Ist  dfmnach  als  der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte  aOer 
Segmente  zu  betrachten»  welche  durch  beliebige»  an,  die  innere 
Parabel  gezogene  Tangenten  von  der  äusseren  abgeschnitten  werdien. 

3.  Das  Votbergebende  gestattet  eine  «ehr  einfkehe  AdfllMii 
des  Problems:  dei»  •  Fllchenliihalt  ttnd  Schwerpunkt  ebe*  66f^ 
mentes  aa  bestimmen»  welches  eine  beliebige  Oefsdb  '* 


MM«  Ott  »U^Uwkem  Pm-oM9tät$.  91S 

▼on  der  Parabel  (1)  abschneidet.  Denn  betrachtet  man  diese  Ge- 
rade als  Tangente  der  PanAel  jf*c=:2/9(;r— A)»  and  sind  «i*  yi 
die  Coordinaten  des  Berfihnmgapanktes,  so  dass  auch 

M^M  nniss  diese  Gerade  mit  jener  (4)  identisch  sein,  «nd  man  hat: 

(21)     .  J=J.    B  =  ^(:r,-2Ä), 

M  dass  ans  den  drei  Gleicbnagen  (20)  and  C21)  die  Unbekannten 
^rft  and  A  immer  bestimmt  werden  können«  In  der  That  folgt 
tu  dien  Gleichungen  (21) ; 


(E)  j?,  =  j+4A,    yi  =  5* 


nd  ireon  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (20)  substituirt»  so 
gik  diese  die  Unbekannte 


(«)  A  =  £ 


~2^B 


2^« 


folgCch  smd  auch  die  Co#dinaten  Xy ,  yi  des  Berührungspunktes 
Mum§t,  und  weil  or'zrrri — k,  y'=yi  iat»  so  findet  man  leicht: 

P  P 

od  Uermit  nach  den  Gleichungen  (J)  and  (17) : 

t 


Eassta.    Ist  AsO,  d.  h.  p^iAS,  iso  wird 


t     I' 


F=0,     J=|  =  «'.      FrraÄrry; 

denn  in  diesem  Falle  bezeichnet  y  =  Aa+B  die  durch  den  Punkt 
(«V)  gehende  Tangente.  ' 


IL    Das  elliptische  Paraboloid. 

>  ,  I  I     I  I     I  »    •  p  •        I  *    » 

*  Wnhmhii  itif  d«D>^beilei  rfnes'elllptlscheii  Paraboldidee  sum 
Aillimgif^apkteK4^  CeeidlMteBy  dun  noreinttefser  desaeihea  '■o » 
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positiven  Halbaze  der  z,  und  die  Richtongen  der  Parameter  p  und 
q  zu  Axen  der  x  und  y,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Fliehe: 

^'  P       9 

Wird  dieses  elliptische  Paraboloid  so  fortbewegt,  dass  alle  Punkte 
desselben  Parallelen  zur  Äxe  der  i  beschreiben,  bis  sein  Ast  uro 
die  Lftnge  A  vom  Anfangspunkte  absteht,  so  wird  diese  neue  Läge 
der  Fläche  durch  die  Gleichung 

(2)  x=  — +?^  +  A 

r  .  P  ff 

dargestellt.  Das  elliptische  Paraboloid  (2)  liegt  dann  in  seiner 
ganten  Ausdehnung  innerhalb  des  elliptischen  Paraboloids  (1). 

Es  seien  .Ti  t  tfi»  Zi  die  Coordinaten.  eines  bestimmten  Punk- 
tes auf  dem  elliptischen  Paraboloid  (2),  so  dass  auch 

(3)  «1=5-+^  +  * 

Ist  und  die  durch  diesen  Punkt  gefiihrte  Berfibrungsebene  dsich 
die  Gleichung 

(4)  »  =  y-*  +  Y-»-^*«^2A; 

dargestellt  wird.  Wir  haben  die  Absicht,  im  Folgenden  das  Vo- 
lumen desjenigen  Segmentes  zu  berechnen,  welches  die  Ebene  (4) 
von  dem  äusseren  Paraboloid  (1)  abschneidet,  und  es  kommt  hier- 
bei zunächst  darauf  an,  die  Gestalt  und  Dimensionen  der  Kurve 
zu  ermitteln,  in  welcher  eben  die  Ebene  (4)  das  elliptische  Para- 
boloid (1>  schneidet.  Die  Gleichungen  dieser  Kurve  sind  offeobar 
jene  (1)  und  (4),  sobald  man  die  laufenden  Coordinaten  x,  y,  t 
auf  dieselben  Punkte  des  Raumes  bealebt.  Eliminirt  man  jlmi  ihnen 
die  Coordinate  t^  so  erhält  man: 

£!+Ä!=2£l.,^.2^!.,_(,^_2*). 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

als  Gleichung  der  Projection  der  Durchschnittslinie  auf  die  Ebeae 
der  j?y.     Diese  beseiohnet  eine  Ellipse,   deren  HitMpnnkt  die 

Geerdioiilen  ^ ,   yi  hat,  und  deren  Halbaten  Vpif   V'^  irind. 


I 
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Biertus  folgt,  daas  auch  die  DarchachnittaliDle  im  Banme,  dwen 
GleiefcBiigeD  (I)  and  (4)  sind,  eioe  Ellipse  ist,  welche  den  Becüfa- 
nnigapankt  (zi^iii)  Bnm  Mittelpanbte  hat. 

Legt  man  durch  einen  Pankt  (x'tf'i')  des  äoaseren  Paraboloi- 
it»  (1),    f9r  welchen  also  die  Glüchung 

|ll,  rine  tangireade  Ebene,  so  ist  die  bekannte  Gleicbang  deraelben : 


mr  tangirenden  Ebene  (4)  parallel  eeln,  wwm 

Bo  der  Punkt  {^ytO  in  Uinsicbt  anf  den  Punkt 
nien  bestimmt  ist.  Das  zwischen  diesen  betden 
ne  paraboloidiache  Segment  Ist  dasjenige,  deeeen 
mt 'werden  soll. 

n  Abstände  i&  <  A  vom  Anfangspunkt  ein  drittes 
tboloid  beschrieben,  welches  mit  den  beiden  erste-  < 
seinen  Unrchinesser  auf  der  positiven  Halbaxe  der 
gleichliegenden  Parameter  p  und  q  bat,  so  ist 

<  ler  FlBcbe,  ond  eine  durch  den  Pnnkl  (^'ft'fi') 

I  le  Berührungaebene 

wird  mit  der  Ebene  (7)  parallel  sein,   wenn 

x'=x,',    3f'  =  jfi'.    !'  =  *,'—* 
ist,  M  dan  man  in  diesem  Falle  statt  (10)  bat: 

(11)  «  =  —.*+ -J-.jf-(.'-*). 

Diese  Ebene  wird  das  elliptische  Paraboloid  (1)  li 

•dhaeiden,  welche  den  Ber0tiningapankt(f,'yi'ii9  zu 

Uj^  deren  ^rojeclion  auf  die  Ebene  der  xg  die  Hf 

VfÄ  bat    Der  Fläcbenrattm  der  Projections-EWpM 

Tl»»il  TXIX. 
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und  wenn  vHr  den  Neiganftwinkel  der  parallelen  Ebenen  (7)  nid 

(11)  zur  Ebene  der  xy  mit  v  bezeichnen«    so  iet  — lL\.       i^ 

'  «^  »  C08/ 

Fllpbeninbalt  der  Durcbscbnitta  •  Bllipae. 

Fällen  wir  vom  Anfangnpnnkte  aus  auf  die  Berfibrong^bnnn 
(7)  ein  Perpendikel  und  bezeicbnen  die  Länge  desselben  mit  f 
und  den  Winkel  mit  der  pe^ltiven  Halbaxe  der  x  mit  /,  fenier 
die  analogen  Stflcke  für  die  Berflbmngsebene  (11)  mit  p*  und  y*» 
so  Ist  bekanntlich: 


cosy*^  '    cos/' 

Ans  derGl^hnng  (7)  ist  trsichtlkb,  dasa  die  durch  4i 
dargestellte  BerOhrungsebene  stets  die  negative  Ualbaxe  der  s 
schneidet,  mithin  ist  /t=180^  —  y.  Die  Berfihmngsebene  (ll) 
schneidet  die  negative  oder  positive  Halbaxe  der  x»  jenachdam 
r^ijt'^k)  negativ  oder  positiv  ist«  d.  h*  jenachdem  i'^k  oder 
s'<A.  Im  ersteren  Falle  ist  «ach  y^s  180<^— y  und  die  Perpen- 
dikel p  und  p'  liegen  beide  auf  derselben  Seite  des  Anfiinftpnnfc 
tes.  Im  zweiten  Falle  ist  y^=y  und  die  Perpendikel  p,  p'  Uegea 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Anfangspunktes,  fieset^nea 
wir  den  Abstand  der  parallelen  Ebenen  (7)  und  (II)  mit  q'^  as 
hat  man  nach  dem  Obigen,  wenn  i'^k  ist; 


V 
cosy 

~*  '    co»y~ 

=  *•-*, 

mithin 

• 

v 

.p  vihi  q'  = 

P-V^= 

wenn   t* 

<* 

ist: 

cosy     * '    cosy 

:*—!', 

mithin 

r 

•"      X' 

.p   and  9'= 

P+P'  = 

7" 

Es  ist  also 

in  voller  Allgemeinheit: 

(12) 

1 ' 

» 

• 

Biemus  Sndet  man  den  Abstand  g  der  parallelen  Ebenen  fT)  und 
(U)»  wHbn  man  kszk  setzt: 


imd  rfM  aiumtclken  FaraMtiUtt. 


Betrschleo  wir  hhd  k  «Is  eine  variable  Grüsw,  welche  socceuirt 
•lle  Werthe  von  0  bis  h  aDDimml,  so  werden  die  den  stetig  auf- 
ahaDderfolgeDden  Paraboloiden  (9)  entsprecfaenden  parallelen  Be- 
itttangMbenen  (11)  daa  zwischen  den  Ebenen  (4)  und  (7)  ent- 
Mtene  paraboloidiache  Segment  in  eine  unbegrenzte  Anzahl  von 
StUehlen  zerlegen  von  der  Diebe  dcf-  Der  Inhalt  dV  einer 
•ddien  Schichte  ist  daa  DifferenziiJ  dea  Inhaltes  V  des  Segoen- 
t«.    Ea  ist  Bonach 

icbmig  (13): 

d^  =  f.dk, 

Werth  von  dq'  snbatitnlrt  ond  der  Gteichtrag 
Bezug  auf  k  zwischen  den  Grenzen  0  und  A 


«^■i^,i*". 


««ans  eraichtlicb  ist,  das»  das  Volumen  F  von  dan  Coordinatan 
*ii  jfi.  H  des  Berflbrangspanktes  onabhingig,  mitbia  für  alle 
Paakte  dea  Paraboloides  (2)  conataat  ist. 

£a  gilt  daher  folgender 


2.    Lebraats. 

Haben  awei  gleichltegende  •lliptiach«  Paraboloide 
dieaclbea  Parameter,  so  schneidet  jede  an  das  inner» 
Parabsloid  geführte  BerOhrnngsebane  von  dem  Sns- 
■«re»<Parah«laid  Segmente  von  constantem  Inhalt  ab, 
asd  d«r  BerChrangspuakt  liegt  stets  ira  Mittelpunkte 
der  Darcfaachnitts-Ellipse. 

3)>.Beaflicbnea  JT,  K,  2  die  Coordinaten  4«s  SehireT^ak 
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tes  des  Volomeus  V  and  ar,',  y,',  Xj'  jene  des  Schwerpunktes 
des  Differenzials  dV ^  so  ist  allgeniein: 

V.K^Jxx'dV.     F.K=/y,'dF,     F.Z=/i,'dF; 

wobei  die  Integration  auf  das  ganze  Volanien  F  aussodebnen  Ist. 
Weil  der  Schwejrpankt  der  Ellipse  in  Ihrem  Mittelpunkte  (x^'^iCi 
liegt  und  nach  dem  Obigen  xx'  =  x\  yi'  =  y,  xi'=»'+A  i«t,  so 
hat  man  für  den  besonderen  Fäll  unseres  paraboloidischen  Seg- 
mentes : 

Xy'dV^  nVpq .  x*kdk,     y^'dV=n*^q,^kdk. 
t^'dr=  n^^.(t''i-U)kd&; 

* 

mithin,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  A  integrirt»  die 
Resultate  beziehungsweise  gleich  V.X,  V.Y,  F,Z  setst«  wo- 
bei F  aus  der  Gleichung  (J)  zu  nehmen  ist»  und  dann  abkfint, 
was  sich  abkürzen  iSsst: 

(14)    X-xf=Xi,     F=y'=yi,    Z=t'  +  lh=xi-lh; 

woraus  ersichtlich  Ist,  dass  der  Schwerpunkt  ebenso  leicht  dsrch 
Construction,  wie  durch  Hechnuog  gefunden  werden  kann. 

Lftsst  man  den  Punkt  {XiffiZi)  nach  und  nach  alle  Lagen  aal 
dem  Paraboloid 

(2)  «P+V  +  * 

annehmen,  so  beschreibt  der  entsprechende  Punkt  {xf^x*)  das 
elliptische  Paraboloid  (1);  der  Schwerpunkt  (XTZ),  welcher  nach 
dem  Obigen  in  der  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  liegt, 
beschreibt  eine  krumme  Fläche,  deren  Gleichung  erhalten  wird, 
wenn  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (14)  x*^  y',  if  eliminirt. 
Die  Ausführung  dieses  Geschäftes  gibt  die  Gleichung: 

(Iß)  Z  =  y  +  y  +  lÄ. 

welche  ein  gleichliegendes  elliptisches  Paraboloid  bezeichnet,  mit 
denselben  Parametern  p  und  9  wie  die  gegebenen  Flächeii  (1) 
und  (2),  dessen  Scheitel  auf  der  Axe  der  z  liegt  und  um  \h  vom 
Anfangspunkte  absteht.  Diese  Fläche  ist  sonach  der  geomettl- 
sche  Ort  der  Schwerpunkte  aller  Segmente,  welche  durch  be- 
liebige Berührungsebenen  des  inneren  Paraboloides  (2)  ron  dem 
äusseren  (1)  abgeschnitten  werden. 

S)  Wir  wollen   schliesslich   das  Obige  noch  anwenden. 
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TglntMi  wtd  SdiwerpuDkt  eine«  Seposntes  ra  bastimaeii,  wcl- 
ebei  iigend  eine  g^ebene  Ebene 

na  den  eUiptUcfaen  Peikboloid 


Betrübtet  man  die  gegebene  Ebene  ala  BetOhrni^cbene 
tlBM  «liiptuchen  Paraboloide«,  wie 

Mbd  k  eiae  noch  sn  bestinunende  GrSMe  iat,  nnd  siod  ^  >  jri  >  ■■ 
ds  Coordinsten  dea  Berfibrangapunkleii,  so  daas  aocb 

flT)  1,  =  -Ar,  +  ßy,  +  C 

li*  Ebeia  (16)  mit  jener  (4)  IdentiaGb  aein,   noraiH 

«cicbe  Wertbe  von  r^,  gi.  ii  anch  der  Gleichung  (17)  geoHgen 
Miwen.  Die  Sabafitation  gibt  alsdann  mit  Leichtigkeit  den 
Warth  von 

(18)  i  =  i('<V  +  ^9  +  *0. 

■itfain  iat  nach  (<0>  0*)'- 

(»)  >'=,',wV^(^  +  B«9  +  4C)". 

(W)     X==i4p.    l'  =  4B7.    Z  =  A(^  +  B»9)  +  {<?. 

«aalt  also  der  l>eabsichtigtfl  Zweck  vtrilkommen  erreicht  iat 

Zeaats.  Iat  A  =  0,  d.h.  C=  —  HA^  +  B*ti).  «o  wird  die 
ra^eae*  Ebene  (16)  du  PardR>loid  (1)  berflbren, .  nnd  man  hat 
FfsQ,  X=x',  F=i^,  Z=i',  indem  der  Punkt  (o^y'i')  aefai 
%eur  SAwerpnnkt  iat. 
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III.    Die  Ellipse   aod  die  Parabel. 

In  der  AbhandloDg:  »^Ueber  die  Segmente  der  Ellipse  osd 
Hyperbel,  des  Ellipsoides  und  des  zfreitheiligen  Hyperboloides'* 
(s.  Archiv.  Tbl.  XXVIII.  p.  52.)  liabe  leb  gezeigt,  dass  die  8er 
mente  der  darch  die  Gleichung 

(»)  l  +  P=i 

dargestellten  Ellipse,  welche  durch  beliebige  an  die  Ellipse 

gesogene  Tangeiiten  abgeschnitten  werden,  einen  constanten  PH- 
chenraum  haben,  dessen  Grösse  F  durch  folgende  Gleichung  be- 
stimmt wird: 

1       VA« I 

,     (?)  F=a*.l  ArcCosj- -5^-^^), 

und  wobei  nur  die  Bedingung  obwaltet,  dass  A  nicht  kleitaer  di 
die  Einheit  sei.  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  in  deojenigM 
Scheitel  der  Ellipse  (I)f  dessen  Coordinaten  —  a  und  0  sind/ntd 
lässt  die  Coordinatenaxen  ihre  alten  Richtungen  beibehalten»  st 
werden  die  Ellipsen  (1)  und  (2),  auf  das  neue  System  bezöge«, 
durch  die  Gleicbungen 

und    • 

^'  ä*      +  6»  -  A» 

dargestellt,  i&r  welche  immerfort  die  Gleicbnog  (3)  ihre  GiltigkeU 
hat.    Setzt  man  biib 

(»)  *,=._|=,i^'. 

«fobei  also  A]  der  Abstand  der  gleichliegenden  Scheitel  der  swei 
gegebenen  Ellipsen,  p  die  dritte  stetige  Proportionale  swisdMs 
a  und  6  ist,  f&brt  in  den  Gleichungen   (S),'  (5)  unfl  (S)  eMt 


hwaik  die Coiutatitcn  p  und  Ai  «in,  und  ISaet  die  bilden  ersten 
GMebugeB  In  Beaog  euf  g*  enf,  «p-er^bt  «ich  nach  einer  leich- 
tcB  Recbnnng  beziebongeweine : 

,  dasB  die  Gleichungen  (I),  (2)  and  (3), 
iB  »ind ,  tSt  beliebige  Werthe  von  9,  A 
,  wofern  nnr  h  nicht  kleiner  aU  die 
tbanplen,  dass  ancb  die  (jleichnngen 
ige  Werifae  von  a,  p  und  A|  gelt«»^ 
(6)  entsprechend,  nicht  ItleineT  als 
und  fr  eich  dem  Unendlichen  und  A 
n,  dasB  A,  nnd  p  bestimmte  cenatsnte 
ler  Besiehang^leichnngen  (6)  und  (7) 
t  man  als  Grenzen  statt  der  BlUpun' 
lekhnngen 

(12)  J«  =  ?p(x-A,) 

fcrgesteHten  Parabeln,  nnd  P  becelehnet  den  FlXcbenraam,  wel- 
(^  i^^d  eine  Tangente  der  Parabel  (12)  von  jener  (II)  ab> 
•Aaeidet.     Dleaer  FlSohenranm  erscheint  aber  tBt  a:=oe  unter 

iK  nbeetimmten  Form  r,  und  muas  sein  bestiminter  Wfitk  «fft 
nacA  den  Voracfariften  der  Differenziatrechnting  ermittelt  wenden. 
S«tzt  man  aar  Abkflranng  den  ZShler  von  F  gleich  Z,  den  Nen- 

«argläcbiV,  nnd     ■_^\  =*■    "*•  *''^  "•'  •  =  »! 
dZ  
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dZ 


also 


und 


=  2 

V*«— 1 
A» 

dk 
'    rfa~" 

hx 

*!*•. 

(a^k{f- 

"    a«  ' 

dZ 
da 

-2&V^i- 

~T 
"A« 

dN 
da- 

:-  4(«»P)~ 

-S.3a^. 

mitbio   fiir  a=  o»: 
dZ 


8»»\* 


"- w=+4  V"' -P  •  ^= '».^p- V  •'^>. 


oder  weil 


„(i    ix_.„ri     (q-*»)*!.  (2o-A,)Ai  *. 

ißip   für.  a  =  od: 

(13)  F = j  v^x;^. 

Aus  der  Uebereiastiiiimung  der  Gleichuogen  (11),  (12)  und  (13) 
mit  j^oen  (1),  (2)  und  (^)  des  I.  Artikels  dieses  Aafsatses  e^ 
^ieht  man  scho^,  dass  der  obige  erste  Lehrsatz  in  dem  a.a.O. 
ffir  die  Ellipse  gegebenen  gewissermassen  als  besonderer  Fall 
^ntbalten  Ist»  sobald  man  die  Parabel  als  Species  der  Ellipsen 
betrachtet. 


IV.    Das  Ellipsoid  und   das  elliptische  Paraboloid. 

In  der  am  Eingange  des  vorigen  Artikels  citirten  Abban41oDg 
wur^e  aach  gezeigt,  dass  die  Segmente  eines  durch  die  Gleiehaof 


(h  -  +  ^  +  ^-1 


■mf  de»  vtaptt$ekn  FariOolaMeM.  935 

rcprSMntirten  Ellipaoide«  einen  constantea Inhalt  haben,  wenn  die 
ida^enHe  Ebene  eine  KerAhrangaebcne  d«s  BIlipeirfdM 


«^  +  6« +  «»-*« 


Md  k  Ueln«r  als  die  Einheit  Ut,  und  awar  wird  daa  Votnmen  V 

dnrdi  die  Gleichung  beBtimmt:  ' 

„     ,(M  +  I)(*-I)- 


abcn. 

:t  in  denjenigen  Pnnltt  des  Ellipaoi- 
daaeelbe  von  ,der  negaÜTen  Baibaie 
die  Richtnngea  der  Ooordivatenaxen 

>rden  die  Ellipeoide  (1)  und  (2)  nnO' 


Abstand  de»  neuen  Anfangapunfctes 
der  poaitiTen  Halb&ze  der  i  mit  dem 
n  D&chsten  liegt,  mit  andern  Worten, 

!n  c  and  -r  derEllipaotde(I)nnd<3); 
;e  Proportionale  von  c  und  a,  \^  jene 
fenbar: 


m 

»>-«     »-«T- 

m 

t"-^. 

m 

?=w. 

Werden  jetxt  die  CanHtanten  A|,  p,  q  statt  jener  A,  a,  b  tn  die 
fileUinigen  (4),  (9)  und  (3)  eingeRlbrt,  so  findet  man  mit  Leich- 
^^t  beiiehangsvreise : 

(9)  »=?  +  ?  +  «=' 
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f *     11*  A«        t* 

(10)  '  =  ^+^+*t(i-|)-fc' 

(11)  p=,iv^A^«(i_*i). 

tfa  nun  die  Oleiqbungeo  (|l),  (2)  und  (3)  fOr  beli^ige  Weitbe 
▼OD  a,  b,  c  und  h  gelten,  sobald  our  h  nicht  kimner  als  1  Ist, 
so  wird  sogleich  ersichtlich»  dass  auch  die  ans  ihnen  abgeleiteten 
Gleicbangen  (9),  (10)  qnd  (II)  für  beliebige  Werthe  von  p^  q,  e 
und  hl  Geltung  haben,  wenn  nur  hi  grosser  als  Null  ist,  wie  die 
Gleichung  (6)  erfordert.  Wenn  sich  daher  a^  b,  c  dem  Unend- 
lichen und  h  der  Einheit  dergestalt  nfibem,  dass  hi»  p,  q  stets 
endliehe  Grössen  bleil^en,  was  nach  den  Beziehungsgleichungai 
(6),  (7>  vnd  (8)  immer  mOglich  ist,  so  erhält  man  aus  (9),  (10) 
und  (11)  fiir  die  Grensqn  folgende  zusammengehörige  Gleioboages: 

(12)  '  =  ?  +  f' 

(13)  *"'^'  +  ^-»'*X' 

'  D^  diese  Glcichungeii  mit  jenen  (I),  (2)  und  (^)  des  sweitef 
Artikels  Qbereinstimmen,    so  ist   einleuchtend,    dass  der  io  der 

f!|tlrHm  Abhandlung  ßr  da«  EUipsoid  aii%eAibfto  lU^liraiitn  «^ig«» 
sweiteq  Lehrsatz  involvirt,  sobald  maq  das  elliptische  Paraboloid 
als   eine    Species   der   BIlipsolde  betrachtet 


BrtmnteMf:    Kt  Ukr«  wtm  Wmrft. 


IV. 

Die  Lehre  Tom  Wurfe. 
(Ba  Kipltel  103  der  nathemitlKlieii  nytOk.) 

Von 

Berrn  Director  Dr.  Brtnnteke 

an  dar  EUaUehnla  ■□  Paaen. 


/ 

/  I 

J2i^ ^  \ 

lÄ.      I      i  _? . \ 


E«  beiEächne  A  einco  Pnakt  im  Horisonte,  to«  •»'»ha. 
Ka|el  unter  d«m  Winkel  n  abfeschosaen  wird, 
Uli  von  dfl'r  Anziehnngskrafi  der  Erde  absieht,  d 
der  Richtang  der  geraden  Linie  AO  mit  einer  gle 
(duflndigkelt  benegen ,  d.  b.  tn  gleichen  Zeilen 
nrtii&lfegeD.  Von  dem  Luftwiderstände  woHen  n 
iM  Bebandliiag  ganz  absehen.  Die  mitgelheilt 
Mhniodigbeit  wollen  wir  dnrd^c  bezetcbneD,  d.  h. 
^  gweboaHD«  Kugd ,  wenn  keine  Knwhlnng  < 
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kraft  der  Erde  erfolgte,  in  jeder  Secande  c  Fom  dardiftSge.  Wir 
kunnen 'alsdann  den  in  t  Secnnden  dorchlanfenen  Weg  der  Kugel 
mit  ei  bezeichnen: 

1)    AB^e.t 

Während  auf  der  einen  Seite  durch  das  BeharrungsTerroogen 
die  Kugel  die  Richtung  AB  beibehSit,  wird  Ihr  durch  die  Schwere 
In  jedem  Momente  ein  senkrechter  Impuls  mitgetheilt,  der  sie  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  zieht  Die  Kugel  wird  daher  in  jedem 
Momente  ihrer  Bahn  fallen ,  und  ihr  Weg  wird  nicht  durch  die 
gerade  Linie  ÄB^  sondern  durch  die  Curve  AE  dargestellt  wer- 
den. Mach  Verlauf  von  t  Secunden  wird  daher  die  Kugel  einer- 
seits in  B  angekommen  sein»  andererseits  gfi  Fuss  nach  den 
C^esetzen  äes  freien  Falles  gefallen  sein,  wo  unter  g  der  FaUraum 
In  der  ersten  Secnnde  im  luftleerjen  Räume  verstanden  wird,  also 
ungetehr  152  preuss.  Fuss: 

2)    BE:=gfi. 

Es  ist  nun  möglich,  nach  f  Secunden  die  Weite  ^F  und  dieHC^e 
EF  der  abgeschossenen  K^gel  zu  bestimmen : 

3)    AF^  et, cosa, 

4)    EF=zct.B\Da-^gt^. 

Es  ist  nun  leicht ,  die  Zeitdauer  des  ganzen  Wurfes  zo  berech- 
nen. Man  hat  dazu  nur  nuthig,  zu  untersuchen,  fär  welchen  Werth 
von  t  die  Hohe  EF  =  0  wird.  Zunächst  geschieht  dies  fifr  t=0, 
und  dann  für  c.sina^gt=^0;   man  erhält  dadurch: 

5)  Zeitdauer  des  Wurfes  =  -^ . 

9 

Die  Zeitdauer  des  Wurfes  ist  daher  ein  Maximum  Ar  «=90^, 
d.  h.  beim  senkrechten  Wurfe.  Setze  ich  den  Werth  von  5)  io  3) 
ein,  so  erhalte  ich: 

6)  Weite  des  Wurfes  ^^'^^. 

Die  Weite  ist  daher  ein  Maximum  für  u^i&^t  and  beträgt  dann  g-« 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Hube  des  Wurfes  zu  bestioinieii* 
Dafür  mnss  man  sehen,  fQr  welchen  Werth  von  t  der  Ausdrpck 
fkr  EF  in  4)  ein  Maximum  wird.  Wir  werden  untersuchen  ^  was 
daraus  wird  für  die  drei  benachbarten  Werthe  f— t,  i^  l-f  v»  ^^ 
f  sehr  klein  aogenommen  werden  soll. 


M  ft 


*•        n        »t 
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Hdk«  Ar  Zeit  t— r  ist  ssei.Biaa—fffi--t(c.aina—igi)r^g^, 

Es  erhellt,    dass  der  mittlere  Werth  grOeeer  ist  als  der  Tor- 
bcrgebeode  ond  nachfolgende,    wenn  c^.sfna  — !2^<=0,   d.  h.  für 

tis   \      ,   oder  nach  5)  Oh  die  halbe  Zeitdauer  des  Wurfes. 
Selwn  wir  diesen  Werth  fOr  t  in  4)  ein,  so  erhalten  wir: 

'      ^            ,       c.sina         c'sin*«     .       c*8in*a 
OP  =  c.  sin«. "2^ ^"V"  "T^" 

7)    Grusste  Hohe  OP  =  ^~^. 

Dieses  isteinHazimiim  flIrcrssQO<^,  d.lk  beim  senkrechten  Wurfe, 

et 
wt  wir  als  grusste  Hube  erhalten  j-*     Vergleichen    wir    diesen 

Werth  mit  C),  so  erhellt,  dass  man  im  gflnstigsten  Falle  nur  halb 
*o  heck  schiessen  kann  als  weit. 

I«  handelt  sich  jetzt  darum,  die  Bichtung  des  Wurfes  nach 
^Zeit  t  m  bestimmen,   welche  Richtung'  in  der  obigen  Figur 
tforcbdle  Linie  JE«/,   Tangente  an  die  Gurve  in  £,    angedeutet 
^^iien  Ist.     Wir   ziehen  zu  diesem  Zwecke  eine  Parallele  EG 
Vit  dem  Horizonte,  so  ist  der  ^JEG,  den  wir  durch  6  beselch* 
neo  vrollen,  der  gesuchte.    Sind  nun  E  und  M  zwei  bepachbarte 
Punkte  der  Curve,   so  wird  die  Tangente  in  E  mit  dem  Bogen 
EM  (einem  Elemente  der  Gurve)  zusammenfallen.    Fällen  wir  fer- 
ner von   M  ein  Loth  auf  den  Horizont  und   bezeichnen   seinen 
Ünrcbschnittspunkt  mit  EG»   welches  parallel  mit  dem  Horizonte 
■eio  soll,  mit  iV,  so  erhalten  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ENM, 
iadem  wir  das  Element  EM  der  Gurre  als  eine  gerade  Linie,  als 

die  H3rpotenuse  dieses  Dreiecks,  ansehen  können.   Es  ist  7nrT=tgtf, 

wo  EN  =s  A  der  Zuwachs  der  Weite  des  Wurfes  filr  die  Zeit  % 
i4t  md  NM=:k  der  Zuwachs  der  Hohe  sein  soll.     Wir  kOnnen 

Jäher  auch  sagen  tgd  =  T.    Es  handelt  sich  jetzt  darum,  Aund  k 

tis Functionen  von  t  darzustellen.    Aus  3)  ergiebt  sich  A^sev.cos«, 
«■»4)  *=eTsina— 2|y<T— ^: 

A  =  CT.cosa, 
^  ArsscT.sInfir — ^t  — ^. 
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DIvfdireD  wir  niin  k  dorcb  k  «od  setieii  naeliber  tirenae  too 
r:=0,   i^o  erhaiteu   wir: 

^      ^        ^         c.coso 

•  t 

B^tra^hten  wir  den  för  0  in  9)  erhalteneo  Werth,  so  finden  wir 
zunächst,  dass,  dar  f  =  0,  tgd  =  tga;  dass  dann  der  ^d  labnimmt» 

bis  tg« — j  ^    =0  wird,  d.  h.  filr  ^=-^5 — ,  d.  b.  nadi  5)  fiir 
e.cosa  Zff 

die  balbe  Zeitdauer  des  Wurfes,  oderr  Wenn  die  Kugel  auf  tbrer 
böcbsten  Hube  angelsomroen  ist,  fliegt  sie  einen  Augenblicic  paral- 
lel mit  dem  Horizont.  Nachdem  die  Kngel  ihren  Culminationspunkt 
passirt  bat,  wird  tgd  negativ,  d.  h.  der  Winkel  6  wird  negatir, 
oder  die  Richtung  wird  entgegengesetzt  der  ursprGnglicben  AB. 
Nach  Verlauf  der  ganzen  Zeitdauer,  in  dem  Augenblicke,  wo  die 

Kugel  den  Horizont  wieder  erreicht,  CSrl^-^ nach  5),  erhal- 
ten wir  tgö='— tga. 

Es  kann  ferner  nach  der  Geschwindigkeit  der  Kugel  nacfr 
Verlauf  irgend  welcher  Zeit  gefragt  werden.  Dazu  müssen  wir 
folgende  Betrachtung  anstellen.  Die  Geschwindigkeit  Ist  derjenii^ 
Quotient,  welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Weg  durch  die  Zeit 
ditidirt  Wir  erbalten  also  die  Geschwindigkeit  der  geworfenen 
Kugel  in  £,  d.  b.  nach  Verlauf  von  t  Secunden,  wenn  wir  EM  dordi 
t  dividiren,  wo  wir  die  Grenze  von  r  gleich  Null  nehmen« 

EMsi:  V/i*+^  =  t.V'cacos«a+(c.8ina— 2^<-^)«. 

Es  ergiebrsicb  daher  : 

10)  Geschwind,  nach  Verlauf  von  t  See,  =V  c*.cos*a+(c.slncr— 2j^, 

Grenze  von  t=0. 

dieser  Ausdruck  ist  ein  Maximum  für  i:=,0  und  f=-^ «  den 

9 
fetzten  mSglicben  Ausdruck  filr  I,  d.  b.  am  Anfange  und  am  Endo 

des  Wurfes,   wo   wir  alsdann   die  6esch windigkeit   e  erbalt^i» 

Da(gegen    ist  der  Ausdruck  ein   Minimum  (ur  c.sina  — 2;f=:0t 

d.  b»  fik.  <^^~9 —  ^^^  nach  6)  In  der  Mitte,  des  Wurfes,  wenn 


die  Kugel  auf  ihrem  höchsten  Punkte  angekommen  ist.  In  d 
buchsten  Punkte  hat  jeder  geworfene  Körper  die  Geschwindigkeit 
c.cosa.  Bei  dem  senkrechten  Schusse  aldo  giebt  es. einen  Au- 
genblick ,  wo  die  <iescbwindigkeit  der  Kugel  Null  ist 
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Der  AwdniGk  (ir  die  GMchirtadigkelt  dn  Kugel  bM  noch 
die  pnktiacbe  Bedeutang,  dws  ei  au  in  jedem  Aagenblicke  die 
Kraf)  dee  Schnuee  engiebt,  z.  B.  aDzeigt,  das«  die  Kugel  bnro 
MnfcrechteD  Schusse  euf  ihrem  faüchsteD  Punkte  todt  lat 

Ea  bleibt  nan  noch  fibrig,  die  Frage  %a  beantworten  Ober  die 
lebe  die  Kugel  beschreibt  Zu  die- 
den  AnfangBpettkt  des  seDbreebteA 
Ichsten  Punkt  O  gelegt  und  nehm« 
len  Horiiont  gemilte  Leih  OP.  Di« 
n  denke  ich  mir  nach  der  Seile  ge- 
Ä  des  Wutfea  liegt.  Ist  nun  die 
tst  £G  =  y,  OG  =  x.  Es  handelt 
GrSsBen  y  nnd   x   etne   Gleichung 


OP 

-EF. 

-«(.«Iiii.  +  j<«. 

cbien 

GOSO 

e.Ana 
2j 

s 

"*. 

»••'"■ 

C  = 

+  3; 

.CO.*. 

J.CO«. 

Setxt  amit  dieve  Werthe  für  I  and  f  in  12)  ein,   so  «ililtt  man; 


Die  Gurre  AEO,  welche  die  geschossene  Kugel  beschreibt,  ist 
iUt  Bh^Psitahel,  deren  Panimter,  d.  b.  d«r  Mstaod  ihres  Brenn- 
fHikto»  vDd  dbr  LeiUhO^  _^c^.cosV  j^^^  ^^^  Beach^ffeqbeit 
Aesar  Parabel  hingt  also  ab  von  den  drei  Werthen  jr>  *<;^ 
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J^es  Element  der  Parabel  Ist 

=  T.  V^c^.cos^a-Kc.sioa— 2j^)' 
(vergl.  die  EntwickelungyorNr.lO)  oder 

Es  ist  derooach  leicht»  die  Läoge  des  Weges,  welcheo  die  Kugel 
beschreibt,  Ton  ^  bis  £  nach  Verlauf  der  Zeit  f  sn  berechnen; 
wir  finden: 

14)    Bahn  =  /€«'.  Vc*-4<;^sina.e-|-4^«.l>. 
Beim  ganzen  Wege  ist  die  obere  Grenze  des  bestimmten  Inte- 

Nehmen,  wir  das  obige  unbestimmte  Integral  mit  W^lassosg 
der  Constante,  so  finden  wir: 

15)    fdty/  c»-4c^8ina.<+ V*=^^^^X^^-^  c2-4c^sina.*+4^ 


c*cos*a 


+      .        .  log{2^<— esina-|-  V  c*— 4ü£^sina.«+4^V| 

=  ^Vc«cos^-hG^  +  ^^T^''logtG-hVc«cos>tt-KyU 

wo   G=i^lgt — csino. 

Ffir  den  ganzen  Weg  hat  man  als  obere  Grenze  ^^--^ uod 

als  untere  Grenze  f  =  0  einzusetzen,    und  man  erhält: 

■itv    j.     D  L  iK  c*sino     c«cos^  ,     1+sin« 

16)    die  BahnlÄnge  =-5^"  +  ^Ä^ '^"'^'T^^a 

'  c*  r  .       .  cos^ ,      1  +  sin  a- 

=  5rl«ma-| — 5 —  legi ; — 1. 

2g^  2        ®1 — sin«-" 

Dieser  Ausdruck  wird  für  den  senkrechten  Wurf^  d«  h.  filr  «csM», 
gleich  s-,  was  mit  7)  übereinstimmt,  |i.  h.  gleich  der  grteatea 
Weite  bei  46<». 
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El  ist  hier  immer  dar  natOrliehe  Logarithmas  gemsiot  fflr  £e 
•U  «=2,7182818.... 

Dw  ente  DifferentialqnotiflDt  des  Ausdracks  ßr  die  Bahn  ist 
«•cos«,  l+sina 


—  (2— »in«. log  j^ 


imer  befindlichen  Anadrncit  gleich  Holt. 
»0  27'  67",  wKhrend  der  zweite  Dif- 
tiv  wird,  also  die  Bahn  selbst  ein  Mari- 

mr  die  Lfinge  der  Bahn  ^.1.1996786, 

Maximum  um  beinahe  ein  Fünftel  lln- 
(bet  46^.  Berechnet  man  die  LSng« 
rhilt  man  einen  viel  klelneteo  Ansdraek, 
der  grOssten  Weite,  d.  b.  die  Bahn  ist 
siebente  Tbeil  der  Weite  des  Wurfes. 

— ; —  kann  man  mcfc  umformen  in 
sinn 

sieb  db  Rechnungen  nock  mehr  «er> 

>t  ist  dann 

cos*a.logtgi(90>-fa)]. 

D  der  LSnge  der  Bahn  xo  linden,    hat 

-■in..logtg(4iP'  +  W«>0 


ucb    a  aufznlOsen. 
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V. 


Uebungsaufgaben  fiir  Schuler. 


Von  Herrn  Frans  Unferdinger.   LebensTeriticheriiogt-CalcaliUir  der 

k.  k.  p«  Asienda  Aaaicuratrice  zu  Tri  est. 

1.  Es  sind  aus  folgenden  vier  Gleichungen  die  vier  (Jnb^ 
kannten  Xi,  x^,  yi»  y^  zu  bestimmen: 

2.  Es  soll   gezeigt  werden»    dass  der  folgende  Ausdnick  ^ 
eine  symmetrische  Function  von  a,  6»  e  ist: 

A-^C^UhJ..       .  ,2Sint6SinlcSinK&  +  c) 
J  =  Cosl(6  +  c-a)+ sini(a+6  +  c) 

3.  Wenn  h  und  F  constante   Grössen  bezeichnen,   k^t^ 
ist  und  1}  als  Function  von  |  l>etrachtet  wird»  so  soll  aus  folgeo- 

der  Gleichung  ^   durch  Differenziation  bestimmt  werden: 

Resultat: 


dl?  _  A-1  V  (2Aij)«— A«it(l  Ti^  .    2*1?+ V  (2*1;)«  —  *»&(!+ *y' 
4«-Än  AA  -     '  *'2*«-Vr2*«)«-A«Aa+iB*' 


ättsuUm. 


VI- 

M  i  8  c  e  1  I  e  n. 


Befnerkottgen  zur  analytischen  Geometrie. 

Von    dem    Heransgeber. 

Besonders  beqoeni  ßr  viele  Untersachongea  Ist  der  folgende 
der  BediognngsgleicbuDg»  dass  drei  gerade  Liaien  sich 
in  einem   Punkte  schneiden. 

Die  drei  geraden  Linien  seien  bestimmt  dorch  die  Punkte: 

(jry),  (X'TO;    iu:^y'^.  (XT^;    (a^/O,  (X^F-0; 
Bo  mad  ihre  Gleichungen : 

y    y  ^^  \f    j^^^    *)> 

uoA  wenn  nun  X,  F  die  Coordinaten  ihres  gemeinschaftlichen 
I>iircb8cbnittspunkts  sind,  so  hat  man  die  drei  folgenden  Glel- 
cfaongen : 


9 


73^5  (^-*0. 


oder,  wie  iniui  hieraus  leicht  findet: 

(X'—a^  r-  (  r''-,-s')X=y'(X"—a!^—ar(  F*-/). 
(Xl'-x")  T-{T"-^)X=^j^(X''-af')-a^{Y''-^). 

Moltipliciren  wir  diese  Gleichnngen  nach  der  Reihe  mit 

iX^-afyiY'^y'}  ~  {V-fTi  (i'-«'). 
(X'  -  «')  (F» -»*)-  ( F'  - y)  (X-  -oTi 

und  addirea  sie  dann  a»  eiBaodei,  so  erbalteik  im  die  gesachte 
Bedingungsgleichnng : 

+  |y-'(r»-:O-^(F"-3r)lt(A:'-«0(F''-jr)-(F'-y0(-X'-'^ 
oder: 

+(a^-y^(F"-y)(F''-y«o(Z'-«>Ky-y?)(j?'-;c«')(:![*-«*)(J"-j^ 

+(«--«')(  F"'-y«)(F'-y')(A''-jr")+(y«'-V')(^'"-^(A:'-*0(''-y)' 

oder  auch: 
0=    (a/r-v'*')l(^''-«')(F"~3r)-(F''-y)(A*'-«^l 

+  (:r"F''-yji:'')i(X*'-a«')(r-y')-(F*'-y»)(A'-«oi 

Setzt  man  z.  B. 

• 

80  seigen  sich  die  obigen  Oleicbaogen  identisch  erfüllt,  y^oxv^ 
der  bekaonte  Satz  vom  ebenen  Droiecft^  folgt,  dass  die  drei  Gen* 


itm,  wddie  dia  Spitiol  dM  DiewakB  nit  Am  Mittoipwiktfln  dsi 
G«g«flaeiteD  verbiDden,  steh  immer   ie  einem  Paokle  «choeiden. 

Liflgeo  die  drei  Punkte 

(X'TI,    (J(-l") 


dV),  ly-s') 

des  dnrch  die  drei  letzteren  Punkte 

ist: 


=  tz.< 


l(j:"-i^+(^-»')l; 


vrorwau,    wenn  man  der  KQrze  wegen 

gct^,    malrerti  die  diei  folgetkdeB  Gieicfann^en  erhalten  mTdent 
(»"-»"«F'-sO -<»'-»")«•-*■)  =  ^. 

(»"-^)(F"-»')-(a/'-s')(^"-i')=  -<. 
(«■-i")(i"-»')-(»'-»')<i"-»')  =  <<; 

dl0    flieh  tecb  ihr»  «rmButriacb«  rorm  glelflMklU  Ar  naoelift 
Dotersaduui«)»  empfebleo. 
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Au«%ug  ttus  oinem  Briefe  de«  Herrn  Prans-  Uvfferdinger  fta  Trieel 

an   den   Herauf geber. 

In  letzterer  Zeit  beschäftigte  ich  mich  mit  der  Untersuchung 
des  sphärischen  Dreieckes  in  Bezug  auf  die  Radien  seiner  ein* 
geschriebenen  und  umschriebenen  Kreise,  und  bin  dabei  zu  einer 
ziemlichen  ^zahl  interessanter  Relationen  gelangt,  von  welchen 
ich  Ihnen  einige  hier  mitzutheilen  mir  erlaube,  in  der  Absicht« 
Ihnen  später  darüber  ausfOhrlich  zu  berichten.  —  Bezeichnet  man 
die,  Radien  der  vier  Beruh rungskreise  mit  q^  Qi,  ^>  q^,  den 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  mit  r  und  mit  ri ,  r^,  r^  die 
Radien  der  den  drei  Mebendreiecken  umschriebenen  Kreise,  so  ist 

. 1^ . ^i    , ffj    

^S^-SinJ(a  +  6+c)'    ^^^*~Sini(6+c— a)'    **^""Sin4(a+c-6y 

u.  s.  w. , 
2Sin!aSini6Sinic_,/    11,     1  1\ 

*«'""-        ffi        "*vtgpi'^tgfe+tg(^"tW 

28inlaCosi6Cosic     ,/ 1     .      1     .     1  1\ 

*g'-t= w — =*te  +  ^  +  ti^-t-i^>"-«-- 

^  Sin«i«  = 


(^-L+J_+JL.A.Y±+JL+J1 LYJ_^_L^JL^J.V 

Vtg^   tge»   tgps     tg^/\tg^   tgpi    tg^s     tg^Vtg^^  tgei  ■  tges    tgp,; 

tgr 

Single  =z  r ^ — r — ,  u.  s.  w.  t 

tgntgratgr,' 

wobei 

Ä|«s=Sin4(a  +  6  +  c)Sin4(6  +  c— a)SinKa+c— ft)Slni(fl  +  ft-c) 

=  tg^tg^|tg^fttgP8 

und  B  der  sphärische  Czcess  des  Dreieckes  ist*. 


De  vero  valore  comstaDtis,  quae  in  logarithmo  integral!  oeourril. 

Aact»  D''^  Chrittiano  Fr.  Liodman,  Lect.  Strengn.     '    ' 
In  supplementis  (11.  pag.813.),  quibus  Cel«'  Grunerl  Lexi- 


CM  KIflgeiUnom   av:dl  et  locapletavil ,   dno  hujns  conslaDtis 
(=  O  valorM   ezsistnnt.     Mascheroni  invenlt 

C  = 

e(  Soldner 


',  XXII'  inter  se 
vetua  valoT  esaet. 
d  si  tnultae  deci- 
telwoin  (Grund- 
igitur  in  fonnala 


+  etc. 

poDiiBiu  ^(x)^~-,   invenitur 

ohi  eat  C  CDUstans ,  de  qua  agilur.    Posita  serie 
1        B,      B,      B,        .     _„I 


Tel,    ;v  =  R  +  l  posita, 


Noniero  ii  =  D9  posito,   inveni: 
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S    -  =  6,I77377617639620260805117675658253J5 

5,18238585088962422864249499945113088 
-•  /100= 4,60817018598809136803698290936872841 
C=:0>&772156649Q153a$60606513090Q8a40M7,     ' 

Valorta    5     ^ '    ^  ]]gg  >ps^  conpotavi  at «  ratione ,  qaa  osihi 


«s=9»  j  

M<|«itor,  ut  in     S    -  dedmales  XXXIII  veri  sinl    aOO  e  tiki. 


lis  Calleti  sampsi.     Ne   quid  iocerti   hac  in  re  maneret,   con- 
stao^iii  deoQo  coropatavi,  poaito  n=l9.    Ita  inveni 

'^'^  -=3,5477396571436819114837691 

-f  (7^ =0,0252082813118419425579669 

3,5729479384555238540417360 
^  /30=%9957322735539909934352236 

C=0,5772156649015328606065I24, 

nbi  XXllI  decimalea  certo  sunt  verae.    Seqnitur,  ut  valor  a  "Sold- 
oer  datoa  recte  «e  babaat 


Berichtigungen. 

Thcil  XXYI. 

S.  476.  Z.  2.  V.  u.  statt  a;=0  setze  man  d:t=:  a. 
„  479.  „  6.  V.  o.     „     26jr^     „        „     Ibxhf. 

Theil  XXVIl. 

S.     6. Z.  9.  V.  o.  statt  „major**  setze  man  „minor." 

cCos(g— y)                     **cCos(Ä— y)-.ar 
„  296.  „  9.  V.  it     », ^  set»e  man  -^ ^^ — ^. 

cwia       o                    1      cCos(Ä— y)       aCosy      ^ 
„  296.  „  3.  V.  u.     „     1 ^; ^ —^  =  0  setze 

Xi                      x% 
„  297.  „U.V. o.     „      2?  setze  man   S— £. 
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WWE. 

■ 

Ikiorie  der  wahren  und  scheinbaren  Bewegung  eines 
lack  den  Oesetzen  der  allgemeinen  Schwere  die  Sonne 
uakrebraden  Weltkorpers^  mit  besonderer  Rftcksichft 
Ulf  die  Angabe  von  der  Bestimmnng  der  Bahn  aus 
A  ToUstSndigen  geocentrischen  Beobachtungen. 

Von 

i 

dem  Heraasgeber. 


E  i  ti  I  •#  i  t  v  0  g. 

Du  grosse  Problem»  in  welchem  alle  Untersuchungen  der 
Uicoritdieii  Astronomie  uiletxt  wie  in  einem  gemeiuschaftlicheB 
Urennponkte  zusammenlaufen ,  ist  die  Aufgabe:  »»die  Bahn  eines 
DMcb  den  Gesetzen  der  allgemeinen  Gravitation  um  einen  Central- 
kSrpev  sich  bewegenden  WeltkSrpers  aus  drei  vollständigen  Beob- 
achtungen desselben  zu  bestimmen/'    Dieses  Problem  bildet  auch 
4en  Himptinhalt  der  »»Theoria  motus"  von  Gauss»  und  die 
TOD  diesem   grossen  Geometer  gegebene  Aufl5sung  ist»  wenig- 
stens in  Deutschland,  in  der  Astronomie  gegenwärtig  allgemein  im 
fiebranch.     Was  die  theoretische  Darstellung    dieser    Auflösung 
betrifft»  so  wird  schwerlich  Jemand  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
sein,  dass  es   besondere  Schwierigkeiten  hat»  dieselbe  in  ihrem 
imiOTsten  Wesen  vollständig  zu   durchdringen»  wovon  der  Grund 
aHerdhigif  woM  hauptsflchlich  In  der  von  dem  berühmten  Geometer 
gdbrsaehten»  weit  mehr  synthetischen  als  analytischen  Darstel- 
hngswdse  zu  suchen  ist;  jedoch  ist' dies  nach  meiner  Meinung 
■leht  der  alleiafge* Grund»  indem  es»  wie  mir  scheint»  noch  tiefer 
Kq^eiide  Gründe  giebt»'die  selbst  gewisse  Zweifel  erregen  können» 
eV*4ateh  die  gegebene»  eine  ziemlieh  grosse  Anzahl  vorbereiten- 
der KechnuiigeD  in  Anspruch  nehmende  Auflösung  wirklich  ganz 
ifl^Allgemeioen  eine  fortwährende  suctessive  Annäherung  erreicht 
wM«  oder  ob  dksseltiie  vielmehr  nur  in  einem   gewissen  eingiä- 
selifSukteren,  der  praktlsehen  Anwendung  übrigens  wahrscheinlich 

ThtUXXIX  IT 
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keinen  wesentlichen  Eintrag  thuenden  Sinne  erreiebt  wird»  wobei 
ich  ausdrücklich  herTorbebe»  dass  der  Umstand»  dass  alle  nmne- 
rischen  Rechnungen  in  der  That  zu  einer  solchen  successiven  An- 
näherung geführt  haben,  durchaus  noch  kein  Beweis  a  posteriori 
ist,  dass  die  successive  Annäherung  nicht  vielleicht  bloss  in  doem 
gewissen  eingeschränkteren  Sipife^  also  in  Bezug  auf  das  vorle- 
gende Problem  nicht  in  völliger  Allgemeinheit,  stattfinde  und  vor 
sieb  ^ebe.  Es  ist  aber  gar  njpbt  meine  Absicht»  meine  Anfii^ 
ten  hierüber  an  diesem  Orte  weiter  zu  entwickeln,  )vaseipeii  viel 
20  grossen  Raum  in  Anspruch  nehmen  und  eine  besondere  Alb- 
blmdlong  erferdierq  pr*rde.  ^  ',..*.■ 

Eine  andere  Aoftösung  unsers  Profeffens  bat  liSgraageli 
der  Möcanique  analytique.    T^Qm»  U.    Jüle^y^l).^  äditjon. 
Paris  1815.  Septi^me  section.  §•  IIL  gegeben,  ganz  in  der- 
selben überaus  lichtvollen,  alle  wesentlichen  Punkte  mit  der  gross- 
ten  Deutlichkeit  hervorhebenden  Weise,  welche  die  sämmtlicben 
Arbeiten  dieses  grossen  Mathematikers  so  sehr  auszeichnet    Die 
von  Pontecoulantin  seinem  bekannten  Werke  gegebene  AuflSsoog 
ist  eigentlich    nur  als  eine  weitere  Ausführung  der  Lagrange*- 
schen  Auflösung  zu  betr^icbteii,  wel<^ß  derselben  wesentlich  Nenee 
nicht  hinzufiigt,  übrigens  sich  ziemlich  bäuGge  Vernachlässigatgen 
und  Abkürzungen  gestattet,  die  nicht  immer  vollständig  geredtt- 
fertigt  und  theilweise  in  der  That  etwas  gewagt  erscheinen«  IIato|)t- 
säcblicb  hat  man  bei  der  Lagrange* sehen  Methode  als  ein  Ikir 
Tortheilhaften  Anwendung  entgegenstehendes  Moment  geltend  ge* 
macht,  dass  sie  eine  fortwährende  snccessive  Annäherung  nldft 
gestatte,  was  allerdings  auch  bei  der  von  ihrem  berühmten  Vitie- 
f>er  gebrauchten  Darstellungsweise  ganz  richtig  ist 

In  der  «vorliegenden  Abbi^ndluiig  bf^ie  ich  ßm  neue  Aii0taMi| 
des  berühmten  Problems  ^«geben,  welclie^war  mit  4^  LagrangV* 
6cbf»n  AufUißong  m  W^enflii^ben  «uf  gleicbeo  GiAnden  b^tuM^ 
aber,  wie  ich  bofe,  klar  ^ß^U  d^ss  die^eAufl^NUM^  in  vjefSaA^t^ 
Darsieliung  sehr  wohl  ßm^  eine  Cortw$bra^^  «uceeeeiye  Amaär 
k^TWi\S  gestattet,  qnd  siqh  fiberfaaupt  viß  uad  mtgß^  amilMFmh 
VoraifMe^lziingeo  erlaubt,  über  di^ren  Ein&iAs  m(  Aw  RmuMkI 
sich  nicht  ein  sicheres  Urthetl  föllea  läset,  wobei  ifik  mir  noeb^fer 
/sonders  hervprzobebea  eH^be,  d^e  ich  b#i  4ifw#l  Altfl9a»n9:4lir 
Näherq^g  durchaus  nur  vqi^  den  ven»chied^eq  Pcrten^im  i» 
genannten  Constante  des  Spfinensysteipe  abb<blgig'  g^N^ltlit* 
was  wenigstens  mit  derselbe  vollständigen  Copßßqiimw  whi  Vm 
irüher  noch  n^bt  geschehen  ist,  mir  i4k^  in  4ef  .Tbat  4m  tfc«i' 
Tetisch  allein  richtige  Weg  bei  die/ieq  UMkuqHlohiRigea'  su. 
echetnt    Auch  ist  die  Auflösung  gaf)i  lOJg^inein:  fUr  jed#  Anl:i 


S4S 

AgilschBftta  «tfNflndbu,  nodifatart  zA  ahbercta  Oriterln»  Ober«« 
Art  4m  K^gcbchmitta  to  jedem  t>MondcTen  Fall«.  Dabei  bip  feli 
s^irii  ■■  «Iner  Biemlich  grosmn  AtiniM  neoer.  Dach  mtAttvr 
NrfHMgüBiD  Th«H  Hhr  kwitrkeDBiverttm  aDalytlacbtr  AbidtüdM 
h  A*ng  «af  dl«'  •llfcmslne  IHieorie  der  nach  den  Geaetaen  defr 
titgmnim&m  GiwMtüttbn  tat  aicb  gebenden  Sewegnng  ^fCbrt  wor- 
ia,  die  ich  der  Äufinerkfiamkeit  der  Loami  eo  empMhlen  tnir 
erinbe,  aber  hier  natürlich  nicht  einzeln  namhaft  machen  kann, 
iadfiD  ich  nnr  noch  im  All|{enieinen  hinzufdge,  dass  dieae  Aus- 
ItiAe  beaonders  bei  der  Berechnung  der  eigentlichen  Elemente 
1er  Bahn  vortrefniche  bieMlK  MeV»  kflMen.  Anf  die  von  mir  bei 
4er  Bibern ngaw eisen  Auflüsung  der  betreffenden  Gleichungen  an- 
IMMAeKMbtheilen,' die  immer  auf  eine  swiaclieU  heatinimt  Uk 
gtbhren  mSglichst  engen  Grünien  eingeschlossene  Grüese  znrfick- 
|(baD,  erlaabe  ich  mir  gleichralls  noch  besonders  hinzuweisen. 

r  besprochenen  Anriüsung  der  Auf- 

wahren  Bahn  aus  drei  voltst^ndi- 

igeo  habe  Ich  tioch  eine  zn-elte  Auf-' 

n,  die  sich  unmittelbar  an  die  Be- 

Bahn    anschliesst  und    auä    dieser 

e'  aber  hierauf  n^enlger  praktischen 

Bezug  auf  die  von  mir  mit  grosser 

nicbellen  Eigenschanen  der  schein- 

aher  Cauchy  einige  apeClellere  Un- 

dle  ich   unlängst  In  einem,  En  dert 

hten.  BandXLIIl.  1856.S.14S. 

itematiscber  Folge  zusammengestellt 

ewiesen  habe,  da  sie  sich  sonst  du> 

I  Jahrgängen  der  Comptes  rendua 

Untersuchungen  habe  ich ,  wie  schon 

melnheit  su  erreichen  gesucht,  und 

r    Beziehungen    hinzugeffigt.      Eine 

ong  hat  schon  Lambert   Im  vori- 

gw    Jahrhandert  angestellt,   und  ist  insbesondere  zu   einem  he- 

flhnWtr   Satü«     (M6moite»   de    Berlin.    1771.  pag.  352.) 

gcbUi^  mittelst  Welches  m^n  autf  der  Gestalt  d«t  scheinbaten 

Bahn  fefedrlllMIdfl  kann,   ob  ztfr  Zelt  d«r  Beobachtung  die  EotAir- 

MBg  de«  WeltkOrpferä  tvn  der  Sonne  grosser  nder   kletner  tfir 

■Is  die  EntferntiDg  der  Erde  von  der  Sonne.    Die  Untersuchungen 

v«t)  Liambert  Aber  diesen  Gegentsand   halte  ich  aber  fflr  sehr 

HfUlB  ^anagfiivlf,  lad  bin  der  Meinung,  daaa  der  von  ihm  gege- 

tiq^tt-A"'*^'^*^- "''>*'  Satzea  nicht  der  wahre  ist,  derselbe  also 

«■eh-  la  dioMT  Gestalt  wenig  Wettb  für  die  Praxis  bat.     Den 

IT« 
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allein  wahren  aDal3rti8cben  Auadmek  dieses  allevcyags  sehr  merk- 
wOrdigen  Satzes,  mit  alleii  dabei  cur  Geltung  komnModen  asaly^ 
tischen  Bedingungen»  wodurch  derselbe  nach  meiner  Meinung  aodl 
erst  fruchtbar  fär  die  Anwendung  wird,  glaube  ich  in  dem  letstea 
Anbange  zu  dieser  Abhandlung  gegeben  lu  haben ,  ud  eriaiihe 
mir  daher  denselben  schliesslich  noch  besonders  der  AsfinerksaA- 
keit  der  Leser  zu  empfehlen« 


Erates  Kapitel. 

Allgemeine  Theorie  der  Bewegung  eines  Weltkorpers 

um  die  Sonne. 

ö.  1. 

Wir  wollen  uns  zwei  K5rper  denken,  welche  vermöge  der  all- 
gemeinen Gravitation,  und  ganz  nach  deren  Gesetzen,  entweder 
anziehend  oder  abstossend,   auf  einander  wirken.    Die  Hassen 
dieser  beiden  Körper  seien  M  und  m.     Indem  wir  uns  nun  vor- 
nehmen, die  Bahn  des  Köpers  m  in  Bezug  auf  den  Korper  Jf> 
oder  um  denselben,  zu  bestimmen,  legen  wir  ein  festes  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  im  Räume  zu  Grunde,  und  bezeichnen 
In  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem,  immer  ein    bestimmtes 
Zeitmoment,  welchem  die  von  einem  bestimmten  Anfange  an  ge- 
rechnete Zeit  i  entspricht,  im  Auge  habend,  in  diesem  Zeitmo- 
mente die  Coordinaten  des  Körpers  M  durch  JT,  F,  Z.    Denken 
wir  uns  dann  durch  den  Körper  ilf ,  in  welcher  Lage  im  Räume 
er  sich  auch  befinden  mag,  ein  dem  angenommenen  festen  pri- 
mitiven Systeme  paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeich- 
nen in  diesem  Systeme,  also  In  Bezug  auf  M  als  Anfangspunkt> 
die  Coordinaten  des  Körpers  m  durch  or,  y,  2;  so  sind  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  JT-f^r,   F-f y,  Z-|s 
die  primitiven  Coordinaten  des  Körpers  m. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Körpers  m  von  dem 
Körper  M  durch  r,  alle  Grössen  n^rlich  immer  auf  die  Zeit  i 
bezogen,  so  ist  die  Wirkung  des  Körpers  M  auf  den  Köirper  m 
nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation: 

m 

^' 

und  diese  Wirkung  ist  von  m  nach  M  hin  oder  von  M  nach  m 
hin  gerichtet,  jenachdem  der  Körper  M  anziehend  oder  abstosaend 
auf  den  Körper  m  wirkt    Bezeichnen  wir  also  die  180^  nicht  Ober- 
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■Mgeodeo  Winkel«  welche  die  Vod  M  nach  m  hin  gesogene  Linie 
But  den  positiven  Tbeilen  der  Coordioatenaxen  eiDechüeeet,  dnrch 

M 

9^if^%l  90  •inci  dl®  Compoeanten  der  Kraft  -3    nach    den    drei 

Coerdinatenaxen,  jenachdem  der  KOrper  M  analehend  oder  ab- 
atoeeend  auf  den  K5rper  m  wirkt: 

^  coa(180ö  —  9>)  =  —  j5  CQBfp, 
^co»(l80ö— it>)=-^co»t* 


^cos(180<>— X)=  — 7SCO8X 


«ler: 


^C089=-f  pcosg), 

^co8^s=-f  ^coa^, 

Jlf  M 

^co8zr=  +  ^coax; 


aiioi 


T  j5  coay,  T-ji  cost»  T  ^coaj; 


ireDB  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
der  KSrper  M  ansiehend  oder  abatoaaend  auf  den  K5rper  m  wirkt 
Non  ist  aber  offenbar  : 

C08O  =  *-,  C08^=— ,  CO8  x  =  -f 
T  T  T 

aleo  sind  die  drei  In  Rede  atehenden  Composanten : 


^  Mx  ^  lUv  ^  Mx 


iauner  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vor- 
her* Betrachten  wir  aber  die  Masse  M  nicht,  wie  bisher,  immer 
als  positiv,  sondern  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  der 
Kirpeff  üf  ansiehend  oder  abstossend  auf  den  KOrper  tu  wirkt, 
so  iannen  wir  die  obigen  Composanten  allgemein  dnrch 
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Mx       My        JMb 

l>S  |p8  1^ 

ausdrücken;  und  s^ch  den  Grundlehr^n  der  Mechanik  haben  wfr 
dßt^et  4ie  4^^i  fo|gent4en,  Gleichiioge^r: 

8^(X'\-x)_9^X  ,  a^x  _      Mx 


1,  )  8«(F+y)_8^F.8»y  üfv 


ffl(Z  +  i)      fflZ  ,  8«i__       Mz 

dp     -dp  ^dp^  "■  r»' 

Die  Wirkung  des  Körpers  m  auf  den  Körper  ^  ist  nach'dero 
Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation: 

ubd  diese  Wirkung  ist  ^!on  M  nach  m  oder  von  m  nach  M  bio 
gerichtet,  jenachdera   der  Korper  m  anziehend  oder  abstossend 
auf  den  Körper  M  wirkt;  also  sind,  wenn  (fy^^x  ihre  aus  dem 
Vorhergebenden  bekannte  Bedeutung  bebaken,    die  Composanten 
der  obigen  Wirkung  nach  den   drei  Coordinatenaxen ,  jenachdepi 
der  Körper  m  anziehend  oder  abstossend  auf  den  Körper  3§  wirkt: 

m  .  m 

T  T 

Ulf  .  m 

^COSt(;  =  +^C08tfF, 


tn  tn 


oder 


^  COS  (180^— 9)  =  —  ^  cos  g> 
^  cos  (18(r> — 1(;)  =  —  ^  cos  ip , 


tj » 


tu  ^,r^*v«.  I* 


^cos  (1800 — X)  ==--§  COS  X ;, 


ilso: 


n«nD  man  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
<fie  Masse  m  aniiehend  oder  abstossend  auf  JV  wirkt;  folglich, 
«eil  nach  dem  Vorhergehenden  bekanntlich 


Igen  der  Vorzeichen  »rf«  vor- 
m  nicht,  wie  bisAer,  Immer' 
afs  oegatir,  jenachdem  dle- 

'  M  wirkt;  ao  kSnnen  wir  die 


eil  Grundlehreo  der  Mechanik 


r  8>Z     mi 
"''5P*=r»* 

Ziehen  wir  nun  die  tileichutigen  2)  von  den  tileichnngen  1} 
ab,  »9  erhaltei^  wir  die  tileichungeo; 

od«r,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen.  jtf-fni=fi  setzen,   die  Glei- 
chungen 1 

W  +  ?  =  •'■ 

dnrch  »elehe  die  Bewe^|tnig  des  Kürpers  nr  in  Bezug  auf  den 
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Körper  U^  oder  um  deBBelben,  ofenbar  charakterisirt  wird.  Dm 
aber  diese  BevFegung  des  Korpers  m  wirklich  vollstfindig  fceoBen 
zu  leroen,  mfissen  wir  die  vorsteheoden  Gleichungen  zo  integrireD 
versuchen»  wozu  wir  jetzt  übergehen  wollen »  indem  wir  dabei 
immer  festhalten,  dass  im  Vorhergehenden  die  Massen  itf  und  m 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  worden  sind,  jenachdem 
sie  respective  auf  die  Massen  m  und  M  anziehend  oder  ab- 
stossend  wirken. 

§.  2. 

Um  jedoch  ein  vollständiges  Verstfindniss  des  Folgenden  lu 
vermitteln,  müssen  wir,  bevor  wir  zur  Integration  der  drei  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  wirklich  übergehen,  vorher  noch  Nachste- 
hendes bemerken.    Hätte  man  einen  festen  Punkt  von  der  .Masse 
j|f-f-m=:fi,  der  nach    dem  Gesetze  der  allgemeinen   Crravitation^ 
und  zwar,  jenachdeip  fi  positiv  oder  negativ  ist,  anziehend  oder 
abstossend  auf  einen  anderen  Punkt  wirkte»  von  dessen  Wirkuog 
auf  den  ersteren  Punkt  ganz  abgesehen  würde;  so  lege  man,  im 
die  Bewegung  des  zweiten  Punktes  kennen  zu  lernen ,  durct  d0o 
ersten  festen  Punkt  von  der  Masse  f*  als  Anfang  ein  recbtwiok- 
liges  Coordinatensystem,  und  bezeichne  die  Coordinaten  des  zwei- 
ten Punktes  in   diesem  Systeme  zur  Zeit  t  durch  or,  y,  %.    Wird 
dann  zu  dieser  Zeit  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  ein- 
ander durch  r  bezeichnet,  so  ist  nach   dem  Gesetze  der  allge- 
meinen Gravitation  die  Wirkung  des  ersten  Punktes  auf  den  zweiten: 

&, 

indem  man  diese  Wirkung  von  dem  zweiten  Punkte  nach  deo 
ersten,  oder  von  dem  ersten  nach  dem  zweiten  Punkte  hin  ge- 
richtet annimmt»  oder  als  anziehend  oder  abstossend  betrachtet, 
jenachdem  die  Gr5sse  fi=:Jlf-t-m  positiv  oder  negativ  ist.  Be- 
zeichnen nun  9»tfr,  %  die  180^  nicht  fibersteigeftden  Winkel»  welche 
die  von  dem  ersten  Punkte  aus  nach  dem  zweiten  Punkte  bin 
ge;KOgene  gerade  Linie  r  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordi- 
natenaxen  einschliesst»  so  sind,  jenachdem  \k  positiv  oder  negatif 
ist,  die  Coniposanten  der  obigen  Wirkung  nach  den  drei  Coordi- 
natenaxen : 


^  cos  (1800—9)  =— ^  cos  9 , 
J^cos(l800-^)=-^cos^, 
^cos  (18(K>— 2)  =  ""^co^X 
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oder 


— 14  fl 

-^  CO89  =— 7eo«  9, 


-^co«x  =  -$iC082; 


mUo  allgemein: 


—  ^coeqp,  — ^cos5f>,  — jäcopx; 


wd  folglich,  well 

cosa)=:~»  CO«  tl;=s  ^*  cos  if  =  " 
^     r  ^      r  ^       r 

»t: 

«18  «ftS  «»8 

Dmber  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Bahn  des  zweiten  Punktes 
■aebden  Lfohren  der  Mechanik  die  Gleichungen: 


r»' ??""'"  r»'S?-"r»' 


oder: 

SP  +  yi  -  W- 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  3)  io 
$.  1.,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  die  Bewegung  des  Körpers 
m  in  Bezug  auf  den  Körper  M,  oder  die  relative  Bewegung  des 
Körpers  m  rficksichtlich  des  Körpers  M9  ganz  eben  so  vor  sich 
geht,  als  wenn  die  Summe  fft^üf-t-it  der  mit  ihren  gehörigen  Tor- 
seMren   genommenen   Massen   M  und  m  der  beiden  Körper  in 
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einem  gewissen  festen  Punkte  vereinigt  wäre,  und  dieser  Pimfcl 
nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation  auf  einen  zweiten 
Punkt  wirkte 9  von  des6«a',  itVirkiisg  auf  den  ersten  Punkt  ganz 
abgesehen  würde.  Aus  diesem  letzteren  Gesiehtspunkte  woUen 
wir  nun  alles  Folgende  auffsissen«  was  zur  Erhöhung  der  Deut- 
lichkeit wesentlich  bei^k-äg^nr  wird. 


§.  3. 
Aus  den  drei  Gleichungen 

3* 


8<«  +  r»  ""    • 


wo  r=:Va;^ 4-^^  +  2^  i^st,  ergeben  sieh,  sehr  leicht  die   drei  fol- 
genden Gleichungen: 

^       ^      a 


r        •  <    'I 


oder,  wie  sogleich  erhellet ; 

-       8< ^="' 

— Wt — ="• 


!M 


1» 


Hf'       1    t 


also«  ^;^n  ,C  Ci>  C^  ^ei)  tprillk^hrliche  €oiiataiiieoMbezei«hw»^ 


ffitr  i(ti  faoMMfrlKAM  ttgotaeMm^e».  SOI 

a«     &    _    . 

Hnltiplieire»  wir- diese  di«i  Gleictiinigra  Räch  4er  RaihejBät 
')},!,  und  addirea  die  dadurch  hervorgehende»  GMehiiMeeii^f^B 
ni  einander,  ho  crgiebt  sich  die  Gleicbang 

B) Cr  +  C,s+<V=0, 

■n  Trelcher  nnnittelbar  faerrorgeht,  daaa  die  Bahn  des  KSrpera 
■  eine  Curre  von  einfacher  KrÖmmung  ist,  welche  ganz  In  einer, 
Mt  ian-aia  Aafang  4m  xga  mgesomniMMa  VnniH  JK.gahvid« 
bmUegt. 

Wir  wollen  uns  nun  dnrch  M  als  Anrang  ein  neues  recHt- 
«likl^s  Caordinatensystem  der  jr,^,ii  gelegt  denken,  ßie  Ebene 
in  Xjg,  seil  njU  der  Ehen»  ier  xy,  und  die  Aze  der  Xi  soll 
nit  der  Durcbschnittslinie  der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers  m. 
nU  da  Ebene  der  xy  zusamnienfallen.  Den  auf  der  posltWea 
S«ite  der  Aze  dpr  x;  m,  dßi  Ebei^  deit  xy  genommen,  liegenden 
TbeiJ  der  Aze  der  x^  n-ollen  wir  als  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  ^,  annefamen,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  ^j  soll  so 
ugeuomroen  werden,  dtu^s  man  sich,  nm  von  dem  positiven  T heile 
der  Aze  der  Xi  an  durch  den  rechten  Winkel  (^i^i)  hindurch  so 
dem  positiven  Theile  der  Aze  der  y,  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung  hin  bewegen  moss,  nach  welcher  man  sich  beweged 
mnss,  um  von  dem  positiven  Theife  der  Axe  der  x  an  durch  den 
twhten  Winkel  {xy)  'biadhrch  zn  dem  positiven  Tfieiltf  d(^  Axe 
der  y  zu  gelangen.  Der  pksittve  Theil  der  Axe- der  üj  endlicft 
soll  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ( 
Den  von  den  positiven  Theilen  der  Azen  der 
•chlossenen,  180°  nicht  fibersteigenden  Winke 
9  bexeichnen,  und  der  180°  nicht  ffberstelgen 
welchem  der  auf  der  positiven  Seite  der  Eben 
Tbeil  der  Ebene  der  Babn'  dss  KörpersfMni 
Axe  zi  hin ,  auf  welcher  ätt  positive  Theil  de 
^^en  die  Ebene  der  ^  geneigt  ist,  soll  durch  i  I 

Weil  nach  5)  die  Gleichung  der  Diircbschn 
der  Sahn  des  Körpers  m  mX  der  EBene'  der 
chmg  der  Asedv  n^i>  ^  dem  Syst«nie  der  x\ 
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C 

Ca?  +  Ciy =0    oder    tf  =  —  79-0? 

int,  so  ist  nach  den  LebreD  der  aoalytisebeD  Geometrie: 

C 

Ö) taDgd=:— ^* 

Nach  der  Lehre  von  der  VerwandluDg  der  Coordioaten  hat 
laan  zwischen  den  Coordinaten  der  beiden  Systeme  der  oys  und 
4^1  si  die  feigenden  Gleichungen: 

x=zxi  C036  — gl  sin  6, 
y  =ari  sin  ö  +  yi  cos  6, 

und  fassen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  der  Onrchschnittslfaiie 
der  Ebene  der  Bahn  des  KOrpers  m  mit  der  Ebene  der  yi%  in  • 
Auge»  so  ist  fflr  diesen  Pnnict  ari=0,  also  nach  den  vorstehenden 
(rleichungen : 

*=— .Vi«*nÖ,y=+yiCOsö,t=«i; 
folglich  nach  5): 

— QfiSinö  +  Qycosö+  C«:^  =0, 
woraus 


folgt. 


Wenn  nun  suerst  6  ein  spitzer   Winkel  ist,  so  ist  offenbar 
in  TOlUger  Allgemeinheit:  ^ 

tang>=S., 

®     yi 

also  nach  dem  Vorhergebenden; 

Da  in  diesem  Falle  sin0,cos0,tang0  sämmtlich  positiv  sind,  so  ist 

sinörs  -7==^==,  cosö=  -  ; 

V^l+tang^  V^l+tanga« 


teätn  BeotaelumtM, 


C, 


YiT(iy  "vyi)- 


ni  folgiicb,  wl«  leicht  erhellet,  wenn  man  die  obereo  od»r  nntsren 
Ztieken  oiiniDt,  jenBchHem  C^  positiv  oder  negativ  ist: 


,  C4C,' 


CID  »  -  C  ™.  «=  T  ^^^  =  T  *r^+t5F . 


U|edi  nek  d«a  Oblgan; 

'      '^ ä"^' 

WcDD  ferDflr  9  ein   «tompfer  Winkel  ist.    mo  ist  ouniur  in 
*'>&Stt  Allgeineinlieit ; 

...g.  =  -a, 

•iu  nach  dem  Obigen: 

Clin  0  —  C,  CM  6 
tangi  = ^ 

R>  in  diecem  Falle  sind,  coeS,  langS  reapective  positiv,  negativ, 
nettativ  ist,  ao  ist 


^i+taogfl«  VHtaDg«> 

>1ao  nach  6) ;  . 


md  Tolgtich ,  wenn  man  wieder  die  oberen  oder  die  g 
dien  ninart,  jenacbdem  Cg  poeitiv  oder  negativ  i«t: 


884  Grüner t:  Vektr  äie  BeiUmanmg  der.  MM  Hm$  Weltkörpen 

also: 

folglich  nach  dem  Obigen; 


taagi^^ 


C, 


Also  16t  immer  9  6  mag  eio  spitzer  oder  ein  stumpfer  Win- 
kel sein, 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen»  jenaeh'dem  Vg  posttir 
oder  negativ  ist 

Durch  die  beiden  Formeln: 

8)    .    .    .    tangd=— ;^,tangt  =  T gr » 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  Cg  positiv 
oder  negativ  ist,  ist  die  Lage  der  Ebene  der  Bahn  des  Korperi» 
m  im  Räume  vollkommen  bestimmt,  wenn  die  dr^  Constanten  C, 
Ci,  C%  bekannt  sind. 

Nach  7)  ist: 
Setzen  wir  nun 

9) ir==  V^CHH^M^, 

wo  also  K  eine  positive  Grosse  bezeichnet,  so  ist,  weit  sini  immer 
positiv  ist,  cost  mit  tang »  stets  einerlei  Vorzeichen  hat,  nach 
dem  Obigen  offenbar: 


^mt:= ^ — -,  eosit=:+-jJp 


mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher»   Ist 
$  ein  spitzer  Winkel,  so  ist  nadi  dem  Vorhergehenden: 


Ist  0  ein ,>tQiDprer  Winke],  so  ist  nach  dem,  Vorhcrgc.heiiden: 

sinfl=±-===,C08d=T-7^^^=I 

■in48inf  =  J:^,  Gos0MBt£=:=F  ^  ■  .     . 

Folgltcb  ist 

10)  C=Ti'Bin9sini,Ci=±Jrcose8inf',Ci=T^co»» 
■xler  , 

10*)     C=±Ks\tieBiBi,C,  =  ^Kvo»$sioi,Ct=+Kco»i  , 

jesachdem  6  ein  spitxer  od«r  fiin  stumpfer  Wickel  ist,  natOrllch 
iiniwr  die  sberen  oder  dfe  uiteren  Zeichen  geqomnMn,  jenachdem 
Q  efne  positive  oder  eine  negative  Grüsae  ist 

Ans  der  Form  der  GleicbuDK 

gebt  aber  auf  der  Stelle  hervor,  dass  ^s,  ohne  die  Allgemeinheit 
irgend  wie  tu  beeinträchtigen,  verslattet  ist,  Ci  immer  als  positiv 
anzunehmen.  Unter  dieeer'Vorausasetxting  hat  man  nBt)failO)eB4 
10*)  die  Gleichungen: 

11)  C=T£sin68int,  C',  =  i:Jrcos9Bini,  C^ia:— fcosi;       ' 

in  denen  di«  ob<i[«n  <  oder  die  unteren  Zeichen,  zii  o^hin«"  i*ind, 
jenacbdem  d  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist. 

5.4. 
Wenn  trir  jetzt  die  drei  Gleicbuogeii 

^%^=o.   ^+^=0.   ^+S=« 
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»     ■'■ 


<    • 


oder 
17)    ....    .    8^=.±^^-_^|5-^ 

ergiebt,  wenn  man  in  diesen  Gleichangeo  die  ebeien  oder  unteren 
Zeichen  nimmt,  jenacbdem  wenn 

^  {  zuninrot )  ^.    .    f  zuntoiait  I 

'  }  abnimmt  {  '«»P««*'^»  '  { abnimmt  I ' 

( 

oder  wenn 


^  (  zQif tmmt )  '  ( ähnhnmt ) 

Mabolrtimtr^^P^^^'^^n  zunimmt  1 


« 


waa  in  jedem  Falle  besonders  eatecbiede^.wfrd^n  amsf,, 


In  der  Ebene  der  Babn  des  Korpers  m  wollen  wir  uns  jetzt 
von  M  ans  eine  beliebige  gerade  Linie  g^<^9an,dwken^  die  «ir 
der  Kürze  wegen  die  Axe  nennen  werden,  und  wollen  den  Winkel, 
welchen  zur  Zeit  i  der  VectoF  r  des  Körpers  m  mt  dieser  Aze 
einschliesst,  ind^m  ijrtr  ^ie^en  Winkel  vo^  der  Aice  an  nach  ^ioer 
solchen  Richtung  hin  fortwährend  wachsen  lassen^  dass   er  mit 
der  Zeit  t  gleichzeitig  zunimmt  und  abninimti  durch    V,  den  4iiK 
sen  Winkel  messenden  Krebbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als 
Halbmesser  beschriebenen  Kreise  aber  durch  t?  bezeichnen.  Lassen 
wir  dann  die  Zeit  t  um  ^f /  wachst «  so  wficbst  ^  um  iie ,  und  r 
Terändert  sich  um  Ar.    Das  Quadrat  der  die  Endpunkte  der  Vec* 
toren  r  und  t-^At  mit  einander  verbindendcb  Sehne  d^  Bah«  isti 

r»  +  (r+//r)«— 2r(r  +  i^r)cos^ü=4r(r+^r)sini^e«+/fr«. 

Das  Quadrat  dieser  Sehne  Ist  aber  auch  Jx^+Jy^+Ji^.    Da- 
her ist 

also 

(s)"+(^)V(i)v+-<'-^;(^)"+(^r- 

and  folglich,  wenn  man,  indem  man  sich  ^i/f  der  Null  nlhemUasf» 
auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichaog  zu  den  Grinzen  filMgelil;  '  *  ' 


oder 

®)'+  (!)'+  ©'-  ^)=KI)"- 

Verbiiklet  roao  diese  Gleicbang  mit  der  Gleichung  13),  «o  erMU 
Dan  die  Gleicbung 

9e 
woni»  sieb,  weil  unter  den  gemachten  Voranaeetsungen  xr  and 

aaA  £  ateta  poaitiv  ist,  die  Gleicbang 

18)   ...    .    r»gf=if    oder     »a|.|  =  Ä 
ctgiebt    Also  ist  nach  16)  < 


woiasa  nan 

19) 

f 

*•      ^  rVäfir- 

-Ä« 

oder 

Öt»= 

-4. 

Ä^dr 

^rV2^ 

--iÄ*«^ 

-Ä* 

erhilt,  indem  die  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  ge- 
gebeoOT  Bestimmungen  wegen  der  Vorzeichen  natürlich  auch  jetzt 
Doeh  ganz  ihre  Gültigkeit  behalten. 

TVnn  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

Qsd  es  mnss  also,  weil  wegen  der  Gleicbang  14)  die  Grosfe 
2^— ^Rr*— >i^  nothwendig  positiv  Ist,  offenbar  auch 

eise  posUive  GrOsse  seip,  woravs  sich  unmittelbar  ergiebt,  das« 
•«ch  fi*-«JME*  positiv  ist    Setzen  wk  nua 

18* 
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so 


wird 


vv=ip-r-=^--'-^  V".-  iv^^(;-i&)!  ■■ 

«Ibo  nach  19): 


ae=± 


V*-|v^^lp(r-^v! 


Setzen  wir  aber  der  KSrze  wegen 

20)     ...    .     «-  V^j^ÄÄ* 
80  ist,  wie  man  leicht  findet: 


(r"~^V' 


>21) »w=-r- 


also  nach  dem  Vorgeheoden: 

Nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  ist  nun  bekanntlich 

Sud 
3  Are  cos  fi? = T  T7====^ ' 

\   1  —  IC« 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  das  untere  Zeichen 
nimmt«  jenachdem  Are  cos  to  sich  im  ersten  oder  zweiten,  oder  im 
dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt.  Also  kann  man  offenbar, 
wenn  a>  eine  wiilkührliche  Constante  bezeichnet,  allgemein 

t)=:cd-|' Arccostc    oder    v  —  G>=Arccosto 
setzeo,  woraus  sich 

fC  =  CO«(»— «), 

folglich  nach  20) 
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tlso,  wie  «aii  so^eicb  findet: 

23)    ....    r=:  ** 


ergiebt    Auch  ist 

oder,  ireoD  wir 

**) Az^jT^f  B=2 — •   -^     — 

ietzen,  wo  A  gleiches  Vorzeichen   mit  |ii  hAt,   A  aber  «tets  po- 
dfifict: 

Ä) r  =  {il+JBco8(©— a))|-». 

Differentiir^o  wir  diesen  Aosdmck  von  r  in  Besug  auf  v  als 
«Babhingige  veränderliche  Grosse»  so  erhalten  wir: 

g-  =  JBr*  sin  (v — »), 

gTi  =  Ar*  cos  (ü  —  w)  +  2Ä*r*  sin  (r  —  »)*. 

Beseichnen  wir  den  Werth  von  ü,  ffir  welchen  r  ein  Minimum 
^Mit  durch  Vq»  ao  ist  wegen  der  ersten  der  beiden  vorstehenden 
GMcbnogen: 

sin  («0  —  w)  =0, 

^80,  wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

r^ — •o>=2ft9r     oder     ©o  —  »=(2n+l)7r. 

Fflr  «()— o=:2fi9r  ist  der  entsprechende  Werth  des  zweiten  Dif- 
rerentiatqaotienten  von  r  positiv,  dagegen  ist  för  Vq — o>=(2ft-f  1)^ 
<ier  entsprechende  Werth  des  zweiten  Differentialquotienten  von 
r  negativ;  also  ist  Rlr  das  Minimum 

Vq  —  (o=2it9r,  (»=ro — 2nn: 
Mglich  nach  26): 

Weil  aber  allgemein 
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so 


wird 


^v3i?^.=^-«^V"'-  tvÄö-p)!' 


also  nach  19): 

K*  Sr 

8c=±  — 


V 1-  \v^m(r  -  kO\ 


(r-h)' 


Setzen  wir  aber  der  KSrze  wegen 

20)  •  •  •  •  "-v^lP 

80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

also  nach  dem  Vorgehenden: 

Nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  Ist  nnn  bekanntlich 

dw 

3  ATCCOSfl?  =  +— 7 


V  1  -  «c« 


wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  das  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  Are  cos  to  sich  im  ersten  oder  zweiten,  oder  in 
dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt.  Also  kann  man  offeabar, 
wenn  a>  eine  wiilkührliche  Constante  beseichuet^  allgemein 

t)=cd-f  Arccosti'    oder    v  —  G>=ArcGOsto 

setzen,  woraus  sich 

fo=coa(o»o), 

folglich  nach  20) 


V^ 
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«bo,  wie  man  so^eicb  findet: 

23)    ....    r=  ** 


^+  V  ^*— ÄÄ*.  cos  (ü  -  a) 
ergiebt    Auch  ist 

o4tr,  if  eon  wir 

«) ^=^.z,=  V7^ 

seUen,  wo  A  gleiches  Vorzeichen  mit  fi  hst,   B  aber  Stets  po- 
•ifirist: 

Ä) r=:t^+JBco8(t?— a))|-». 

Diferentlir^D  wir  diesen  Aosdmck  von  r  in  Besug  auf  v  als 
■mUdbigtge  veränderliche  Grosse,  so  erhalten  wir: 

dr 

g-=:  £r*sin(v— »), 

g^  =  Ar*  cos  (ü  —  w)  +  2Ä*r'  sin  (c —  »)*. 

Btseicbnen  wir  den  Werth  von  ü,  für  welchen  r  ein  Minimvm 
L  dordi  v^9  so  ist  wegen  der  ersten   der  beiden  vorstehenden 
Gtfiehnngea: 

sin(to  —  co)=0, 

ilts.  wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

tQ — »  =  2»«    oder     to  —  • =(2n  +  Y)n, 

Fir  f^— »=2fi9r  ist  der  entsprechende  Werth  des  zweiten  Dif- 
tmntttJquotienten  von  r  positiv,  dagegen  ist  fiir  t^ — »=(2fi-f  1)^ 
te  estsprecb^ide  Werth  des  zweiten  DiferentiaJqootienten  von 
rtegativ;  also  ist  nir  das  Minimum 

rQ  —  tt=2ii9r,  tt=:ro — 2nn\ 
ToIgKch  nach  2«): 

rtsM  fÄco»(r— fo  f  2iiJf)i-*. 
Wei  aber  allgemein 
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eos(v'^Vo+2nn)^s:eöB(V'^'Vo) 
bt,  80  ist: 
28) r=M+JBco8(ü— C6)J-*- 

Bezeichnen  wir  den,  dem  Werthe  Vq  von  v  entsprecbendeB 
kleinsten  Werth  von  r  durdi  ro»  so  ist  nach  der  vorstehendes 
Gleichung: 

29) ro=(il+Ä)-i. 

Nimmt  man  den.  kleinsten  Vector  selbst  als  Axe  an,  so  ist 
e^=:0»  folglich: 

30) r=(A  +  Bco8v)-K 

Bekanntlich  hat  A  mit  der  Masse  fi  gleiches  Vorzeiohed  «od 
B  ist  stets  positiv. 

Wir  wollen  nun  zuerst  annehmen,  dass  die  Masse  fi  positiv 
sei.    Dann  sind  die  Grössen  A  und  B  beide  positiv. 

Wenn  nun  K  verschwindet,  so  ist  nach  25): 

Also  Ist  In  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegeschnitte*)  die 
Bahn  von  m  um  Jf  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  M  ist 

Wenn  ^  nicht  verschwindet  und  positiv  Ist,  so  ist  nach  25): 

Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  die 
Bahn  von  m  um  Jf  eine  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt  Jlf  ist 

Wenn  %  nicht  verschwindet  und  negativ  ist,  so  ist  nach  25): 

Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegebdmltte  C« 
Bahn  von  m  um  Jlf  der  erste  Zweig  einer  Hjrperbel,  deren  einer 


^  M,  ••  Analytieehe  Geometrie  der  Ebene  nod  des  Ras- 
mee  fär  polare  CoerdlB-alenej'titeme«  Grielfswald  nod  Leip- 
sig.  1857.  S.84.  —  Arehiv  der  Mathematik  und  Physik.  TkeU 
XVn.  8.64. 


'4n»  ärsi  w^oemun$ckem  BmtboMimgeiL  SiS 

Breonpaskt  üf  ist«  so  dass  oSmlich  die  Bahn  der  Zweig  dieser 
Hyperbel  ist,  innerhalb  i^elchee  der  Brennpunkt  M  liegt« 

Ferner  wollen  wir  annehmen^  dass  die  Ma^ae  fi^n^ati?  ^• 
Dano  ist  von  den  Grusaen  A  und  B  die*  erste  negativ  und  die 
zweite  positiv. 

Wegen  ^er  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 


GD'+ar^(i)'=¥- 


t   i 


t    > 


I     I 


iit  io  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  }t<0.  W8re  nun  — -^^  B, 

*lio  Dach  2S) 

Mwire  ' 

M|^  offenbar  ■.'.:?>» 

*  I ' 

IBifa^O,      also      Ä^O, 

vras  gegen  das  Obige  streitet  Daher  ist  —  il  <  ff»  und  folglich 
nach  der  Theorie  der  Kegelsehnitte  in  diesem  Falle*  wonn  q&n^ 
Heb  die  Masse  fi  negativ  ist,  die  Bahn  yon  m  um  ilf  immer  der 
iweite  Zweig  einer  Hyperbel  >  deren  einer  Brennpunkt  M  ist,  so 
dass  oSmlich  die  Bahn  der  Zweig  dieser  Hyperbel  Ist,  aussffhelh 
welches  der  Brennpunkt  M  liegt 

{•  6. 
Nach  17)  ist 

and  ausserdem   ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden   Paragra- 
phen leicht: 

^•e  ist-''  "  *  .V  ',  . .  ^  . . 
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^m  ist  abeT  nach  90)  and  25): 

aUu  Dach  30): 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


in  welcher  Formel  nach  dem  Obigen  ofenbar  das  obere  oder  inn 
tere  Zeichen  genommen  werden  muM,  jenachdem  0<o<«oder 
9K<e<2»  ist    Nun  ist  aber 

sin  ü  =  J:  V  1  — cos  t?*, 

« 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
0<e<»  oder  9r<o<2»  ist  Also  ist  offenbar  in  völliger  Attg^ 
meinheit 


Well  afber  )'ra(^+  Äcosr)--*  ist,  «o  ist 

,  ,  3r=rB(/l  + Bcosp)-*«ioe3», 

Mglieh: 

31)  .  .  .   .  .  a<=i.        ^^ 


K'(A-{^Bcwt)*" 


oder  nach  25): 


32) 


^—j  y(A^=Bcwvy*' 


Von  nun  an  wollen  wir  die  Zeiten  immer  Von  dem  Zeitpunkte 
an  rechnen,  wo  m  seine  kleinste  Entfernung  r^  von  M  hat 

Unter  dieser  Voraussetzung   wollen   wir  nun   zwei  beliebige 
Zeiten  t  nnd  ^ ,  wo  f|  grosser  als  t  sein   soll ,  betrachten  •  «ad 


am»  dnt  ttoetiMtiHiint  Bet*ackitm§9*.  36S 

woUen  smiehmea',  da«  sa  diesen' Zeiteo  die  Lags  des  Vectors 
des  KOrperB  m  In  Berag-enT  deMen  kleinstea  Vector  als  Axe 
durch  die  auf  bekannte  Weise  genammeDen  Winkel  V  und  Vi, 
w«lf:be  durch  die  mit  der  Einh^  als  HalluiieBserv  bcschriebe^eA 
Kreisbogen  v  und  ri  gemessen  werden,  bestimmt  sei.  Ferner 
wollen  wir  annehmen,  dasi  in  dem  Zeltiotervall  ti~^t,  welches 
darcfa  c  bezeichnet  werden  mag,  der  Vector  von  m  den  gans  be- 
■tiotqrtf^Q.iSector  ^^.beschrieben  habe. 

Betrachten  wir  nnn  suerst  den  Fall  der  Ellipse,  so  ist  In  dem- 
selben offenbar  nach  32)  in.vSlIiger  Allgeneiafceit; 


Räch  einer  bekannten  F'ormel  der  analytischen  Geofnetrie  ist  aber 
gMcMalls  in  vOUIger  Allgemeinheit : 


-r 


als«  nach  30): 

9» 


'•r^ 


Folglich  Ut  nach  dem  Vorhergehenden  in  diesem  Falle  in  völliger 
AOgemeinheit: 


.-VI-«.. 


Im  Falle  der  Parabel  und  Hyperbel  müssen  wir  die  fönenden 
Fille  unterscheiden. 

WenninerstO<«<n,  0<s  <»i  is^  so bt  nach 3^  offenbar; 

und  nach  dem  schon  vorher  angewandted  Salze  der 
Geometrie: 

also  nach  30): 
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9o 


'-='/"  3 


HhScÖM)«' 


folglich  nadi  dem  Vorheigdiendeiix 


Weon  ferner  ss  <  v  <2;i^  9r  <«|  <  Ssr  ist,  so  ist  nach  82)  offenbar 

und  nach  demselben  Satze  der  analytischen  Geometrie  ist  in  die- 
sem Falle  angenscbeinlich 

*'-V  (-4  +  ÄC08P)«""V  (/l+ÄCOSP)»* 

0  o 

Setzen  wir  e=2»»tf>  also  dp=  — 8ti»  cosescostt,  so  ist 

8o hu 

(il  +  ÄCOSP)«*"  ■"  (ii+ÄCOStt)«' 

und  folglich»  weil  flir  e=0,  =2;e — v  respective  tf=29s,  =«  ist: 

/•'»-•  8t? /**  8tt 

(J+Äcosp)«""     y      U  +  Äcosti)« 

oder 

(il+ÄC08P)«'~y,  (J+BCÖSP?* 

0  » 

und  natürlich  gana  ebenso: 

(il  +  ^COSP)*  ""  J  (A  +  JJcosp)*' 

0  »• 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

/»»*  8p  ,    /^»^  8p 

^=V        (i4  +  ficosp)«"'V        M  +  Äcosp)«' 

Nun  ist  aber 

/^  8r Z^»»  8p    /^»^  8p 

(il  +  ÄTcosp)«  —  J       M  +  Äcos p)^  V        (i«  +  Äcosü)«' 
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also  oSeniMir 

*'.~V  M  +  ÄCOM)«' 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Wenn  endlich  ;s<9<2^,  0<0|<7S  iat,  so  ist,  wie  leicht  er- 
hellet, nach  32): 

9  O 

Nna  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar: 

**""  V  {A+ßcoav)*  +  V        (^  +  Äco8t>)»* 

o  o 

tbo  iumA  deitf  Vorbeigehenden: 

*'  — V         M  +  Äco8r)«+  V        (^+»co»i»)«* 

»  0 

liilgiich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Hieraus  sehen  wir  also,  dass  in  vClIiger  AHgemeinheit  für  alle 
Kegelschnitte  unter  den  gemaohten  Voraossetzangen 

33) T=:2y|.Sr 

ist»  oder  anch 


" '  ■  >* 


2*) •    '=2Vi4lÄ-^" 


Zwischen  den  GrSasen  A,B  und  den  Constanten  1t,  £  finden 
nadi  2S)  He  felgenden  BesMiangeA  Statt: 
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Aus  diesen  beideo  Gleiciiinigeii  folgt»  da  bekaontlich  K  sine  po- 
sitive Grösse  ist: 

») ^=V3 

und 


*    \     ' 


36) 1t=?^^->. 

Fflr  die  Parabel  ist  bekanntlich  A^B,  also  %—Q.  Beseich- 
nen  wir  nun  för  die  beiden  anderen  Kegelschnitte  die  beiden 
Halbaxen  und  den  Parameter  durch  a»6,p,  so  ist  nach  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  fOr  die  Ellipse  bekanntlich  c 

A  —  ~  —  TS  »         Mi  — . TS f 

p      6*  tr 

also  1t=:-*      Fflr  die  Hyperbel  ist^  wenn   man  Mr  den   erstes 

Zweig  die  oberen,  ffir  den  sweiten   Zweig  die  unteren  Zeichen 
nimmt: 

also  »=t2- 

Nach  12)  i^t  DUO 

also: 

wenn  man  für  die  Ellipse  «od  4en  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 
das  obere»  für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  untere  Zeidien 

nimmt»  und  filr  die  Parabel  -  als  verschwindend  oder  a  als  nn- 

a 

endlich  gross  betrachtet. 

Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeit  des  KOrpers  m  in  seiner 
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ßaho  am  Ende  der  Zeit  i  durch  V.   so  ist  nach  den  Lehren  der 
Mechanik  bekanntlich 

also  nach  36): 

»; »=vi^. 

die  Zeichen  wie  Torher  genommen. 

Fflr  die  Ellipse»  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
iit  daher  respective: 

»<V"^,  »=Vt-  »>V"?- 

» 
Ffir  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist  bekanntlich  ft  nega- 

^,  weshalb  wir  in  diesem  Falle 


sehen  wolUn,  woraus  sich  ergiebt,  dass  immer 

ist.    Aach  findet  man  leidit,  dass  In  diesem  Falle,  jenachdem 

r<4«»    r:=4a9  r>4a 

* 

ist,  respective 


•    ö.  9. 

Von  jetzt  an  wollen  wir  grosserer  Einfacbbeit  und  Bestimmt- 
heit wegen  annehmen,  dass  die  Massen  M  und  m,  und  also  auch 
die  GrSssen  |«  und  A  positiv  seien,  weil  dieser  Fall  fOr  die  An» 
Wendungen ,  welche  wir  ?on  diesen  allgemeinen  Lehren  späterhin 
nk  machen  heabäiehtigen,  uns  zunScbst  interessirt. 


'-.  » 


t. 


NMb.  34).  iat  io  tfilUgw  AUgemeiabcU. 
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T=2^ 


also  ooter  der  Torber  geiniK^t^  VoranseetiuDg: 

t  =  1"  •  Ar» 

und  folglich: 

38)  ....     .    VJIfg       ^^^       -So 

I 

oder,  weil  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  weno  p  den  Para- 
meter bezeichnet,  (äv  die  Parabel,  Ellipse  und  d^n  ersten  Zweis 

2 
der  Hyperbel  allgemein  ^=-  ist: 

39)  ...     •    VJIf= \1  5r. 


tVp 


V"i+s 


Hieraus  sieht  man,  das«  flir  jed^s  Systeni  von  KSrp/pro,  die 
sich  sftromtllch  um  den  Centralkörper  M  bewegen ,  also  z.  B.  fdr 
das  System  der  um  die  Sonne  als  ibr^n  CentralkCrper  sich  bewe- 
genden Planeten  und  Cometen,  die  GrOsse 


V^i+S     .v,.V'+5 


eine  Constante  ist,  welche  wir  durch  ft  bezeichnen,  ood  daher 
40)    .    .     *  = — r  St  = ,  S, 


yf^s   .vp.vTTi 


setzen  wollen,   wo  sich  nach  dem   Vorhergehenden   von  sdhst 
Tersteht,  dass 

41) k=zVM,   Ifl^M 

ist 

Wenn  einer  der  in  Red^  stehenden  Korper,  dessim  JAaftse  m 
sein  mag,  um  den  CentralkSrper  M  eine  EUipse  beschreibt,  wie 
B.  B.  die  Erde  um  die  Sooee,  und  iE  und  7  den  FltehentnUit 


der  ganzeo  Ellipae  rnid  die  ganw  Ümlaufiiolt  \o  derwlbeu  b«- 
xeichneo,  io  ist  nach  40) : 


S'md  aber  a  nnd  b  die  beiden  Halbuen  der  Elüiue,  so  Mnacfc 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekanntlicb      - 


aW  EVd=aht,  »md  folglich  oach  de»  Tothergeiendeai 
42) *  =  - 


T\fir^ 


Nimmt  man  o,  etwa  die  mittler«  EntfernaDg  der  Eni«  ▼••  i*r 
Seane,  als  Lfingeneiobeit  an,  00  ist 

2» 

«) *=     ./ 

'■V'  +  B 

BHcbreihen  awei  KSrper  m  nnd  m|  um  die  b^en  Central-' 
köTptt  M  and  ^i  Ellipaeu,  deren  Ualbaxen  a,  b  und  a„  bi  »Ind, 
M  iet.  wann  die  FlfGcteoiBime  dieser  Ellipsen  d«rch  E  md  £|, 
die  Dmlanfszeiten  in  denselben  durch  T  and  7\  bezeicbnet  wer- 
den, Sbetdies 


geeetst  wird,  nach  dem  Obigen: 


'       V«+m' 

T, 

-vsr+s; 

al.»  aar  IbaUeha  Art  wie  »orher: 

Ti 

= 

aad  blglidi 

t:!i;=j 

1.* 
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t  j 


i* 


also 


44)    ...     .     3f-  T^.i^^^lH^  +  ar^-i- 
Ifit  nun  Af|=m,  d.  h.  ist  ^  der  CentralkSrper  flir  m,  und  m 
der  CenträlkOrp^r  fSr  i?^|,  wie  z.  Bi.  dre  Sonne;  die  Erde  und  SBter 
Mond,  so  ist 


iferace^skli  • 


4Ö) 


« 

m        TV*    a'  /m  ,  mA     . 


eigifbt.  *    ;  ' 

.  KaAüOiaiii  aber  den  Broeb  -^   seiner  Kleinbeii  wegen -^bne 

ineirtcliclien' Fehler  als  verscbivindend  betrachten,  so  geht  vorste- 
bende  Fprmel  in  die  folgende  über: 

oder 


*7> »-^.«««-Ts.:»' 


mittelst  welcher  Formeln  der  Bruch  -^  aus  a,  0| ,  7,  Tf  gefon- 

Ja 

j 

den  werden  kann;  dann  kfnn  man  aber  auch  die  Constante  k  mit* 
lelst  der  Formeln  42)  oder  43)  finden. 


Fflr  das  System  der  Planeten  und  Cometen  In  Bezug  auf  di 
Sonne  als  CentralkOrpcir  hat  man  auf  dies^-  Weise  gefunden : 

k  =  0,017a020«895 
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w«kfa«  ZaU  mui  dt«  Constante  dca  Sonneiiaystemt  m 
iWBiMD  pflegt,  wob«i  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der 
Sonne  aU  Lingeneiobeit  an  Gmnde  liegt. 

Bi«  anf  eilf  und  zelin  Decimalatellen  genan  ist : 

k  =  doiianioms 
t'=  a,oaooiso903io 

t'  =  OMWWOUOISI 
f  =  0.00000000003 
-d 

log  i  =  0,2359814114—2 

iog.i*=0,471l62l82(l-4 

log  .*•=  0;7067443242— 6 

log.iH:^  0,M23297I»6— 8 

log.  i>=  «1779072070— 9 

log.i*=0,41348864«lT^1l. 

Ke  anf  aiebcn  DecinialstelleD  abgekürzt  iat  aber; 

log  i  =0,2353814—2 

log. £'=0,4711629-4 

iog.<>=0,7067443-6 

log.  A*= 0,9423258 -8 

log.*'=0,lT;9072— 9 

log. jb«=  0,4134866— 11. 

{.  10. 

Wie  wenden  naa  nun  zunäcbsl  nocb  au  einigi 
Bctraebtnngen,  welche  lür  alles  Folgende  von  der  { 
tigkait  Bind,  und  daber  bier  der  sorgnittgateo  Beacb 
werden  mdaaen. 

Der  Kflrae  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  -  = 
am  naeb  30)  ' 

rs=(i<+Bcoae)-' 
TIwU  xra. 
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ist,  so  .IBt 

Ferner  ist  nach  18) 

Aue  dieeen  Gleichungen  erhSlt  man  durch  succeeelve  Differentia- 
tion die  folgenden  Formeln: 

t=:  A  +  BeoBVf 

dr 


9< 


=*?•, 


dt  »  .      ^ 

gj=-l?»inegj, 


gjy  =  -  B  j  «in  .  g^  +  3cos .  5^ .  g^ -«.n « ^gj  U  , 


gjy  =  -  B  j  .Id  ü  g^  4  4  ew  gj  .  gJ5  +  3  CO.«  ^g^  1 


U.   8.    W. 


und  «eMeMt  ans  diesen  Formeln,  die  man  leicht  weiter  ferlsetsen 
kam*  «egleieb*  dass  überhaupt  die  Differentiatquotienten 

w  ""''  w 

In  Beaug  auf  die  Gr9s8e  K  Ton  der  Ordnung  X  sind,  d.  b.  In  allen 
ihren  Gliedern  die  Potens  K^  enthalten.  Weil  nun  aber  nach  %S) 
und  41) 


q/ßM  4tr0i  0eoB$9Uri9ek0n  Beabachfunfm^    ,  ^  87$ 


tfi  -'i*,i   n^\       '  '    l     * 


Ä»=«i  = 


mx-v  J)  : *^J+i) 


'  * 


A—        A       '       A       '      . 


48) K=Jk 

ist,  so  sind  die  üifiBrentialquoti^nfeii  '     '"  "  ^'  '"' 

.  w  ""'•  w 

ttfenliar  aach  Id  fiezug  aaf  Sie  GrSsse  X;  von  der^dnang  l,  und 
«nduüteo  also  in  allen  Gliedern  die  Potens  A^. 

Ana  r  ::=  r~^  #rhi^t  man  laicbt  dqrcb  aucceaaive  Differontiation: 

3r__  .Bt 


8>f 
8<« 


Qod  Überzeug  ^aicU  Jiißrau^  «ogleicbi   dfiaa.  aMk  4er  bilTerential* 
qnotient  ^  in  ^qi^  anf  die  GrOiiae  k  von  der  Ordnung  X  ist. 

Weil  endlich 


8» 


»?=«"<«  **!iS)''' 
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a.  fl.  w. 

bC»  so  ist  klar,  dass  auch  der  Differentialqaotient  -^  in  Besi^ 
aof  die  Gr9sae  k  von  der  Ordnung  i  isl. 

Nach  3)  ist  bekanntlich 

1j?=";s^'  S?~""i^'  ai*""~r»V 


also,  weil 


ii =iif + m = ifo  +  J)=**a + s) 


ist: 


Also  Ist  nach  einem   bekannten  Satse  der    DifferentialrechDiuig, 
wenn  man  die  Binomial-Coöfficienten  auf  gewöhnliche  Weise 
seichnet: 

u.  s.  w. 


I '  ' 


OKI  dr^  ttoCfiUrlukem  BtetaclUtmtem. 


31-«, fi 

KuK  DUtu  ritm  beweisen,  dws  die  Dlffereitial^otiaiitoa 

dz    ^    9i 

"St'  3l'  S  '■ 

ia  Besm  uf  dl«  GiCas»  A  Ton  der  eratan  Ordnaog  alod,  •« 
•cfaÜaaat  BRa,  weil  Dach  dem  Voriiargdieadea  dl«  Dllerentisl- 
qaotfeBtea 


ia  Besag  aaf  die  GrSeae  k  voa  der  swaitea  Of^»-*»  ^-^  M«». 

aad    MW    den  Obigea  leicht,     das«    dberhaai 

qnofiaatea 

ST»  ^'   w 
hl  Beaag  «af  die  GiSmc  A  ««d.  dar  Ordaang  J 
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and  folglb^  Ullrich  l)iffereDtiati^ii :    ,  .  ,  ' 

Bx  ^     dif  ,     dx        dr 

Ferner  Wt  nach  4): 

t  * 

dy       dx      ^ 

*  r 

Bestimmt  näii.  mHileUt  diMer  Glei^bttDgtfn  urld  der  zwei  vorher- 
gehenden  Gleichungen  die  Differentialqnotienten 

^  '  '     Ar'    d^     dx 

so  erhmt  man  lelchf:         « 


49)    .    .   ....     V^  =  ^===;i +*gi' 


8i=        i^        "•"rÖi" 


Nach  11)  ist  aber: 


.  Cq^^-lTi^^sittt»  f^  Ktr  J: JTco* ^«tfi^  C^BB<— OTcosi; 


also  nac1i  te): 


C=1F^*^/     ' — j*^8indslni. 


"  I   ■     • 


Ci:s±kl^  A      cos  6  sin  t. 


1+^  P      M  . 

<i=-*%/     — :i— cost;    ...  ,;  ,1,  .„.,1. 


iadeiD  mui  die  obereD  oder  anteren  Zeichen  nimmt,  jaBtcbd— 
9  mo  spiUer  oder  ein  stnmpFer  Winltet  Ist;  also  sind  C,  Ct,  (\ 
in  Bcxog  anf  die  GrGiwe  k  tou  der  eraten  Ordnung,  und  da  diid 

nach  dem  Varbetgehendeo  aiicfa  w.  in  Bezu^  auf  diwe  GrBaa« 
roD  der  eraten  Ordnung  iat,  ao  alnd  nadi  49)  in  der  Tbat  aneh 
die    DiffereDÜftlqnotianteD 

dx     dy    ^ 
5l'   Ft'  dt 

ia  Beang  aof  die  tirSaae  i  von  der  emtea  Ordnung,  wie  bewieMa 
werden  aollte. 

Wenn  wir  die  tilwcbungen  49)  quadriren  und  daan  an  einaa- 
4er  addiren,  so  erbalten  wir  nach  einiges  leiditen  ReducttiMieB 
fie  Gleicbang 

als»  OMb  9)  und  6) : 


■od  wenn  man  nim  die  Glächnngen  49)    diffewatiit,   a»  erhSt 
Bui  ta   Verl>indmig  mit  den  vorb ergabenden   Gieicbnngen  lei<kl 
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oder  nach  48): 

14-  — 

63)    .    .    .     {^_      rt*+Ä   •  .  y  9h 


Weil  nuQ  nach  dem  Obigen 


ist»  so  erhält  man,  wenn  man   diese  Ausdrifdcein  die  vorhergt- 
heoden  Gleichangen  einftthrt»  die  folgende  Formel: 

Hieraas  erhält  man  durch  fernere  Differentiation: 
und 

weiche  DifferentialquotieDten   man  auch   leicht  nech  w«iler   »nt« 
wickeln  k5nnte. 


f.  11. 

Well  nach  30)  bekanntlich 

r=  (/1-f  i?cosv)-^ 
Istf  so  ist 


0M  drH  reaeenirtichem  BeotacMaitM. 

Ä"        ,      „  .   „  Ssin« 

3^  =  (^  +  .Bco»ü)-«.ga.i.B  =  ^^^j^^,^^. 

Did  folglich,  wel!  nacb  18) 

de      f 
S  =  ^ 


58) ,     |5  =  iS:ÄMii5 

»der 

S«tit  DUO  aber  ftir  die'eUipae  uod  Hj^pertwl  respeclWe 

W) »ä: " —      ■ 


«) 


/a»  +  6 


wd  oinat  im  Folgenden  fOr  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
immer  die  oberen,  für  den  twmten  Ztveig  der  Hyperbel  die  nntercB 
ZeiebeB,  an  iat  nach  der  Lebr0''.voD  d«o  KegelschntKen 

iJso  nach  dem  Vorbe^ehenden : 

<m  ■     ■  ■  jj-».y ±^(i+S)..i"«- 

Weil,  wie  man  sogieicb  fiode^ 

tat,  eo  iat  nach  SS): 

63)    ...    .      ^=X>Ag08ii(^  +  £ 
oder 

M)    ■     •    •  ^=»"f  "  +  »'"»"'• 
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oder  auch  fflr  die  fiNipee  uod  Hyperbel,  immer  mit  dereelbeo  Be- 
etimmoDg  weg«a  des  ^przeicbetig^wie  vorher:    * 

65)    .     .    .    g7y=±Ä*e(l  +  Ta)co«©(il  +  Bco»i>)*. 


/", 


Weoo  man  die  Gleichung  ^  upler  der  Form 

g^  =  Ä*i?r-*co8ü 
darstellt,  und  dann  dlflTerenCilrt;  so  erhält  man : 

~J=- Ä«ÄC2r-3  cosr^+r-«sini»^), 
also,  wenn  man  .^      )^  . 

setzt,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

66)     .     .     .    gji= jy"«''>*K-^+3*<50S©), 

oder 


also  fiBr  die  Ellipse  und  Hyperbel: 


Will  man.  S  ganz  eliminiren,  so  ist,  immer  mit  derselben  Be- 
stimmung wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher: 


>    « 


^     ^    <  g? = db**^«(t  +  g)  cos  »(1  ±  «  CO»»)«, 

sä«* "f  '\i  'v'  'ij'y  ■••»•(•A3«<»ao). 


»  t 


«M  ärti  ftacentriKlten  SeoimcUunffen.  MS 

%  ijit  Parabei  muM  msD  d  =  B^  -   Mtoen,  w«an  p  d«a 
ANHeter  kMdvhnot.    IMm  fitfcl  nloli  dem  Vat^rgflfcMdvB ; 

TU  J=»^8iiii,=»y  j(i+j)"»'>=*Vi(i+J5)"i"»; 


711  •   .'^««•<<'«o««(l+ws«)'=<««J("eo»teo«ii''; 


Tu   .    .     .      j^  =  4iM'(l -f  j,)coa>coit>*, 

13)    .                 ^        __ 
nlUcb  ist     ' 
7*)  -    .     .     .     ^  = ^sinD(l  fScoBff), 

•Js  .       ,  ^  ^ 

")       ■     ^=-^l+jg)t"..<l+3c..), 

^*  ■    ■  ^=-^^(*■^S>>•»"''(»  +  3"")■ 
Die 'bemnhlers  »icbtigen  I^^tle  der  T^ffipse  nnd  Parabel  wollt 
wir  DDD  Doch  der  folgenden  Betrachtung  nntcr^erfen., 

Üeber  der  Hauptaze.der  Ellipse  ,i  deren  MittelpnnI'*  *^-   " 
Dug*),  als  Durch meaaar'  denke  man  mch  eken  Kreis  be 
und  bezeichne  den  Brenopaiikt  der  Ellipse,  in  welchen 
KSrper  Jf  befindet,  dorch  M.    Die  bMad  Scheitel  im 
in  Ellipse  seien  P  nnd  A,  so  dass  P  der  dem  Brennpni 
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Dächst  liegende  Scheitel  ist  Der  Ort  des  Körpers  m  xnr  Zeit  t 
In  de?  Ellipse  sei  m^>  Ton  m  denke  maii  sich  ein  Perpendikel 
aur.die  Hftaptaxe  gefüllt,  «od  Yerlängere  selbiges  Ober  m  Uoaas 
so  weit,  bis  der  beschriebene  Kreis  in  m'  geschnitten  wird.  Daon 
ziehe  man  Cm'  and  Mm»  und  bezeichne  den  von  Cm'  mit  CP  ein- 
geschlossenen W«ikel»  Indem  man  diesen  Winkel  von  CP  an  nadi 
-derselben  Seite  hin  von  0  bis  360^  zfihlt,  nach  welcher  hin  der 
von  Mm  mit  MP  eingeschlossene  Winkel  v  von  MP  an  von  0 
bis  360^  gezählt  wird»  durch  «*);  so  ist  nach  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar  In  völliger  Allgemeinheit: 

a  cos  ti=  V^a*— 6*+rcos  e, 
oder,  wenn  wie  früher 


77) 


.  .  .=5^-=v^,_(n- 


gesetzt  wird :  ' 

78) acosti=:ae-f  rcosv 

oder 

79) rcostr  =  a(co8M  —  e), 

Nnn  ist  aber  nach  30) 

.r  =  (il  +  i?co«r)-S 
also»  wenn  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  einflihrt: 


—      g^(cog  K— g) 
'    ""1. — a£(cos»— e)' 


woraus  sich 


A  A 


A  +  Äc«»«^-i_aB(costt-e)  '^  1  +  eaB^aBcou 

folglich  nach  dem  Obigen 

l-\^eaB      aB 

a  .  res     *  J. -'--jpcesu    • 

etgltbt    Nun  Ist  aber  hekanntUeh 


9 


••1' 


t  - 


*)  EigeoUich  «ind  r  uml  u  die,  die  coUprechenden  Wiakel 
Amk  Kr«lih%gen  in  sioeoi  mU  der  Eitahtit  ab  HalbmoMer  bsscWebeaM 
Kreise.  (S.  oben.)  ^   <• 


iB  leicht  findet: 

B    1+eaB 

t  =  2- 


=:  a; 


flO) r  =  o(l  —  ecomu). 

Nach  79)  nod  80)  bt: 

■    'cm« — e 
81)    .....    .     e».  =  i_,^.., 

wMm  Mcb  mitteUt  Itichter  RecbnnDg 

.     .      (1-«S  »■.■...' 
"°''  =  (l_,c....)'' 

^,  weil  olealMr  ■in»  und  ainti  immer  gleiche  Vorseicben  fasben 
ad  1— ecMK  ateta  poMtir  ist. 

ein  H  Vi  —  «• 


■'■''-     l-.co.. 


Am  dar  deicbniig  81)  folgt  fflnisr  mitteUt  l«ichtar  ReehnvDg^ 
lTco..=         l_„o.,,        ' 


1  — ecoa» 


'<"t''=l-„4  ■.'■"'"•' 


woiau  «id  durch  DiTiaian 


t»>'gl»'  =  r^t«n«l'»* 


(l-c)taBgle*  =  (!  +  «)  tmg: 


argtebt  OffaDbw  ist  aber  immer  sogleiefa  0  <  e 
«<e<%t,  jf<«<33i,  «Im  zn^elch  0<; 
od  )«<ie<»,  in-^lm<M,  nonaM  aieh 
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8p 


=v?/- 


(A  +  B  cos  r)« ' 

0 


also  f&r  Asz  B: 


Nach  einer  bekannteD  RedadieDaformel  der  iDtegralrechoiiiig  Ist 
aber 

alao,  wie  mao  leicht  findet: 

o  .       .  . 

folglich  nach  dem  Obigen: 

'=^y==3i(*an8i<>  +  itang4e»). 

Beseichnet»  wenn  9k<ty<29r  ist,  <  die  Zeit,  welche  bis  n 
dem  Zeitponkte  verfliesst,  wo  der  KCrper  m  seine  kleinste  Ent- 
femnng  von  M  hat»  so  ist  offenbar: 

also  nach  dem  Obigen: 


I 


L_  r 


*t       1 


Nun  ist  aber  allgemein 


•  7' 


also 


folglich 


t  =  -  ^^^L^  (tang  i»  +  i  tang  !»•). 


.( 


aus  drei  geocentrischen  ßeo&acASvnffen.  2S9 


wir  Dan  ab«r»  jenachdem  0<o  <9r  oder  »  <9<2« 
ist«  die  seit  dem  Zeitpankte»  wo  m  seine  kleipete  Entfemang  von 
itf  hat,  rerfloaaene»  oder  die  bis  za  dieaero  Zeitpunkte  noch  ver- 
flictsende  Zeit,  indem  wir  zugleich  diese  Zelt  Im  ersten  Falle  als 
potiti?,  im  zweiten  Falle  als  negativ  betrachten,  durch  t,  so  ist 
Btcb  dem  Vorhergehenden  In  T^lliger  Allgemeinheit : 

91)    ...    .      f=— =|(tangit>+itanglr») 

•dff ,  weil  i4  =  -   ist : 

P 

«)....    <  =  j^r(tang»r  +  ltangjt«), 
•to: 
«)....      <=^-|J(tang4r  +  JtaDgie»). 


itt,  M  bt: 


M)  .    .    .     .    /  =        ■-  J!!_.=.  (tongiP  +  Itangtc») 


»^ 


•4»r 


») 


.    .    .    .    «  = 9^L=  (lang  ir  +  l  toog  i»)» . 


«reiche  Formeln  besonders  för  die  Theorie  der  Cometen  ton  sehr 
l^mser  Wichtigkeit  sind. 

Nach  dem  berOhmten  Lambert'schen  oder  Enler'schei» 
Tkeorem  von  der  Quadratur  paraboliecher  Sectoren  ^)  ist,  nenn 
im  Sector  5t  die  Vectoren  r« ,  r«  und  die  dazwischen  liegende 
Sdise  $1^  entsprechen: 


^=aVI- 


t(ri+r.  +  ii^)«T(ri+r,— ii^)M, 


')  ArchlT.  ThI.  \VI.  S    4:t9. 


1 
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indem  man  das  oliere  «der  Mrtere  Zeicten  niouait,  jenachdtn  der 
.von  den  Fectonea.  i\,  r^  nach  dar  £bita  der  Pacalbel  km  aio^t- 
achloaaena  Winkel  ein  oaücaver  oder  ein  cawreaer  Winket  iit 
Weil  nun  nach  .34)  aDgaoMte 

ist,  80  ist  ffir  die  Parabel: 

96)    .    T= i=t(ri+r,+«,,,)*T(r,+r,-«i,,)*!. 


f 


«*v  l+% 


wenn  man  daa  obere  oder  untere  Zeichen  nimnif,  jenachdem  der 
▼on  den  Vectoren  ti,  r%  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  einge- 
achloaaene  Winkel  ein  concaver  oder  ein  convezer  Winkel  »f. 


Anhang. 

Ea  giebt  noch  eine  Klasse  sehr  merkwürdiger  allgemeiD  w 
tiger  Formeln»  zu  deren  Entwickelong  sich  im  Vorhergehcndi») 
noch  keine  Gelegenheit  dargeboten  hat.  Diese  nach  meiner  M^ 
nang  sehr  bemerkenswerthen  Formeln  will  ich  daher  in  diesem 
Anhange  noch  entwickeln. 

Die  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel,  welche  die  voo  der 
Sonne  als  dem  Anfange  der  Coordinaten  nach  dem  Peribeliam  p' 
zogene  gerade  Linie  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Ax^  der  St^t^ 
einschllesst»    wollen    wir    respective  durch    l,  fi,  v   bezeichnen 

Dann  ist,    weil  offenbar  ~»  ^.  -    die   Cosinus   der  180^  nicht 

r      r     T 

flbersteigenden  Winkel  sind,  welche  der  V^ector  r  mit  den  ps^ 

▼en  Tbeilen  der  Axen  der  x,  y,  t  einschliefet ,  wie  man  sogleich 

übersieht y  an  völliger  Allgemeinheit: 

w)    .    .    .    .  cose=:— cosi+-cosfi+-ÄOsv, 

oder: 

98)  ...    .    xcosA-f  ycos^-f  icosvscreose. 
Nun  Ist  aber  nach  30)  allgemein: 


ibo:  ^  '  •  '  .      ' 

W) cosp;=-- w;'  »  •  ^    , 

■ad  fo^l^b   Dach   4ein  Vorhei^ehepileri:  ^ 


I  —  ilr 
MM)).     .     .    jrcosA  +  yco8fi  f  2coiv  =  — bt- * 


.1 11. 


also,  «««ffin  P1411  dil(tice^tiirt:  f\ 

101)       .       .       gTCOSi  +  ^CO»f*  +  gCO«V= O'gJ' 

Aas  den  beiden  Gleichungen 


17 


==  a- cos  A  ^^  CO«  ^ -|- ZCO8  y , 


•rkUt  nan  sehr  leicht  die  drei  folgenden  Gleicbongen: 

I — Ar  9y      Aii  dr      .    By        dx        ,      ,  8x         8y 
I-^At  Ol  -  A   8r      /    8»         8».  8*r        8z^ 

":B~-5i  •  "g-ö=^5i-*8i>^***'*-('5-"*a)^«»^*» 

Ugiicb  nach  4): 

I  — i4r  8x  ,  ilx  8r     ^  _, 


,  I 


Quadrlrl  man  dieae  Gleichungen  auf  bcflden  Selten  und  addtrf 
•le  das«  so  einander.  #0  erh&lt  man,  weil 

I 

eoeif  4  coaii^-f  cos  V*  ^  1 
ist»  Mtkt  leicht  die  folgende  Gleichong:- 


i92  Gruneri:  üeber  die  Bestimmung  der  Bahn  eines  Weiilsörpers 

■ 

/l-Ar  Bx  .  Ax  arV   .  ^—Ar  dy  .  Av  8r\* 
K~B~  ISi^^   dt)    +\~B~'Ft^l^BtJ 

.fl  —  Ar  dl  .   At   ary 

OD^   folglich  nach  9): 

=  «•  — (CC0«;1  -f  C;  COdfft  +  Qco«  v)*. 

I 

Entwickelt  man  nun  die  Summe  der  Quadrate  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitszeichens«  so  erhält  man  fi3r  dieselbe,  «rell 

ist,    zuvfirderst  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 

also  nach  50)  den  Ausdruck: 

Nan  ist  aber  nach  dem  Obigen : 

jn,      sscosp,   und  nach  58):     ne -g^  ==  ü^sine; 
also   ist  offenbar: 


i 


«u  ärU  §Mceiuniclim  BeebacJuwtgt». 

/\  —  Ar  i^.Ax  8r\'  . 
\    B       81  +    fi    St)    I 


+ 


\    'B        a  +    B'dt) 


•0  duc  mui  also  nach  dem  Obigen  die  Gleichuag 
bit,  iu  welcher  sich  die  tileichiing 

103).     .      .      .      CcOSil+CiCOSft-l-C^COSVr^O 

«•pebt 

Dthet  haben  wir  jeUt  die  drei  folireodeD  Gleichuugen : 

(  ■  .  .  1-^r' 

l     xcosil  +  yi;o8(i+icogv  =  — S~  ' 

]  5F  '^"^+  87  *=*""*+  Si  «=<"•'=-  n   Ff 

'     Cco«l  +  C\co«f*  +  Cic(w»=0. 

Dnaiti  diesen  Gleichungen  cosl  zu  bestimmen ,  mnttipÜcireraan 
dieielbeD  nach  der  Reihe  mit 

■■mI  addire  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man: 

l*(^|f-C,|p  +  ^(C,r-C^)  +  C(s|-.|')|co.i 

l^'Qhrt  man  in  den  Factor  von  cos  K  auf  der  linken  Seite  dtfs 
(''•idiheitszeicheos  l^r  C,  V-i.  C,  ihre  Auadrficice  aus  4)  ein,  so 
*^t  man  f&r  diesen  Piirtnr  l<-icht  den  folgenden  Ausdruck : 


SM  Grüner t:  Vmft  ^*»  iMtimmmf  it9t^nm  Hmtt  Weltkörpen 

vnd  die  obige  Gleichung^' 2ttr  BeatimtA^of  toA  co«i  erhüt  ddier 
die  folgende  Form: 


Ä*C08i-=± 55 — 


(Qgf^C\gjH;g-g^(^iX-C|y). 


Fflhrt  man  nun  auch  (in  die  Grösse  auf  der 'rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  fär  ^  und  C^  ihre  AusdrOcke  aus  4)  ein,  m 
erhfilt  man  f&r  die«e  Grosse  leicht  den  folgenden  Aufdmck: 

Ar  et    Sa?        8r 

A 

=~ir  -TS"  +  i,~B~  +  BrKßi) 

,  fl—Ar  ,  ilr\  bx  3r 

I-ilf   X^  .   1 


B         r« 


^ — g — •--5-  +  ÄÄ"a:smr* — Ar-gremr 
Ä— 5-( — »—  +Br*8inrM  — Ar-gTSinr 


Nun  ist  aber 


SID  o* 


='-C-i^)-- 


«ad  ibiglich,  >ß\t  man  Mcht  findet: 


^-^'+ir,.««^=.r^^-^ 


also  «big«  GrSase: 


^jj g KrJ^  .in». 


V 


Daher  ist  Dacb  ddm  Obif^en: 

^       ,      Kx   A'-iA^-B^jr        dx  . 
jrco«A  =  — . -jR r^siiir, 

wd  BAD  hat  also  jetzt  Gberbaupt  die  drei  folgenden  .Crlei^hangen: 

f    ^           '  Kx   A^(A^^B*)r       dx  . 
i    JicosAs  — • jg r-^aiD», 

Mß)    .     <    i:eoaM=-^ i-^ ^— r^alnr. 


g rtrj-^smr; 


odtr: 


r 


0^  nch  35),  wenn  wir  M-i-m  tut  das  dortige  n  setzen: 

z   A-(A»-B*)r        4/      3"    &  . 
Sind  die  Massen  positiv,  so  ist  nach  48): 


Ä=Am/     —^- 


»  wenn  man  de»  Bruch    jz  TernachlSsfligt : 

k 


jr= 


VA' 

^  unter  diesen  Voraoasetzongen  nach  106) : 


<  •(> 
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C08i=- g ^.g^ein«, 

eosvss 5 i— 'SiSinr; 


r 


^ r"'5< 


wo  nach  dem  Obigen  bekanntlich 


9)    .    .     .    .    *inr  =  J:  Y  l-(^-g^y 


mo 


ist,  wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jeoacbden 
V  zwischen  0  und  180^  oder  zwischen  180^  and  360^  liegt 

Im  Falle  der  Ellipse  18 1  bekanntlich: 


also 

onil  (olglich: 


<!a 


Folglich  ist  in  diesem  Falle: 


X  a  —  r     erVa   dx  , 
110)    .        i«co»^=«.-^^ AT"^®'"^' 


WO  bekanntlich  b  =  a\' }  —  e*  ist. 
Ferner  ist 


M»  dre/  feoeetUrlKien  BeoiadUHngeit. 


'-(-^J 


ai„-t«-,j 

-  BHV 

B'bV 

-  ««IV 


•-(-)'' 


m" 


w«Bn  nuD  du  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  j«awfad«n  « 
zwiKhcn  0  and  180»  od«r  iwiscbeu  ISO»  und  360°  lirgt.  AIm  Ut 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Zeichens : 


'=±V  "i''-(V)"| 

■der  untere  Zeichen  nimo 
ler  iwiscbeu  180<*  und  360« 
mg  wegen  des  Zeichens : 

...)      -..=»."-=:TMVau-("-77,. 

»der: 
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Zweites  Kapitel. 

Bestimmung   der   Bahn  eines   Weltkorpers    aus   drei 
geocentrischen  Beobachtungen  desselben. 


FuDdamentäl  -  Gleichungen. 

f  1. 

Die  Zeiten  der  drei  Beobachtuogen ,   aufsteigend  nach  ihrer. 
Grösse  geordnet,  seien  i^,  f^,  t^;  die  Zeitinfervalle  ^ — 1^,  ^~^* 
^2  —  ti  sollen  aber  regpective  durch  r^ ,  t^»  t^  bezeichnet  werden, 
80  dass  ale(o 

ist.  Die  Sonne  nehmen  wir  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coerdlnatensystenis  der  xyz  an ;  die  Ebene  der  Ekliptik  sei  die 
Bben*  der  ay ;  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  nach  dem 
Anfangspunkte  der  Lfingen,  dM  positive  Theil  der  Axe  der  ^  aei 
nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Längen,  und  der  positive  Theil 
der  Axe  der  x  sei  nach  dem  Nordpole  der  Ekliptik  gerichtet. 
Die  den  ZeHen 

entsprechenden  Coordinaten  des  WeltkSrpers,  dessen  Bahn  be- 
stimmt werden  soll,  in  diesem  Systeme,  und  seine  denselben  Zei- 
ten entsprechenden  Vectoren  seien 

^1»  yi>  *i;  -^s»  y%*  «»;  ^s»  ys.  h 

und 

Die  den  obigen  Zeiten  entsprechenden  geocentrischen  L|lngen  und 
Breiten  des  Weltkdrpeir»  seien 

Die  Coordinaten  der  Erde  Ar  dieselben  ZeHen  seien' 

^\»    M  5     ^%*    't»     -^j    «1» 


e  beüocentmcheii  Liog^o  imnI  fta4  V^dcM'en  seien 

L|,  1^^  X|    «id    R\t  H^  R%, 

Die  beliocentrliiclNMt  lAngw  d^r  Cnle  kiltineD  Immer  leicht  aus 
deo  geocentri^chen  Längen  der  Sonne,  vrelcbe  belcanntllch  die 
Tafeln  geben,  gefunden  werdeb^  weil,  wenn  iteide  beliebige  geb- 
centrii^che  Länge  der  So^e  und  L  die  enlfiprechende  hellocen- 
trisdie  Länge  der  Erde  i^t,  offenbar  immer 

£  =  £±180» 

ist,  wenn  man  in  dieser  Gleicbung  das  obere  oder  untere  Zeieben 
■immt,  jenachdem  £  kleiner  oder  gruaaer  als  180»  ist. 

Die  den  Zeitintervallen 

entuprechenden  Seboen  der  zu  bestimmenden  Bahn  unsera  Welt- 
Mrpm^  "Und  i!K€>  denselben  Zeitinterrallen  etitapreehenden  Seh- 
nen der  Erdbahn  wollen  wir  rMpectIve  dn«t:fa 

*i>  *«»  *•    wod    S|,  Ä^,  Äj 

heimchDen. 

Eadlicb  aollen  die  deb  Zeittntervallen 

eirtbpiwthwiflen  DretacksflXehen  der  zu  treatimnreiidea  IkAa  tMMKfra 
WeltkOrpers  und  der  Erdbahn ,  %velcbe  respective  von  den  8«ftloii* 

«iV,.    rjjjra,    rjrti» 

and 

eingeschlossen  werden,  durch 

fi.  U,ft    "ü    f..  F.,  f, 
beieiehnet  werden. 


...  I 


I  >r  .  t 


§.  2. 


.  Nürii  aiD6m  sehr  bekannten  Satze  det  aoalytiadien  Oeaulitiia 
bA  BtaMting  der  oberen  «ed  rnitaraa  Zakbeo  «1«  den  Mgw*> 
Rsimalift  anC.eisandei» 


ti : >i 


3UU  C  runer  f.  Veber  lUt  BesUmmunt  ä«r  8m»m  eHu»  WeltUrpert 

2F.=±(Ä,F,-JiF,). 

2F,=  i(Jr,F,-JC,F,); 

aUo,   wie  mao  hieraus  leicht  findet: 

Die  Projectioneo  von 

f\»    f%*    ft 
auf  der  Ebene  der  xy  seien  respective 

^     J»     *y 

M»     fl*     fty 

so  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicbeo  auf^eiiiaii- 
der  nach  demselben  Satze  wie  vorher: 

weraua  aich  gaos  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  die  l>eiden  Glei- 
«huigen 

f  «9  jry 

A^i  —/«•i^a  +  Zs^s  =0, 

«»         *y       5f         -. 

ergel»en.    Nach  einem  allgemein  belcannteD  geometrischeo  Satse 
Ist  aber 

also  nach  dem  Vorhergehenden  auch: 

Äyi— /iys  +  /i3f»=0. 

SteUl  flUMi  omi  die  so  eben  Ar  die  Ebene  der  anß  angesteOte  Be- 

trttehltfng  gasa  in  dervelbeB  Weise  aaeh  fOr  die  Ebeaeo  im  gm 

id  ur  an ,  so  erhilt  man  fiberhaupt  die  drei  folg eadaa  (UeiehwIgeAs 
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^ j /i.vi— /iy2  +  Ay»=o, 

S.  3. 

Legen  wir  jetzt  zu  jeder  der  drei  Zeiten  1%$  tg^  (%  darcb  die 

Erde  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles  Goordina- 

tensyatem,    und. bezeichnen  in  diesen  drei  Systemen  die  Coordi- 

'  oaten  des  Weltkorpers,    dessen   Bahn  bestimmt  werden  soll,   zu 

deD  Zeiten  /i,  i^^  h  respective  durch 

*r.  y\*  h'\  ^a'.  y^\  V'   ^s'»  »8*.  ^'; 

so  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
natcn  bekanntlich  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Glei- 
elrangen : 

aos  denen  sich,  in  Verbindung  mit  2),  die  drei  folgenden  Glei- 
diongen  ergeben : 

A(jri+a^O-/i(^+^«')  +  r3(^8  +  ^30  =  0, 

Maitipliciren  wir  nun  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  suerst  mit 
dann  nach  der  Reihe  mit 

yzh'—yiH'f  xs'^i'— ii'^8%  ^syi'— ^i'y8'; 

•odlich  nach  der  Reihe  mit 

yiV— «a'^iS.  «i'^a'— «f'^i'»    ^iV— ^a'yi'j 

aod  addiren  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  einander»  so  erhal- 
ten wir,   wenn  der  Kürze  wegen 

3)  fl=^i'(y.'xa'^y,V)+^a%.''i^yi'«t0+Ä8'(SfiV-3^A0 
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gesetst  wird,  sehr  leicht  die  drei  iolgendm  Gleicbangen : 

4) 

-Ai^(»t'*8'-y8'«i')  +  F,(V*.'-«i'«i')i 

Auch  hat  «uo  nach  1)  offenbar  die  drei  foigeodeo  Gleichungen : 

5) 

-  F,l.T,(y,'ii'-y,V)  +  Ii(2,'x,'-V*»OI 

Os     F,|jr,(y,'»,'-y,'«,0+  F,  (*,'*! ''«»'»kOl 

+  ^ita,(Sb'»i'-yi'*.')  +  F,(ii'*,'-j,'j:,')l. 
ü^  .Ft iXi {«i'H'-^Vt'H')  +  F, Wx^' - I,'«i01 

-  F.t  T,(yi  V-»»'«i')  +  F.C^.'flr,'*-«,'^^')  I 


§.  4. 


Offenbar  ist  nnn: 


6)    .     . 


(  ^i  =  /7|Cos£i|,     F|  =  R|8in£|; 


II  > 


«M  drei  geotattrixht»  Bt^acktumgen.  3U:} 

■nd  wean  wir  itte  M^tuuinleii  cntirtM  EntfiBmiNiiMi  «nMM»  Widt- 
kDrp«m  von  der  End«  ra  d«n  ZeitoD  ^,  (g,  ^  durch  9i,  «t,  «■ 
heuiobMn,  ao  ui  «Isnfcar: 

ijc,'  =  PlC«*i,,  y,'=:p,«iiji,,  i,'  =  fttansft  ; 

Was  sun  zsflrst  die  GrSss«  i2  betrifft,  so  ist  nach  3)  und  7): 

Iosii  (sin  1| lang |3| — sinlitanjt^  \ 
+  cosl,(Biiii-taiigA-8ini,tang(9,)  >  , 
■f-coala((iinil, tang^— sinistang^i)  ) 
lUo  offenbar: 

Ä=ftÄftl«««fA,-l«)UiiBA-Bin(i,-i,)tang|J,+sin(i^i,)tangÄl, 
oder,   H-«nn  wir  der  Kürze  wegen 
8) 
ö  =  mi(la  — l4)tan)rft  — «in(a3  — l,)lanp|J,>8m(i,-^i,)tangft 
mI« 

8*) 
S=-|BinCl,-i^tangft+sii.(i,-i,)laBg/>,+sin(l,-i^UngW 


A  = 


PlftftW. 


Wenu  man  von  der  Sonne  oder  einem  anderen  Ireliebigen  Punkte 
im  Räume  aus  JUwun  ziebt,  welche  vnit  den  w  den  Zeiten  ii,t^,tt 
*oa  der  Erde  aus  nach  dem  Weltbürper  gezogenen  Geraden  pa- 
rallel und  gleich  gerietet  sind,    um)  auf  diesen  Linien  von  dem 
ia  Rede  stehenden  Punkte  aus  Stacke  abscbneidet,   welche  den 
entsprechenden  EntrerRongen  des  Weitkürpers  von  der  Erde  gleich 
sind,    so  sind  die  Endpunkte   dieser  abgeschnitte 
■der  Pnald,  von  nelchem  ans  die  drei  Linien  geso 
^n  imi  Sjsken  Muer  draseitigen  Pyraoüda,  deren 
perlicher  Inhalt  der  absointe  Werth   der  Gr&ase 
ist  naeh  9)  die  Gr&ase  ü  der  sechebche  Inhalt  ( 


tidrurk  :l)  ttin  Q  »vi  lurinfl   Elen 
Btrir.     Tbl.  I.     L«ire.i|i.  183». 
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durch  das  Prodoct  der  drei  cartirten  Entfernungen  de«  Weltkor- 
frers  von  der  Erde  oder  durch  das  Ton  diesen  drei  cnrtirten  Cnt- 
fernuiisen  als  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  irebil- 
dete  rechtwinklige  Parallelepipedon  dividirt  •  wobei  es  sich  natürlich 
nur  um  den  absoluten  Werth  der  Grösse  u  bandelt. 


Ferner  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


\    10)    . 


Ai  =sin(Li — ^)*ft"g/5a — « 
Js=sin(Ls— A,)tang/32 — s 
^,=sin(L,— A3)tangj3i— 8 


Ä,  =  i»in  (1^1  —  A,)  tang/Jj  — « 

11)  .     ^  B^^Bm{L^^li)i2L\i^ß^^B 
JBjrrsiüCLj — Ai)tang^3~s 

<^=sin(L,— A2)tangft— s 

12)  .     \  Ci=8in(L,-A^tangft— s 
C^  =;  sin  (L^  —  Aj)  tang  ft  —  s 


n(L,. 
n(£g. 


Aft)Ung/5„ 
-A^tang/^, 
A«)tangj?8; 


n(jtj— A,)taugft, 
n  (La— A3)  tang  A, 
n(^3— ^)tangft; 

n(L,-A,)tang/Ja. 
n(I^— A,)tangi8,, 

n(I^-Ai)tang/3, 


setzen,    nach  den  Gleichungen  4)  und  5),    wie  man  leicht   findet: 


und 


14) 


.llÄlFi -ylii?af  j+ ^3Ä3F8=0, 

^  Äi  /\  — B^  t^%f't  +  -83  /?3  F3 = 0, 


5.  5. 

Die  CoordinaCen  der  Sonne  in  Besug  auf  die  eu  den  Zelten 
hi  ^*  ^  durch  die  Erde  als  Anfang  gelegten  Coordinatensystem» 
sind  offenbar: 

—  /?!  cos  Lj ,    —  /?!  sin  Li ; 

—  Äj  cos  Ly,     —  123  sin  ^3 ; 
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aluo  faab«a>«rir-aaeh'dea  Lehren  der  aaklyticehca 'Geometrie  die 
drei  folgendcD  GleichongeD  :t 

(«,'  +  Ä,  CO«  I^« + (y,'+  A.8in  I^«  +  «,'«  =  r,«, 

fblglieh  n«oh  7): 

(ft  CMl,  -I-  AlCosZ/,)*  +  (p,  «ini,  +  i?,  sin  JD,)«  +  pi«tangA»  =  r,«, 
(»,e«ia  +  Ä,coel4)«  +  (e,elnJ,  +  fia«inL,)»  +  f,»tMigfc«  =  r4«, 
(«aeoea,  +  R^cobL,)*  +  («»«n i,  +  iZ,6inL,)*  -f  ^.«tangft,« =r,«; 

woraus  man,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt,  mittelst  einiger 
allgemein  bekannten  goniometriscben  Relationen  sogleich   erhält: 

t 

ß,»+2ftÄ,  cos(L,— 2,)  +  pj»secft«=:r,», 
16)  .  .  <  i8,»+2«.fi,co8(i»-4^+^«sec/i,«=r,«. 
Ä,« + 2^8  i%  cos  (L, — Aj)  +  to*  8CC /J,« = r.« 

Ferner  bat  man  offenbar  die  folgenden  Gleicbnngen: 

■    « 

ako  nach  7): 

»1*  =  (^coga,— e8C08la)*+(Pa8lnl,-^8inX8)«+(e2tang/Ja— ^tangft)«, 
j^«=(^cosi8— ^co8Xi)«+(^,8ini8— ^8ittX,)H(pitangft— pitang/Ji)«, 
j^«=  (piC08ai  -^co8Aa)*+(ei8iDai— e«8iiiAa)*+(^i  tangft-^^tang/J»)«; 

woraus  man  Dach  Entwickelang  der  Quadrate  erhält: 

Si«=^»8ecjSt*+ft*«ec/J,«— 2e»Pslco8(A,— A^  +  tang/5atangfc|, 
a,a=^«8ec/JB*+ei*ö««A*— *^Ptei»co8(i8-Ai)  +  tangfttangft|, 
j^«=^«8ee/Ji«+^*«ec/»,«— 2^1^  tco8(a, —a^ +tang/J,  lang /X,|; 

od«r,  wenn  wir  def  Kirte  wegen. 

Thtü  XMX.  ai 
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16)    .     l  coB02=B\ohainßi-^coaß^co8ßiCoa(X^'-li)9 

«  «o8da=fiinA8iD|32-|-3CO0^iCO8/^eM(lt-^lüt) 
setzen:  .  . 

if  ,*= (^«ec  pj)« + (pa  sec  ft)*— SC^^secjSs)  (^  secft)  cos^i , 
ji«=(^«ecA)«+(^,«ecft)»-2(^akecft)(pi«ecA)cogd,» 
ij*=(fit^ecft)*+(^,8ec/^)*— 2(|^  »ecft)(^«ecjJ,)co8e,; 

80  d«88  in&o  9Abo  h»  Hf  H  S^'  ^*^  *4^^  -drittau  SeiteD  ^ebenac 
Dreiecke  berechnen  kann,  deren  zwei  andere  Seiten  und  davon 
eingeschlossene  Winkel 

0%Betß2,g^9Hiß^,ei^  QsBecp^,  ^isec/^i,  B^;  ^isec^i,  e»«^Ai»  ^ 

sind.  Alle  Kunstgriffe»  deren  man  sich  zur  Erleichteroog  nod 
Abkürzung  der  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  in  der 
«benen  Trigonometrie  bedient,  finden  daher  auch  hior  bei  der 
Berechnung  der  Sehnen  sg,  s%$  s^  Anwendung.  Man  ^nn  «.B. 
die  obigen  Ausdrücke  der  Quadrate  der  Sehnen  Auf  die  folgende 
Form  bringen: 

j|«  =  (^,sec/Jt  — p3««cA)'co«löi*+(^sec/Sj  +  ^sec/J,)«sinie,» 
$J^  =  (^secft  — ^  8ecft)«cosiÖa*  +  (^secft  -^  pisec/?i)*sin  iö,«. 
^«  =  (^  secft  —  ^sec/3t)«co8  4ö,*  +  (^i  sec/Ji  +  ^secRJ^siniV? 

und  berechnet  man  dann  die  Hdlfswinkel  mi,  ax^,  cd«  mittelst  der 
Formeln : 

X  ^ces  ßz  +  Qg  cosiJ»,       .  ^ 

tang^ih  2=  ^ a     "'   5^tang  JA , 

®^      ^aCos/Ja  — ^acos/^a      ® 

18)    .    .    ^  tang  «»,x=  ^  e,»A  ^y, «..  fo  *"'8^«' 

so  ist,  wenn  man  die  absoluten  Werthe  der  GrT^sseti 

(^sec/Si  —  Qz  Betßz)  cos  VOi  sec  ei^ , 

(^  sec /Ja  —  ^|6ec/9|)cosi^«secdi2* 
•  (^  secft  —  ^see^l^i^si^Mc  «g 


dordi 

Tal.  abs.  (^sec^ — ^  sec h) cos  i0i  sec  coi » 
vaL  aba.  (^aet/Ss—  pi«ec^)coai^8eciD29 
▼al.  aba.  (^  «ecft  —  ^  aec^  cas  4^  aec  v^ 

beietchoet,  nach  dem  Obigen,  wie  luan  sogleich  überaieht: 

IfinrT«!.  Aa.  (f^we/Ks— 9sB^)9d)c<Mi9|aeei9i, 
a^  =:  vaL  äba.,(^  secj9g  —  ^i  aec^i)  cos  IB^se^a^, 
t^  =rTal.  abs.  (t^  see|?|  ^^^eef}s)coaiiQi«ec«9,. 


Pfir  die  Quadrate  der  Sehnen  i$i ,  S^,  1S3  «aer  fiMbabft  hat 
oicb  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden  Ana- 

drOcke: 

S,«=fÄa  cos  L9— 1^  cos  !/,)«+ (iZasin  1.,—ÄjSini:^)«, 
V=(i5?8C0SJtÄ— ÄiCosIt)«+(Ässinis,  — ÄisinL,)«, 
S,*={Äi  cosLi  — ÄaCoait)2+(ÄisinLi  — iZ^sinia)«; 

^f  fne  man  sogleich  findet: 

iS^  =  \^^+iV*-2«jÄ8caa(l^-ifc), 
5,=  VÄs«+ä,«-2Ä8Ä,co8(L5-X|)  . 
,   Ä3=VÄi«+ir2«-2ÄiÄ8Cos<Li— Xa); 

^dche  Formeln  man  anf  ganz  ähnliche  Weiae  wie  vorher  durch 
EinfiOiniDg  von  Hfilfswinkeln  zur  lagarithmiachen  Rechnung  bequem 
anrichten  kaon^  waa  wir  hier,  aia  überdies  aus  der  ebenen  Tlf- 
SoioBietrie  hinreichend  bekannt«  nicht  weiter  erläutern  wollen. 


Zi  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Glei- 
^hU|ini  %««mien  da  Pimdamental  -  Glcfiebungen  Itlr  uwseve  ferne- 
rea  Hfttjeranctiongen  aon  haaptsächUeb  noch  <lle  Iblgeaden^  ans 
W  \m,  yafhei(gfÄtnden  Kapitel  entwickaltea  allgemaineo  Theorie 
^  Bewegung  einea  WeltkOrpera  um  die  Sonne  bekannten  Glei- 
^haagea: 

21* 
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% 

21) J  3^+iaf_o 

welche  für  jede  Zeit  t  nnd  die  derselbeo  entsprechenden  Coorf' 
naten  x,  y»  z  und  den  derselben  Zeit  entsprechenden  Vectorr 
nnsers  Weltk5rpers  gelten.  Was  die  in  diesen  Gleichaogen  vr 
kommende  Grosse  (k  betrifft,  so  ist»  wenn  M  die  SonDeDmasi 
und  m  die  Masse  nnsers  um  die  Sonne  sich  bewegenden  Wdt* 
k5rpers  bezeichnet,  bekanntlich 

* 

also,  wenn,  wie  immer  k  die  Constante  des  SonoensyMM  m- 
seichnet : 

22) ^  =  *«(l  +  5); 

und  die  Gleichungen  21)  werden  daher,  wenn  man  in  dieselbe 
die  Constante  des  Sonnensystems  einführte 


gl»  +  ^5         — ". 

23)  ...  .    <  a«y  .  **(>«•  itf)y^ 

+  *9  — *'• 


Ate 

Wenn  man  aber  den  Bruch  ^  als  sehr  klein  vei^insf  üt>^ 

berechtigt  ist,  eine  Voraussetzung,  die  wir  bei'  alleii  unseren' fol* 
genden  Betrachtungen  festhalten  werden ,  so  wird  man^nlhertW 
weise  setzen  kdnnen: 
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W) ^0  +  ^=0, 

wU  «m  Dan  «n  stets  geschehen  wird. 


BtstliBninng  der  Bahn  ans  drei  vollständigen  geoeen* 

trischen  Beobachtnngen. 

j}.  7. 

Des  Problem,  mit  dem  wir  ans  Jetst  bescbaffigeo  werden, 
oteBcb  die  Bestimmang  der  Bahn  eines  um  die  Sonne  sich  be- 
wegenden WeltkOrpers  ans  drei  vollständigen  geoeentrischen  B^ 
obscbtmgen  desselben,  jemals  In  aller  Strenge  und  Allgem^nheit 
luftoseB  n  können,  Ist  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der 
hmS[fm  so  gut  wie  gar  keine  Hoffnung  vorbanden,  was-zuoäcbsl 
ood  fcavptsächlicb  in  der  transcendenten  Natur  der  hiebei  Vorzüge 
Ocb  nir  Betrachtung  und  Geltung  kommenden  GrOssen  seinen  Gnnid 
bat;  vielmehr  wird  man  bei  der  AuflGsung  dieses  schweren  und 
^tigen  Problems  immer  mehr  oder  weniger  auf  Näherungsme- 
tkoden  oder  auf  Methoden,  die  auf  mehr  oder  weniger  nur  nähe- 
no^Bweise  richtigen  Voraussetzungen  heroben,  sonst  flbrigens 
eioe  völlig  strenge  Durchiitihrueg  gestatten ,  hingewiesen  sein. '  E«s 
Begt  daher  in  der  Natur  der  Sache,  dass  auch  die  Methode^ 
welche  wir  im  Folgenden  entwickeln  werden,  nur  eine  Näherungs- 
nethode  sein  kann;  wir  werden  uns  aber  bemühen,  bei  Entwicke- 
long  derselben  so  viel  als  möglich  alle  die  Ansichten  zur  Geltung^ 
20  briiigefi,  welche  die  neuere  Analysis  nun  schon  seit  längerer 
Zeit  als  nothwendige  Grundlage  aller  ihrer  Entwickelungen  he» 
Michnet  hat,  wenn  dieselben ,  —  natürlich  jede  in  ihrem  beson- 
deren Bereiche  und  so  weit  es  ihre  eigenthümliche  Natur  über- 
bttpt  gestattet,  —  auf  das  Prädicat  völliger  analytischer  Strenge 
*4en  Ansfmich  machen  kennen.  Wir  werden  daher  immer  den 
6>td  der  Kleinheit  der  ganzen  vernachlässigten  Grossen,  nicht 
Ums  dnselner  Glieder  derselben,  aogeben,  so  weit  dies  Oberhaupt 
"k^^h  ist,  und   die  Natur  des  Gegenstandes  es  gestattet;    vor^ 
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zOglich  werden  wir  bei  der  MaitipUcftfion  mehrgliedriger  GrSssen 
oder  Aasdrucke  in  einander  uns  nie,  wW  die  ältere  Reiben- Anai3fvi8 
bei  dergleichen  Untersucbungen  immer  tbat,  die  VemachlfissigoDg 
irgend  welcber  Glieder  gestalten,  und«  wie  gesagt,  Oberhaupt  aleo 
den  Erfordernissen  9  so  viel  es  bei  diesem  (gegenstände  irgesd 
möglich  ist 9  za  genfigen  suchen-,  welche  die  neuere  Analysis  (iSr 
ihre  Untersuchungen  in  Ansprvcb  nimmt»  wenn  dieselben  bo  viel 
als  mdglich  völliger  analytischer  Strenge  entsprechen  sollen. 
Natürlich  werden  wir  auch  zeigen,  wie  man  auf  dem-  Wege  wk- 
cessiver  Annäherungen  die  gesuchten  Grössen  immer  genaner 
und  genauer  bestimmen  kann,  indem  man  entweder  dieselben  b 
Immer  engere  und  engere  Gränscn  einschllesst,  oder  bei  ihiv 
Berechnung  sich  nach  und  nach  die  Vernachlässigung  immer  kki* 
n^fermvd  kftetnereF  CMssen*  gestattet  Hierbei  bemei4e<  kb  Am 
ausdrficklich,  dass  ich  beider  Ctdgenden  Auflösung  unserer  Auf- 
gäbe  noch  keineswegs  das  Ideal  erreicht  zu  haben  glaube,  welches 
ich  mir  selbst  von  einer  solchen  Auflösung  gebildet  habe,  dass 
dieselbe  vielmehr,  wovon  Niemand  vollkommener  als  Ich  selbst 
Oberaeogi  sein  kann«,  nodi  weiA  hinter  diesem  Ideal  zuHIckgebfie- 
bea  Isi;^  iek  benürket  aber  auch»  das»  ich  der  Meinnng  bii».  <hs8 
bei  diMi  gegenwärtigen  Zastande  dec  Analysi«  nicht  mehi^  ak  lei* 
sie^  ist,  als  ich  im  Volgenden  im.  leisten  eifrigst  bemflhei  p»^ 
sen  biBi,  was  mr,  wie  leb  offen  gestelM,  nur  evst  nach  daet 
mebqäJurigeD.  Besdbäftigtmg  mit  dieser  ao  überau»  wicbtigea  u' 
iotecessaaten  Aa^abe  in  der  VReise,  wie  ich  im  Folgendea  wir 
gen  werde,  gelangen  ist 

5.  8. 

,  Weil  die  Coordinaten  x,  y,  x  unseres  Weltkörpers  aatMieb 
Im-  Allgemeinen  als  Functionen  der  Zeit  t,  welcher  sie  entspn^ 
ohen,  m  betrachten  sind,  bo  werden  wir  im  Allgemeinen 

wsk.  setzen  berechtigt  sein»  und  haben  nun»  dies  vorassgesetit» 
1WS.  »wächst  suit  der  H.eite&n  Entwickelang  der  ans«  §.  %  bafcanfr* 
ten*  Grö««en 

2/«  =±(0:1^8— ««yi)» 

au  bescWftigeak 
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Weil  in  den  ffOber  eihg«Alhrten  Bezeichnuogen 

0 

ist,  so  loDMetD  wk^ari,  jp^  nnd  ^i,  y^  mütolal  ^M  Taytof'sclien 
Lehrsatzes  respective  nach  Potenzen  von  t^,  T|  entwickefn.  Be- 
tmAnem  nimikii  «,  ^  und  d^ ,  ^'  gewisse  posWin»,  die  JSMieit 
wkML  iibersteigendb  GHIssen,  so  ist  naehf  4e»  Tayler*s^^ 
lisiiiateev  wie  denselben  die  neoere^  Analym  dai«(elky  p^nn 
frir  hei  der  EntwiclEefaing  bis  aof  Glieder  geben  ^  die  in  Beaeg  auf 
%^  ^  von  der  (ir-f  l)sten  Ordnung  anmi,  dabei  aber  zdglekh  die 
IM  det  neäeren  Analyais  eingefübrle»  Redte  der  TAyUr'sdMi 
berilticsicktigenr 

^•— ^a+ll  •  g^  +  21  '"^^  3!  '  ae»»^"" 


toi 

~..+(-i)-.^".^+r-i)-+».(J~j.4«-+')«.-*.t,). 

S^=*»+  IT  '^  +  ¥  •  5?  +  3f  •  ä?+  •• 

190  der  Kflne*  wegen  im  AUgemeioen 

n!  =  1.2.3....  n 
gesetzt  worden  ist. 

Wae  neu  die  Reste 
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und 

betrifi,  sd  ist  lüe  AnalysU«  bei  jißm  gegeowirtigeii  Grade  Uner 
Aiybildmig^  bekaiKitliob  gans  aosserStaDde,  dleeelbeaMB  AUge- 
meioan  zu  beetimnieo.  Nur  in  gewissen  Fällen»  wo  man  die  Fora 
4er  betreffendeiK  Function  kennt,  lasslen  sieh  iGrftnsen  aegeboB, 
nwiscben  denen  diese  Reste  liegen  oder  welche  dieselben  .niebt 
flbersteigen  kSnnen.  im  vorliegenden  Falle  liegt  aber  audi  diei 
ganz  ausser  den  Grfinzen  der  MSglicbkeit»  w«l  man  die  Fem 
der  hier  zur  Betrachtung  kommenden  Functionen  gar  nicht  kennt, 
und  wir  sind  daher  genOthigt,  uns  ^ier  mit  den  folgenden  Be- 
merkungen zu  begnfigen. 

In  l,  §.  10.  ist  beiriesen  worden,  dass  die  DlferentialquotleateB 

B^x      8^      dh 

W  m'  sF' 

also,  in  der  obea  eingeführten  Bezeichnung»  die  Differentialqii- 
tienten 

*X^)(0.    0(^)(t),   i(^)(0, 

für  jede  Zeit  t  in  Bezug  auf  die  Grösse  k  von  der  Ordaung  X 
»iad,  d.h.  in  allen  ihren  Gliedern  die  Potenz  k^  als  Factor  ent- 
halten.   Daher  sind  die  Reste 

und 

in  Bezug  auf  die  Grösse  k  von  der  (n-|-l)sten  Ordnung»  so  dass 
sie  in  allen  ihren  Gliedern '  die  Potenz  A;"-f^  als  Factor  enthalten, 
wozu  ausserdem  noch  kommt«  dass  alle  Glieder  dieser  Reste  noch 
durch  das  Product  (n  -|- 1)!  dividirt  ^  smd  und  also  eigendioii  alle 
die  Grösse 

A*+> A"-^>  

(«+!)!""  1.2.3....  (n  +  1) 

als  Factor  enthalten.    Nach  I.  {.9.  ist  nun  a.  B.  Air  iicsS^  4»  5: 


also: 
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i 

it»= 0,00000000151 
«•ss0,00000000003 


jf  =7  0,00000000366 


■< 


^=0,00000000001 


^=0.00000000000004 


I         I 


wirm  mao  sieht,   wie  angemein  klein  diese  ärOsseD  sehr  bald 

frerdan.    Umfassen  daher  die  Zeitintervalle  t^  und  T|    zwiscbeii 

der  ersten  und  «weiten  und  zweiten  und  dritten  Beobachtung  nur 

eile  geringe  Anzahl  von  Tappen ,  so  wird  man  im  Allgemeinen  zu 

<lea  Schlüsse   berechtigt  sein,   dass  die  absoluten  Werthe   der 

obigen  Reste»  wenn  man  etwa  n  nicht  kleiner  als  3  annimmt,  sehr 

Ueln  lind,  and  wird  dieselben  also  ohne  merklichen  Fehfer  ver- 

nftchttssigen  pder   als  verschwindend .  betrachten  können.     Dass 

Uerbei  fibrigens  der  volligen  mathematischen  Strenge  und  Evidenz 

o^i  Manches  zu  wOnschen  fibrig  bleibt,   kann  und  darf  freilich 

oicbt  geleugnet  werden;  aber  ebeif  weil  es  sich  hier  nur  um  eine 

Ndienmgsmethode  handelt,  wird  man  sich  mit  den  obigen  Scblfis* 

seo  begnügen  .dürfen  und  apch   mOssen,   indem   in   der  That  in 

Aesem  Falle  der  gegenwärtige  Zustand  d^r  •  Analysis  noch  einen 

Sdiritt  weiter  zu  gehen  nicht  gestattet     Mit  besonderer  Üeut- 

Mikeit  geht,   wie  es  mir  schehit,   aus  der  obigen   Darstellung 

bervor,  warom  es  ein  der  Methode  günstiger  Umstand  ist,   wenn 

<&e  Zeitintervalle  t^  und  T|   nur  eine  geringe  Anzahl  von  Tagen 

Doifassen,  wovon  nach  meiner  Meinung  der  Grund  nicht  bei  allen 

früheren  Entwlckelungen  dieisea  wichtigen  Gegenstandes  mit  glel- 

^er  Deutlichkeit  hervortritt,*  da  diese  Entwlckelungen  der  GrSsse 

^>  auf  die  nach  meiner  Ansicht  hier  Alles  ankommt,  nicht  gleich 

▼om  Anfange  an  die  gebührende  Aufmerksamkeit  schenken. 

Was  uan  unsefe  ferneren  Entwlckelungen  betrifft,  so  werden 
dieselben  sich  von  den  früheren  Darstelhingen  dieses  wichtigen 
^enstandes  in  mehreren  Punkten,  namentlich  aber  auch  darin 
wesentlich  unterscheiden,  däss  wir,  ausser  der  vorher  namhaft 
gemachten  anvermeidlichen  Vernachlässigung  der  Reste  der  Tay- 
iot'sdiea  Reihe,  uns  von  nun  an  irgend  welche  andere  Vei 
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ÜMigungeo,  streng  genotaaie»,  gar  nicht  weiter  gestatten,  ins- 
besondere also  l>ei  der  Mnitiplication  der  ffir  ^|,  x%  und  fi>  3fi 
gesetzten  roehrgliedrigen  AusdrQcke  in  einander  gar  keine  Glie- 
der unberücksichtigt  lassen  fiperdeo,  Vernachlässigungen  mancherlei 
Art,  welche  belcanntlich  die  ältere  Reihen -Analysis  sich  ohne 
Weiteres  gestatten  zu  dOrfen  glaubte. 

Es  würde  gar  keine  Selrwierigkeit  haben,  die  folgenden  Eit- 
Wickelungen  ganz  allgemein  fiir  jedes  n  durchzufahren.  Um  aber 
unn5thige  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  wollen  wir  uns  damit 
b^nügen,  die  Eotwiekelung  nur  für  n=:5  yollständig  durchn- 
führen,  was  in  der  That  für  den  yorliegenden  tiegenstand  atek 
▼ollständig  genügt    Wir  werden  also  die  Reste 


t^^Fri(t^^  ^,)      Ti«F^'(e,  +  ^T,) 


1.2.3.4.5.ft 


I.aw3w4..5.6 


1.2.3.4.Ö.Q 
1.2:3^^.« 


al*  yerachwlodend  betracbten,    and  daher   im  FolgendeB  ulie- 
niDgswebe 

%  Sa«i     fi*  3^-     ^*   3*5»% 
+  4!    St?      6f    ^' 


md 


ir*Ä*+  2! 


i* 


«--«.4.U    ^A^ 


Off  'S^T  +    Qi 


8!* 


+%*-^ 


aus  #>tff  peoceiUrtfckm  Bmkael^imffm.  815 


$.  9. 
Weon  ifir  der  Kfirie  f^egeii  Im  AllgenMinen 

letieo»  wobei  die  GrOsseo  x^  und  y^  sefbst  als  Ifire  Oteo  tlile- 
mtialqnotieiiten  betrachtet  werdeD»  so  erhalten  wir  aas  dem  vor- 
krgebenden  Paragraphen  uoroittelbar  die,  beiden  folgenden  Glel- 

eloQgen: 


Md 

—  *•      TT  '^•*     TT  i.*»*     TT  *•*     TT  *•*     TT 

^J""**»^!  —  ^•'*A)»a  +  "3|  '^i^a""  Jf  ••"o»4+  "gr-^Ana« 
Ferner  Ist  ein  allgemeines  Glied  von  Xiy,  offenbar 


und  das  entsprechende»   nimlicb  gleiche  Poteven  von  %i  und  t^ 
eothaltende  Glied  von  x^i  ist 

Alao  bt  TOD  j^iys  —  x^i  ein  allgemeioea  Glied: 

^r  nach  25): 

(n  diesem  allgemeinen  Gfiede  roass  man ,   am  die  Gr0sse 
SV  Ulden,  fBr  l^  die  folgenden  Comblnationen  setsen: 
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10 

11 

12 

13 

14 

15 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

40 

41 

42 

43 

44  . 

45 

50 

61 

52 

53 

54 

55 

We^  aber  nach  26)  für  l  =  f»  offenbar 

ist  9   so  braucht  m^  in  dem  obigen  Aasdrucke  des  allgemeinen 
Gliedes  ftir  itf*  nur  die  folgenden  Combinationen  zu  setzen: 


Ol 

02 

03 

04 

05 

10 

12 

13 

14 

15 

20 

21 

23 

24 

26 

30 

31 

32 

34 

35 

40 

41 

42 

43 

* 

45 

50 

61 

52 

53 

54 

Unter  der  Voraussetzung  aber»  dass  A  und  fi  ungleich  sind,  -ist 
nach  26)  offenbar 

Wenn  man  also  je  zwei  Glieder  vofl  der  Form 

wo  l  und  fi  ungleich  sein  aotlen,  lö  ein  Glied  zusammenzieht,  so 
erhält  man  flir  das  allgemeine  Glied  von  Xiy^ — o^^yi  den  Ausdruck: 

Iljil  ^^'•^• 

in  welchem  offenbar  l  kleiner  als  ii  angenommen  werden  kann, 
und  daher  filr  Afi  nur  die  folgenden  Combinationen  gesetzt  sa 
werden  brauchen: 

Ol 


02 

03 

04 

06 

12 

13 

14 

16 

23 

24 

25 

. 

34 

*                     * 

35 
48 
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iBd«B  auui,  wie  «ich  naobJen»  Obigen  voa  sblbst  v^ntoht;  inm»t> 
(K  =  l  zn  aetze«  imt. 

Anf  diese  Weise  erhilt  sMn  (fir  Xiy,  —  2^1  den  folgeoden 
Ausdniclc : 

28) *iy»— «lyi 

-»»+*•  TT     J.*«*-'»*7T     xIi!+S!lT     4.!l!r^ir     4.!l!+a?17. 

iiä      "»'•"       i!3i    "">'»"      1141      "»•* 

.  *i«'»'(*i-fT,)„     .t,«HVi'-»»*).,     ,T,»r,«(t|»-M»») 

3i4! — ^'* ^Si       ^•» 

+       üsi      "*••• 

W«geo  26)  and  27)  kann  man  diesen  Ausdruck  aoch  auf  die  fol- 
gende Form  bringen : 

») ar,yj— «,yi 

iSf — ^t-« T^^      ^«^ liü — ^*^ 

IJSi       'V 

4.n!5!<!l±S>7r    ,^i'^»«(*i*-^*)tt^  .nH;«(^»-K»)„ 

5ni       ■"•»4         äüa::      •'^> 


im       "»^         3ßl.  „    "•* 

Nach  L  §.10.  ist  Ih,,^  \n  Betng  auf  die  Gr5sse  k  von  der 
OrdMDJi  i-f  fi;  will  nUii  ntoo  die  GfBese  «lyi^a^  so  ordnen» 
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dM»  4ie  CUMcr  steh  diM  PoteWM  dar  «rtes»  *  tot^rnkfüfäm, 
•o  muBS  maD  dieselbe  auf  folgende  Art  schreibe»: 

^ ^iffn-^^i 

+     5!      ^«"-       112f       ^^»•« 

+— gr^i^.* — ii4!      ^*'*  ■•■ — w — ^ 

+  JOB  ^'» 3!4I ^»^ 

WSi         *** 

.    ^l^tH'h  -t-  ^S)  TT 

+ Ificf  ^^4»6- 


IBT 


§.  10. 


Ee  iel  mni  mOlhig,  die  im  Vorfceqgebeiiden  hn  AügeneiBeo 
darch  il  beseichneten  GrOesen  welter  zu  ^ntwickeio,  was  zaertt 
die  EMwiekehmg  4er  Differentlalquotienten  der  Coordloaten  x^,  fi 
erfordert 

BttaMtMeb  tet  aber  Meh  ^)t 

wonuu  nun  dorcb  feroere  Differenfiation  ohne  Schwierigkeit  erfallt: 

S*dh  A>   dort  .  SU»  dr. 


feraer: 

33) 

nd  hierans:  , 

3**  a»r,         3«*«  /8r,V  8^«     **"  ^«  ^«-' 

60t»   /8r,\» 


») 


+  r.. 


8ito,  *»    d*st,  9k*  ■'8r,  3V«  .  »*?  8V,    ^ 

3*«  aS         36*»  /8r,\'  3«,     36*«  dr^  a«r> 

,  60*«    /ar,\» 

Weiter  so  gehen»  liegt  bekansttich  znnlilbst  nicht  In  mweret 
Absicht.  Entwiclceln  wir  nun  aber  mitlelst  der  vorhergehenden 
Aipsdiicke  -der  fKffencDtialquotienteii  der  Coordinatan!  4^>  jf%  die 
im  iUigeviciaen  4Drch  H  ieBeichneten  'GrüssoM.  «q  Indeo  wir,' 
dass  dieeelben  sfimmtlich  die  GrOase 


ab  Faetor  enthalten;    und  wenn  wir  daher  der  Kürze  wegen  im 

»;. •  ^^'-"^^^       '. 

letoea»  m  filietten  wir  mtHehf  eiMff  4iieht  4er  «iringiAe»  «Mirfle« 
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Gfui  ^     1. 
Go«=     0, 

..  k*      36*«  /8r,\«  .  9il*  8ht 

_     3*«  8r, 

_      )*•      12A«  /ar,V.  3*«  Üh^l 
^     '        12*«  Br,       60*«/3r,V      36*«  3r,   aV,       3iP  3% 

^     ** 

Gm—     ^» 

_  6**  Stj  ) 

,,  j  «*•  8f,   .  48**  /8>'>\*  .  9**  8r,   a"r,     3*«  8V,I 

*•    .  24*«  /8r,\»  ^  12*»   0«r,  ,72*«  /8r,\« 

.27**  /av,v    18**  Sf«  3^ 


DaM  fiberhmapt  Ga»^  in  Beziehnog  auf  die  Grösse  .i(,T^ 
Ordnirog  X-f  f» — 1  Ut«  erhellet  aus  dem»  was  frOher  bewii 
wordeD  ist,  oomiltelbar. 

Da  es  nuD»  wie  aus  allem  Obigen  ganz  ?on  faelbst  berror- 
gebt»  bei  dieser  gaoaen  Untersuebang  durcbaas  nicbt  auf  die 
whfcUelieB  Weithe  der  Grdssen  /i,  /"«,  /,»  somleni  bloss  anf 
dereo  Vefbiltniss  v«ter  eiDaade«  a»koniat ;  da*  ferner  bekanalKoh 


uimI 


btt  00  kaoti  man  im  Obigeu  offenbar 

ft  —  TT *^» 

/•   —  TT 

MtMD,  und  erbfilt  dadurcb  nach  26),  30),  27),  mit  Rflcksicht  auf 
die  GleichuDg  35),  für  die  Grus:sen  fi,  f^,  fn  die  folgendeD  Aus« 
drficlce: 

37)    /i  ^  lj'»^o>i+"2  •  ^o»«+"3f  •  ^o«s+'4|"»^OH+^«  6o>»» 


2!      •^^'* 


.  6fi 


^l'  +  V    /,  T|T,(Tt4-T>) 

31      »^0^ J|2i       •^i»a 


>— r> 


•  Waja'— Tiöi •  Wl 


+         2i6!         •*'••» 3!4I •^»•* 

SB! ^»'^ 

+         4i5l         ^Mf 

A^ly-Coti-^*^  •  G»,e+  ^-^o»«— 4|--  ^0H+ 5f  •  G^^i 
Tii«ii  XXIX«  22 


'H 
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wobei  man  zu  beachten  hat»  dass 

Go,i  =  lt    Go»i  =  0   und   tj  +  t,  =  t^ 

ist. 

Nach  26),  27),  29)  ist  auch; 

38) 

/•-*»  r    X*»*  r    J.Q*  /^    X&!-  r    j.5^  #3 

/i  — j}"«^o»iT"^«  wo>«i"  3j  •"o»3+  41  •^o>4i"  gl  •  vo»s» 

/»-A+/» ijä     *'»•• ilSi      *'"» Iliü      ' 

l!5l       *■* 

* 

+         im'      *^**^       2!4J        ^*^«'*+ 2!5i       ^ 

5iir — *^»'* WT'^ 

+-^-*ü — ^** 

Wenn  man  die  Reste 

1.2.3.4       •  1.2.3.4 

and 

t,^q>^^fa-^itt)    tt^<i>^^fa-f^^T,) 

1.2.3.4        •  1.2.3.4 

bei  einer  ersten  N&bemng  ▼ernachiSssigt,  so  muss  man,  wie  ttf 
dem  Obigen  sich  leicht  ergiebt: 

39) 
Ä^H*  •^0.1+  ^•C'o>t*f '^•^oi> 

/i  =  2'.G&>i^'5g''^o»i+  3t  -^oi«» 

A=/i  +#» ]jg| — »wi.« i^ •^■•+ — j^ — •*'••  • 


also,  wie  man  mittelst  36)  leicht  findet: 


SB3 


«)  {  f,  =  Hil- 


/«= 


A+/8—    2ra»    ^' 


«I«T>  w«il 


*?■ 


ODd  folglich 


»T^TJTg 


"^"'"  2»»«     **'* — : 


*!(!i!±?av+s5,  _ 


irt. 


6n> 


«('-^> 


A=na- 


*H,« 


6n> 


), 


41)  j   ^,=„,l_.g-,-  + ^_j g^  +  ^j__,. 


/i=*a{l 


6ra»' 


«elwo. 


I  • 


Wenn  mao  die  Reste 


1.2.3.4.S     '         1.2.3.4.Ö 


and 


1.2.3.4.Ö      '  1.2.3.4.Ö 


*«iiacliiJ(«sigt,  so  masB  iwd 
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42) 

/•  — *»  f-        ^'V'.j.^r        sie 

/»  — jj"»  Wo»»  ■""  "gj"«  *»0»»  T    31  •  "0>»  "~    41  •  *»o»«» 

.T.«r.«(^40^      ■  T,«T,«(T.*-r.«) 
■*■ 2!S *"'»+ äÜ         *** 

und  folglich  naeb  36).  wie  man  mittelst  leichter  Reehnnng  iadet: 

4S) 


-     A«t>*  .  A*r.T:(w*-^T.)     AVr» 
■~"5?"*'  24««         ■"  144«» 

,  ^T,-T.)         A'T,%,\  8r» 
+     4r«*     <*^ ä??")  5S 

/l  s=  t»  ^ 

'•  =  »»^'— ss^- 4;?*§s^ 

Mtsen,  wo  man  bei  der  Entwickelung  von  fk  nach  den  FonMia 
43)  in  beachten  hat,  daM 

oder 

/«j.^-«»!     **(*»*~3yiO   .  if(^-ir,)(T,»  +  »,«)  8>n. 
A+r—wli 5^1 + 5^5 g^» 

let. 

Wie  man  ^h  nun  der  im  Vorhergebenden  entwickelten  GM* 
chmgen  bei  der  Beetimmnng  der  Bahn  einen  WeltkSrpec«  ane 


dni  geoMtttria^en  BaobacbtongM  desadben  au  iMdleoM  hftt» 
mU  in  den  folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden. 

S.  11. 
Nach  13)  and  16)  hat  man  die  beiden  folgenden  Gieichnngen : 


U) 


«•=3  Rt»  +  2«sl79Cos  (Lt  -  A») + ^«»ec  /J»». 


WeoB  man  nan  Behufs  riner  ersten  MXhemng  die  Reste 

1.2.3.4        '  1.2.3.4 

lad 

1.2.3.4         '  1.2.3.4 

veraachlissigt,  welche  in  Bezug  auf  die  GrSsse  k  bekanntlich 
von  der  vierten  Ordnung  sind,  wo 

£«=0,00000006766 
oder  rieliaebr 

^tA*  =  0,00000000386 
itt,  so  ist  nach  41): 

45)       .         ^/i_,4|l__-y+ g_j .g_+_j^_-). 

In  diesen  Formeln  muss  man  nun  aber  bei  der  ersten  NShe* 

ruDg  nothwendig  aucb  das  den  Differentialqnotienten  g^  entbal« 
tende  Glied 

weldies«  weil  der  in  Rede  siebende  Differentialquotient  in  Besi^ 
aof  die  Grösse  k  bekanntlicb  von  der  ersten.  Ordnung  ist,  in  Be- 
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a^  md  dieselbe  OrBeee  der  dritten  Ordsang  eogeMrt*)»  ?«• 
nachlässigen«  Die  VernachlSssigung  dieses  ONedes  ist  aber  ait 
desto  grosserem  Rechte  gestattet ,  je  n&her  Xi  —  x^  der  Null 
kommt  ^,  d.  h.  je  genauer  die  Zwischenzeiten  zwischen  der 
ersten  und  zweiten  und  zweiten  und  dritten  Beobachtung  einan- 
der gleich  aihd»  woraus  sich  die  sehr  wichtige  Regel  ergiebt,  das« 
man  bei  Rechnungen  dieser  Art  jederzeit  vorzugsweise  drei  solche 
der  Rechnung  zur  Grundlage  dienende  Beobachtungen  des  be- 
treffenden Weltkurpers  auszuwählen  hat»  bei  deben  die  erste  ud 
zweite  und  zweite,  und  dritte  Beobachtung  dur^h  möglichst  nahe 
gleiche  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sind.  Dies  Torani- 
gesetzt,  werden  ^W  also  bei  der  ersten  Näherung  nach  dem  Obigen 

A=n(l-^). 

46)    ...    .      .{/i-,^(i___  +  _^^,, 

/•,=s=t,(l— gj^) 

zu  setzen  haben,  und  haben  daher  in  Verbindung  mit  den  6lä- 
chungen  44)  zwischen  den  Grössen  q^  und  r«  jetzt  zwei  Glei- 
chungen, die  zur  Bestimmung  dieser  beiden  Grössen, '  nlmlieh 
der  curtirten  Entfernung  des  Weltkurpers  von  der  Erde  und  sei- 
nes Vectors  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  vollständig  hin- 
reichen ;  und  wie-  diese  Gleichungen  aufzulösen  sind,  was  ii 
zweckmässiger  Weise  nur  durch  Näherung  geschehen  kann,  ist 
daher  jetzt  zunächst  zu  zeigen/ 

Bei  der  ersten  Näherung  wird  man  sich,  da 

i^k^  =r  0,00000000730 

ist,  unbedenklich  noch  die  Vernachlässigung  des  Gliedes  ■  J2n*' 
gestatten  dürfen,  und  daher  nach  46) 


••-' 


•)  iAp3  =0,00002545.  , 

')  Da««  die  Zwitcheosetten  ti  »  jr«  sie  lu  gros«  «eio  dürfen ,  i*^ 
im  Vorhergehenden  eehoo  hervorgehoben  worden,  ood  aU  eine  aUg«* 
meine,  bei  Rechnangen  der  vorliegenden  Art  tteto  au  beobachtea^e 
Wgel'stt  bAtraehten,  auf  die  wir  daher  auch  von  Jettt  an  nie  itM^ 
roB  Miiett  hlnw«leen  werden.  .*      • 


oHs  drei  peocentrHehen  ßeoöaeJUuniien.  SSff 

<7) «iA=:t,a-^). 

IQ  setsen  haben.  , 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  WeltIcSrpers  Ton  der  Erde 
mr  Zeit  der  Zweiten  Beobachtung  durch  jR^,  bö  ist 

48)  .    .    .    .    ^=l^C08|Jt,    Ät  =  e«8«c/?t; 

und  berechnen  wir  nun  den  Hülfswinkel  ^^  mittelst  der  Formel 

49)  ...    .     cosJ^^=^ — co8^co8(JL^  — X^, 

f 
80  erhält   die   zweite    der  Gleichungen  44),    wie    man   sogleich 

flbersiftht»  die  folgende  Form: 

50)  .    .    .      r,=:(/29*— 2iR2X90O8zb-flM)^. 
Setzen  vAf  aber 

5)) -n-s  cosüi^-f  vainz/ji» 

80  erhalten  wir  mittelst  einiger  bekannten  goiiiometrischen  Trans- 
formationen sehr  leicht: 

/2j«— 2ÄJBjC0s-^«+M««=:Ä»«sin^t«(l  +©«); 

and  nehmen  wir  nun,  damit  mnJ%  jederzeit  positiv  werde,  den 
Hfilfswinkel  ^a  stets  zwischen  0  und  180^ ,  was  verfpQge  der 
Gleichung  49)  offenbar  unter  allen  Bedingungen  möglich  ist,  so 
können  wir  wegen  der  Gleichung  50)  offenbar 


■ '» I 


62) ra=-RtsiOii«  (!+»*)* 

setzen. 

»  *  •  - 

Wegen  der  ersten  der  Gleichungen  44)  und  der  Gleichungen 
47)  ist  nun: 

'     Of»=  BiRi j^t^^s  +  Äi'^i ^i^ —  Äß« , 
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also: 

riB,Ri  (I  -^)+»,fikfii(l-i^)-t«(5^+ÄtÄ.)a-^)=0. 

woraus  sich  sogleich 

oder  nach  48)  und  52) 


63) 


ergiebt    Ffibren  wir  aber  in  diese  Gleichung  filr  V%  den  ans  61) 
sich  ergebenden  Wertb 

X2  =  R%(cosJ%  -f  vsin  J%) 

ein 9  und  setxen  der  Kürze  wegen: 

Cr    =:T|iBil2|— T2BsiZt+t,£^|},  — SftAtCOS/S^COSJ't* 

Gi^Qr^R%eoBß^8iüJ%; 

G'  =sTi»BiÄi-V^a'?a+«3'Äißi-5V*tCos/Jiieoi4 
Gl  =  Or^'/Zacos  /S^sin  z/^ ; 

F   = ji f 

so  wird  die  In  Rede  stehende  Gleichung: 

1 p  g-fie 

aus  welcher  Gleichung  nun  v  bestimmt  werden  muss. 
Zu  dem  Ende  setsen  wir 

^> •'  =  (1+^' 

wobei  u  als  positiv  angenommen  wird,  und  also 

ist;  dann  ist,  wie  man  leicht  findet: 

», ±^  "-:"'*•>■ 
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ud  die  aabnlOMode  Gleichung  wird  also: 

._pC«TCiV(l-«)(l  +  ««) 

6"«Te»'V"(i-«)(i+i.)' 

oder,  wenn  der  Kflne  wegen 
66) G'^FG,    Gt'szi'Gi 

geaetst  wird: 

._C*«»Tg/V(l-«)(H-M) 
C'«TGi'V(l— i.)(l+«)' 

woran«  sieb  sogleich  die  Gleichung 

BT)      (G^— G'u«)uT(Gi''-  Gi'u^  V(l-ii)(l  +  ii)=0 
oder 


68)  •    .    (G*-G'u»)icT(G/-G,'m»)VT=^=0 

ergiebig   welche  man  nnn  auf  gewohnliche  Weise  durch  succes- 
siYo  NSherang  auflösen  muss ,  indem  man  fiOr  u  nach  dem  Obigen 

die  wichtige  Gränzenbestimmnng  0<ac  ^  1  hat,    wodurch  natürlich 
die  Auflösung  dieser  Gleichung  ungemein  erleichtert  wird. 

Die  Berechnung  der  Coelficienten  G^  Gx'  und  C^,  Gi"  führt 
nan  am  besten  nach  den  folgenden  Formeln  aiss: 

69) 

cos2f,s  — cos/)«cos(L3i-At),  0<^a<180<*; 

ß  ^  t%B^R^9 
C  ==  t^B^R^f 

/>  =  cSt^lZj|C0S/9^  cos  ^s ; 

GtsA-^B+C-'D, 
G'ssA'-'ß'  +  a'^D'; 
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;    G|' =i>'faDgJSij 
^    = Ä5— f 

Bei  der  AudSsang  der  Dbppelgleldrang  57)  oder  68}  hat  man 
immer  das  Intervall  smseben  Q  opd  1  ip  eine  gewisse  Anzahl 
gleicher.  Theile  zu  theilen»  die  an  den  Grfinzen  dieser  kieinereo 
Intervalle  liegenden  Werthe  für  n  zn  set3i^6n,  und  daraus  auf  be- 
kannte Weise  die  engeren  Grannen ,  zwischen  deneo  ti  liegen 
mussy  zu  ermitteln,  worauf  man  durch  weitere  Theilung  der  klei- 
neren  Intervalle»  in  denen  die,  der  in  Rede  stehenden  Gleicbiag 
genfigenden  Werthe  von  u  liegen  mfissen,  noch  engere  GriUuen 
flir  u  findet:  eine  R^hnurtg,  die  man  In  derselben  Weise  jeder 
zeit  so  lange  oder  so  weit  fortfuhren  musa»  bis  map  die  reeÜN 
Wurzeln  der  eufzulusenden  Gleichung,  auf  die  es  natiirlicb  hier 
nur  allein  ankommen  kann,  in  der  verlangten  Anzahl  von  Deci* 
malsteHen  *  genau  gefundeA  hat. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  u,  und  mittelst  der  Formel  S5) 
danb  auch  v  gefradehtbat«  do  ergeben  sich  ferner  ra,  lh,  ^  leicht 
mittelst  der  folgemkn»  unmittelbar  am»  dem  VorfaergebeiideD  fltoi 
senden  Formeln: 

/72sin  ^ 
W)    .    .    .    .      j  Äa=ßa(cogA+esin//i), 

P2  =lt2C08J?i; 

und  fi,  /*a,  fi  findet  man  mittelst  der  Formeln  47)  oder  genauer 
mittelst  der  Formeln  46). 

Dann  erhält  man  p|,  ^  und  ri,  r»  mittelst  der  folgenden,  aoe 
13)  ond  15)  sich  ergebenden  Formeln: 

61)  .  !  ;     .;  . 

oder  .      <       ^ 


61*) 


md 


62)  .  . 


r,=Vfi,«+2^e8fiico»(L,-.A,)+^»8ecA^ 


wobei  wir  bemerkeR,  4iw8  tnao  «ich  bei  der  Berechnimg  der 'V er» 
blÜD^^ee  zwi8cben-4)ep  CriieseD  /*i,  /i»  f$  auch  der  am  Ende  der 
iblgenden  AnmerkuDg  zu  diesem  Paragraphen  angegebenen'  Per« 
nein  bedienen  kann,  die  deshalb  nicht  unbequem  sind,  weil  sie 
eigentlich  bloss  die  Berechnung^  sähr  kleiner  Corredionen  su  schon 
ans  den  früheren  Rechnungen  bekannten  oder  sehr  leicht  unniit- 
tebtr  aus  de»  gegebenen  Grüasen  abaideileiides  Nftherengswer^ 
thea  dieser  Verhältnisse  eiferdem. 

Endlich  erhält  man  die  Coordinatep 

^i»yi»'i;  ^s>  ya>  ^;  »»pyz»H 

mittelst  der  folgenden,  leipht  aus  6)  und  7)  sich  ergebenden  Formeln : 

63)  .    , 

;r|=:fijCOsL|-f  piCOsAi,.  jf| ;=  fi^ sin L|+^ sin Ai»    ii=ei^ng/'i; 
a:%^It^co9L^-\'^co8l^,  ^a^fi^sinlig-l-^sinA,,    %=^tang/3t; 

Anmerkung. 

*  '  * 

Es  verdient  bemerkt  au  werden ,  dass  man  sich  bei  der  Be- 
handlung der  vorhergehenden  Gleichungen  noch  auf  dne 'ahaetö 
Art  verhalten  kann  wie  vorher. 

Es  ist  nämricli:  ' 
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1 

■ 

darstellende  Cjirre  eon^tniirt  *),  die  man  unmer  b^  Rechnmigen 
dieser  Art  gebrauchen  kann»  und  dann  die  durch  die  Glelchong 

y=G+G'x 

charakterisirte  Cferade  in  jedem  ekizelnen  EaUe  zieht,  was  nach 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  nicht  der  mindesten  Schwi^ 
rigkeit  unterliegt;  so  bestimmen  die  DttrehsehnlHsptfiibte-* dieser 
Geraden  mit  der  yorhergehenden  Curve  offenbar  die  der  Gleichoog 

genflgenden  reellen  Werthe  von  or.  Aus  diesen  Wertheo  ergeben 
sich  aber  die  entsprechenden  Werthe  von  1(2»  ^»  ra  unmittelkar 
mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Qbigen  bekannten  Formeln: 

Jta  =  jR2  (cos  ^2 -f  ^  sin  ^s) , 

^  ==7Ä2C0S/J2, 

':•■ 

r»  =  V*/22«— 2Ä2»2C0S^2+lt2*. 

r 

Wie  man  sich  nun  überhaupt  dieser  Formeln  zu  bedienen  hat 
unterliegt  keinem  Zweifel  und  bedarf  kaum  noch  einer  besondmi 
Erläuterung.    Aus  den  ersten  Näherungswerthen'  • 

Met  man  erste  NSherüngsw^rthe  von  x,K^,  ei>  **«•  Hievanf 
fihdet  man  ^ ,  /»,  /i  nittebli  der  Formeln 


*)  Die  CoiMtroctlon  dieser  Corvo  bat  nicht  die  mindeile 
keit,  etUt  aber  eine  Tafel  der  Werthe  der  FuoeUon 

1 

▼orant,  die  gleichfalls  sehr  leicht  stt  berechnen  ist.    Benn  eetst  man 

x^tangctf 
oad  nimmt  ai  zwischen  — ^«  n^  +90«',   so  Ut  offenbar: 

iekUM^^Mhe^FönMndleWeiA^v^      abgeMin  Mehl  taMlAaet 
werden  können*  *•••   '>*''  ^  ^*''  *** '" 


k^t^  k'h*^  Jt^* 

/•.=.»(l-yr).  A=T.(i-y-).  /•,=,.(i-^) 

t 

und  daon  neue  Näherungswerthe  von  P  ood  Q  mittelst  der  Formeln 


^=^.    «=?r.»(^-0 


I 

oder*  Aach  iiDmittelbar  Mittelst  der  folgenden ^   ans  dem  Obigen 
bekannten  Ansdrficke  v6n  P  und  Qt         ' 


-,_Ti  Ti        ^*Ta(Tf  Tg) 

6ra* 


-.    '»-«„..(i-^) 


welche  lieneti  iffSIlefiiiti^swerthe  von  P  nnd  Q  dam  fismer  anf 
dieselbe  Welse  wie  vorher  zu  neuen  Näherungswertheo  von  x,  K«» 
pi,  ra  fuhren.  Wie  man  nun 'aber  dieses  Verfahren  immer  w.ei- 
ter  fortsetzen  kann,  bis  man  aUe  Grossen  mit  dem  erforderlichen 
Grade  der  Genauigkeit  gefunden  hat»  übersieht  Jeder  auf  den 
ersten  Blick. 

Wir  bemerken  hierbei  noch>  dass  sich  aus  dem  Obigen  auch 
leicht  die  *  folgenden  Formeln  zo  Berechnung  de^  VerhUtAfsse 
zwischen  den  f^rOssen  y^^  ß^  f^  ergeben: 


and: 


6«» 


'  I    I 


1^%}-^) 


(1 .6)  >>Ä  iAi  -4.  ^!äa  j.     ^i^«> 


»        »      r 


'      '      I 
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i.  VI. 
Weil  nach  25} 

♦ 

Ist,  SA  Utt  weon  i  sdne  aus  dem  ersten  Kapitel  bekaoote  Bedeo- 
tuog  fiSr  jetzt  auch  hier  beibehält,  nach  I.  4}  ond  L  11)  oSeobar 

nnd  nach  L  4^: 


K=k 


also,  iTMn  nan  den  Bnic|i  ^  ab  ▼erschwindend  betradbtst: 

Also  tst 

kcoBi  =  ^  n^i.VA. 

Piaeh  (.  10.  ist  aber: 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 
folglieh: 


au»  drei  0$otmUrUckm  ßt&^aeAHmfiin.  387 

66) {vA== */«£2£i_. 

Weil  die  Ebeoe  der  Bahn  ansers  WeltkSrpers  dareb  die  SoDoe 
als  Anfang  der  Coordinaten  und  darch  die  Punkte  (ai^xti),  {x^^^9 
(^%H)  geht«  80  ist  ihre  Gleichung  nach  den  Lehren  der  analy- 
tiadien  Geometrie: 

(yi«3 -y»2i)  *  +  («lar, — «jOTi)  y  +  (ar,  y,  ~  arsy, )  I  =  0 , 
(yi^a— ya*i)^  +  («i^a— «aar,)y  +  (ariyt— arayi)«  =  0; 

wo  bekanntlich  auch  die  Bedingnngsgleicbung 

^   ari(yjt^— y8ia)  +  ^a(y3«i^yi«8)  +  ^3(yi2«— y2J=i)F0 

Statt  finden  niitsste,   wenn  die  Coordinaten   sämmtlich  in  aller 
Strenge  richtig  wären. 

Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  ist  nun  be- 
kanntlich : 

-       (^«ya  -  ^syg)* 

€081"  = — ^ 


eosP  = 


(^lyt — ^8yi)*+  (yi^a— ya^^i)*  +  (^i^»— «e^i)^ 

^^*        (*iya— ^ayi)*+  (yi«a— ya*j)*  +  (^i^a  -  «a*i)*' 
oder»  wie  man  leicht  findet: 

(^a*+ya*+«k*)(V+yaH^'")-(^tart+y2y8  +  »t*^a)*' 
_^rt (^lys— arayi)^ ^^_^ 

coa<» (^»yi-f^»)' - 

(V  +  yi*  +  «i^)(^a*  +  ya*+ia«)-(^iar,+yiya+5^ 

Tluil  XXIX.  23 
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al6o : 

67)  .  .   ;coat»= (^»y»-^»y.)* 


CO,»« (^iy«-^tyi)*    _^. 


folgUch  Dach  66): 


il= 


68)    .    .    .  <  ils 


*Va* 


^ *^'* 


Bezeichnen  wir  den  in  der  Zeit  r^  von  dem  Tecfor  nnsera 
Weltkörpers  beschriebenen  Winicel  durch  a>| ,  wo  wir,  weil  in  den 
Fällen»  in  denen  die  obigen  Rechnungen  überhaupt  zur  Anwen- 
duiig  Icommen»  T|  immer  nur  eine  geringe  Anzahl  von  Tagen  um* 
fassen  wird»  jederzeit  zu  der  Annahme  berechtigt  sein  werden»  dass 
der  Winkel  lo,  kleiner  als  ISO»  ist ;  so  ist 

^^~«  =  — ^üi • 

and  folglieb,  well 

also,  wie  man  sogleich  fibersieht, 

»I*  =  V  +  «•.*  —  2(*,ar,  +  y^,  +  s,t,) 
isti 

W)      .      .      ,      .       COS<D|  =  f7™ • 

(elgUch: 

and  daher  nach  68),  weil  sinoi  positiv  ist: 

M 


^ •»»•«=;ifiv3' 


folgüdi  nach  09)  md  70): 
Naeh  L  SQ)  ist: 


also: 


l  M  ^  1 


1       ^     ^  1 


aber  ofenbar 

Ogssf^-foi    oder  9^=sv%+mi  —  dlBfjfi; 

also  ailgemefai 

cos  1%  s  cos  (Va -I- fO|) , 

ud  fo^licb  nach  dorn  VorhergehcDden: 


1       ^      ^  1 

^ — il=i7cost%,    fA=:BcoB(v^+mi); 


also: 


r^; — AJeoBWi'-  f  -  —  ilj  =  SsboiisiDt^» 
folglicb 

J.ic..^^> ""'')'''"' "'^^"'^^ 
oder»  wie  man  leicht  findet: 

Nach  L  59)  ist  aber 

Brt      kB  Af.  ^  m     . 

also»  wenn  man  den  Broch  j^  als  verschwlndeod*  betrachtet: 

^^ 9^-     Vii     • 

Eblglich  nach  ddm  Vorhergehenden: 

9S* 


340  Grünen:  aet$r  die  BuUtmmMff  der  Bukn  einee  WeiSkörpere 

73)  .    .     gJ=Ä(tong4»,.Vil-,^,^gi„„^.y^l 

oder  auch: 

j,  —  cosec  »1  —  —  cot  «1 

74)  .  .   g  =  A|faiigK.V^-?> :^ ». 

Bezeichnen  wir  den  in  der  Zeit  Tj  von  dem  Vector  unsers 
Weltkurpers  beschriebenen  Winkel  durch  «»a»  wo  wb,  wie  ▼orber 
'iO|,  auch  o>«  kleiner  als  180^  anzunehmen  berechtigt  sind,   so  Ist 

^^««»•^ 2i^Ii^^ ' 

und  folglich,  weil 

,,•  =  (a:j  -  j?a)«  +  (yi -y«)«  +  («1 -it)*/ 
also,  wie  man  sogleich  übersieht, 

ist: 

76)  ...    •     cosaa  = j^ 1 

folglich: 

sinaa»= i?^?^  ' 

und  daher  nach  68),  weil  slnwa  positiv  i#t; 

folglich  nach  75)  und  76):  ^^ 

Afi 

77)  .    .    .      tanga„  =  ^^^^^y^^^^^^.  ,    . 

Nach  L  30)  ist: 


also: 


-  =  il-fiBrcosi%,    j7=i<  +  Äcosi>i; 


— -.«iJsBcosv«»     - — ii=Bcosi^; 


aber  offenbar 


«1=«^ — ■,    oder   «1  =v*  —  «|-f  300*1 
tUo  iHgemela: 

•         coa  »1  ^  cos  (v, — «,), 
nnd  Tolgllcb  iwch  dem  Vorhergebenden : 


—  —  iJ  — f— — Ajcomtt^=:BB\itat»'inv,i 

folgfick: 

Ba,..,=^ — ■'    )■'• — ' 

•der,  nie  mui  leicht  findet: 
ako  Hieb  72): 

^  ■  ■  g;=*  l,.r.  J^.vi-''°«t-'-^^l- 

»der: 

")     •    •    k=- VJ^ tt.,l.H.V^ 

Zar  Berecbonng  des  zTreiten,  dritteo  und  vlerteD  Differentialqno- 
■Dten  hat  nun  nach  1.  56),  S6),  67)  die  folgendfo  Formeln: 

f     8V,  .,  |6(2-Jr.)    /*,\-     3-3A-.    SV, 


Si?~         I      Ar,'       KSnJ  ~     Ar.'    '5i?l 

Fflr  den  arsten  und  ufeiten  DifefentUlqaoticntao  von  r, 
Ji    aoeh  die  folgaadiiD   Aasdrflck«  entwickeln. 
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Nach  70)  ancl  n}tet: 

also: 

Nun  ist  aber  nach  69)  nnd  75): 


also: 


2co«4-,«=l+co««„=?iri±^S£d:aü2d:^; 


taogii»! .  Vi!  = TT ^ i X« 


Feimer  Ist  nach  69)  ond  75): 

r,  —  r,  cos  fO|  =s *= » 

T^'^Ti  COS  »,  = ^ » 

und  nach  dem  Obigen: 

alsoa 

ri— rtcospi    __  riTa— (j?a^,  +y»yB  4- t«fi) 
r,rt  sin  i0| .  VA  krtfi  ' 

r^TiCosco,   _rtr«— (a?iaPt4-yiy,  +  X|f,), 
TiU  »in  (Di  .  V-4  Ar»/» 

FolgUcb  ist  nach  73)  nnd  78): 

SS     r»rt + (ar,a:,  Hhy  «y  t-f  ^t^a)  r,^ 

80*)^ 

8»^  _i^«yf-<^^+yiy»4g|*t)     *yi > 


0Sf  ärei  §€oemUrhUm  B4Q$ü€khm§9n.  J43 

Perser  erkUt  nuio  au«  der  ersten  Formel  in  60)  nud  ane  6H) 
leicht: 

80**)     { 
Weil  nach  dem  Obigea 


ut.  so  Ut: 


Ol.  I  V-4  ör,  1— ilr«  . 

Ol;    .    .      siD  v%  CS  -jrg .  gr- 1       cos  et  =  — -ff —  » 

folgBeh: 

odttelst  welcher  Formel  sich  r»  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestlm- 
neo  iSsst,  wenn  man  nur  die  folgenden ,  aus  81)  sich  unmittel- 
^  ergebenden  Regeln  beachtet: 

Wenn 

positiv         positiv  j  (      0  <  vt  <  M)o       ' 

posiUv        negativ  f   .  J    9(K>  <  t>,  <  ISO» 

>   ist,   80  Ist    <  

negativ       negativ  l  j  180<>  <  e.  <  270» 

negativ       positiv   )  (  270^  <  v.  <  360<>. 

Hat  man  aber  v%  auf  diese  Welse  gefunden,  so  &ndet  man  B 
mittelst  einer  der  beiden  folgenden  Formeln:  * 

^    •    •    •         ^-Äsine.  •    ^""r.cost. 

Wenn 

A>B,    AtssB,    A<,B, 

so  ist  bekanntlich  die  Bahn  respective  eine 

Ellipse,    Parabel,    Hyperbel ; 


344  0 runer i:  Veöer  die  BeeUmmunif  4er  BmUn  €§ne$  WeiMrpers 

im  letzten  Falle  Dänlich  der  Zweig  einer  H]rperbel9  ionerbalb 
welches  lU  als  Brennpunkt  liegt. 

Die  Fälle  der  Ellipse  und  Parabel,  welche  fflr  uns  hier  su- 
nächst  nur  von  Interesse  sind,  wollen  wir  nun  noch  etwas  weiter 
betrachten ,  indem  wir  von  jetzt  an  in  beiden  Fällen  unter  t^  die 
Zeit  verstehen,  welche  zur  Beschreibung  der  wahren  Anomalie 
«2  verwandt  worden  ist,  im  Falle  der  Ellipse  aber  die  der  wah- 
ren Anomalie  v^  entsprechende  excentriscbe  Anj^malie  dnrob  % 
bezeichnen  werden. 

Sei  nun  zuerst  A^B,  die  Bahn  also  eine  Ellipse,  so  ist 
nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  wenn  a,  b,  e,  p  Ihre  be- 
kannte gewöhnliche  Bedeutung  haben : 


84)    ...    .     <  6  = 


(A^B)iA  +  ßy 
!_ 

ViAS)(d+By 

B  2 


Zor  Berechnung  von  u%  hat  man  nach  1^  84)  die  Formel: 

85)  ...    .       tangitia  =  y  j-jT^-tangiPj 
oder 

86)  ...    .    tang4tta=y  ^  .  ^.tangiPa; 
und  t%  ergiebt  sich  nach  I.  88)  mittelst  der  Formel 

87) tj=-T-(Ma — esinus) 

^    oder 

88) «2— -J-C«!  — ]fß>nw«)- 

Wenn  ferner  A  =  B,  die  Ba*hn  also  eine  Parabel  ist,  so  l«t 
nach  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten: 

2       2 
89) ^  =  3  =  5' 

und  U  erhält  man  mittelst  der  ans  I.  94)  bekannten  Formel: 


Jk 


91}  .    .    .    .    r.  =  ^(taDgi»,  +  ;tangJc,»). 

Aaf  dleaa  Wels«  kenat  msn  also  to  b«{deii  FSUen  all«  El«- 
aont«  der  Bahn,  welche  sieh  nieht  auf  Ihr«  fjage  Im  Ranms  bs- 
^heo;  mit  der  Beatimmnag  dieanr  letsteren  werden  wk  mw 
Uten  ia-(.  14.  beach&ftigen. 


f  13. 

Wir  watlen  ntm  noch  gaoa  In  der  KQfze  aelgen,  wie  rmo  «ich, 
nufadem  man  mittelxt  des  in  {.  II.  entwickelten  Verfabien*  die 

Grtw"  ?.»»..»,;  r.,r,,T.[  AvA.A;  «,.yi.«.;  «•»»..«.» 

'»9t>  '•  bereita  mit  atnem  gfossen  Grade  der  Anaäb*inog  g*- 
fimdeD  hat,  der  in  (■  12.  und  frflfaer  in  j.  10.  bewlaae^eo  l'ormeln 
bedieum  kann,  um  nach  und  nach  sowohl  die  vorher  genann- 
tea  Gr3ssen,  als  auch  die  nicht  auf  die  lag«  der  Ebeo*  der 
Baln  im  Raoine  aieh  beliebenden  Elemente  derselbeo  mit  einem 
i>Mr  grSaaeren  und  grÜBseren  Crade  der  Genauigkeit, zu  finden. 

Htttelat  der  gefundenen  Nfiberungswerthe  der  obigen  GrüBsen 
berechne   man  A    nach   einer  der   drei   Formeln  68),    und  dann 
Sr, 
^  mittelst  einer  der  Formeln  73),  74),  78),  79).    Dann  bestimme 


nun,  indem  man  diesen  Werth  von  sr^  in  die  iwefte  der  Glel- 

ebungeii  45)  elnfllhrt,  und  hiebei  beachtet,  daes  ein  kleiner  nocb  In 

8r, 

3r  steckender  Fehler,   wegen  der  Klelnbeil  des  Gliedes 

A*tiTi(T|— T,)    5r,  , 

welches  in  Besag  auf  die  GrSssp  i  toi 
an  sich,  nur  einen  sefar  geringen  Einfli 
Ti  so,  dass  den  Gleichungen  4S)  und  4 
wobei  man  sich  verschiedener  Methodi 
Ganzen  so  einfach  und  so  bekannt  sind, 
Writcres  hier  nicht  gesagt  zu  werden 
äese  BeatlraMDg  der  GrtisseD  g»  m 
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WeitlSufigkeit  ausgeführt  werdeo  kOnoen,  weil  man  deren  Wertbe 
bereits  aus  der  früheren  Rechnung  mit  grosser  Annäherung  kennt. 

Dann  kann  man  mittelst  der  gefundenen  Werthe  von  ^^  und 
Ta  ganz  auf  dieselbe  Weise  zu  einem  neuen  NSherungswerthe  von 

dr 

gp  fibergehen»  denselben  in  die  zweite  der  Gleichungen  45)  ein- 
führen, und  ^t  und  r*  so  bestimmen»  dass  dmi  Gleichungen  46) 
und  44)  vollständig  genOgt  wird»  ein  Verfahren,  welches  man 
fibediMipt  so  lange  fortsetzt,  bis  zwei  auf  einander  folgende 
Systeme  von  Werthen  der  GrGssen  ^i,  t%  in  der  verlangten  An- 
zahl von  Decimalstellen  sich  nicht  mehr  von  einander  unter- 
scheiden. 

Nun  setzt  man  die  Rechnung  in  der  Weise  fort,  dass  man 
mittelst  der  jetzt  gefundenen  Werthe  der  vorher  in  die  Rechnung 

gezogenen  Grtissen  auch  k^  nach  der  ersten  der  Formeln  80) 

berechnet,  diese  GrOsse  von  nun  an  in  die  Rechnung  hipebiieht, 
und  ^t  und  r%  so  bestimmt,  dass  den  Gleichungen  43)  und  44^ 
vollständig  genOgt  wird,  mittelst  welcher  Werthe  von  f%  und  r« 
man  dann  auf  dieselbe  Weise  neue  Nähenmgswerthe  dieser  Grte- 
sen  findet,  und  die  Rechnung  wieder  so  lange  fortsetzt,  bis  zwei 
auf  einander  folgende  Systeme  von  Werthen  derselben  in  der  ver* 
langten  Anzahl  von  Decimalstellen  sich  nicht  mehr  von  einmdcr 
unterscheiden,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  man  bei 
der  Berechnung  der  Grössen  fn  ft,  f%  sich  stets  der  Formeln  43) 
zu  bedienen  hat. 

Ganz  in  ähnlicher  Weise,  was  nun  eine  weitere  Erläuterung 
nicht  mehr  hedärfen  wird,  'kann  man  mittelst  der  zweiten  der 

Formeb  8())  ferner  auch  die  Grösse  grr  in  die  Rechnung  hin- 
einziehen, und  ^t  und  r«  so  bestimmen,  dass  den  Gleichungen 
37)  und  43)  mit  Rücksicht  auf  die  hierbei  zur  Anwendung  kom- 
menden Formeln  36)  vollständig  genügt  wird,  wobei  man  sich  Im 
Allgemeinen  ^mmer  ganz  eben  so  zu  verhalten  hat,  wie  in  den 
lieiden  vorhergehenden  Fällen. 

Wie  weit  man  aber  fiberhaupt  auf  dem  im  Allgemeinen  hier 
vorgezeichneten  Wege  fortschreiten  muss,  wird  immer  von  der 
Genauigkeit  abhängen,  die  man  bei  diesen  Rechnungen  zu  erreichen 
beabsichtigt,  so  dass  sich  darüber  also  allgemeine  Regeln  natür- 
lich gar  nicht  geben  lassen. 

Wie  endlich,  nachdem  man  in  der  vorhergehenden  Rachnnng 
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die  beabsichtigte  Genanlgkeit  erreicit  hat»  daim  ferner  die  nicht 
aoT  die  Lage  der  Ebeoe  der  Bahn  im  Räume  sich  beziehenden 
Elemente  derselben  sa  berechnen  sind»  erhellet  aus  }•  l^*  g^os 
▼en  selbst  und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht 


(.  14. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen ,   wie  sich  die  Elemente  der  Bahn 
bestimmen  lassen,  welche  sich  auf  ihre  Lage  Im  Räume  beziehen. 

Bezeichnen  wir  zu  den^  Ende  einen  beliebigen  Vector  und 
die  entsprechende  curtirte  Entfernung  unsere  WeltkOrpers  von  der 
Erde  respectiTe  durch  r  und  ^»  die  entsprechende  geocentrische 
Xiinge  und  Breite  dcsselbefn  durch  X  und  ß,  die  entsprechende 
beliocentrische  LSnge  der  Erde  und  Ihren  entsprechenden  Vector 
durch  L  und  Rp  endlich  die  entsprechende  beliocentrische  Länge* 
und  Breite  des  WeltkSrpers  durch  £  und  7^\  so  haben  wir  offen* 
bar  die  folgenden  Gleichungen: 

03).  .  :r::s:i*cos£cos]$,  y=srsin£cos3$,  s=:rsfai]9.    '   > 

Nun  ist  aber  nach  6)  bekanntlich: 

K^RcmL,    F=J2sinX/; 

ferner  nach  7): 

dr's^cosA,    y'B^sinX,    s'ss^tang/S; 

und  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

also  nach  92): 

Irco8£co8  3$3s  ßcosXr  -f  qcöbX» 
rsinlTcos}}  =£sin£  -f  ^sinX, 
rsin]9  =  ^tang/}; 

oder  auch,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  erste  und  zweite 
Gleichung  respective  mit  cosil  und  sinA,  ferner  mft  sinl  und 
cosl  Hulliplicirt,  «nd  dann  diese  Gleichungen  im  ersten  FaUe  zu 
einander  addirt,  im  zweiten  Falle  yfou  einander  subtrr' 
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r  sin  (£--X)cos}$  =  iZ6in(L--X)« 
reiikli  SS  Qtangß. 

Aas  den  Glelcbangen  93)  erb&lt  man  zur  Bestlmmiuig  von  f 
und  B  die  folgenden  Formeln: 

sinBs^tan^/i. 

jRelojL-h^sin^ 


8inlt  = 


96) 


reoBl$ 


•    •    •    • 


:   ^     RcoaL+QCOsX 
rcosjp 

^        Acosli-f  ^cösA* 

Die  ente  dieser  Gleichmgen  liefert  V  pbne  alle  Zweideutig- 
keit, weil  1$  zwischen  —  90<>  und  -f  90^  liegt.  Eben  deshalb  ist 
cos 33  stets  positiv ,  und  sin  ff  und  cos£  haben  daher  jederzeit  mit 
den  Zählern  der  sie  darstellenden  obigen  Brüche  gleiche  Vorzei- 
chen. Bedient  man  sich  nun  zur  Bestimmnog  von  t  der  letzten 
der  vier  obigen  Formeln»  welche  diese  heliocentrische  Länge  durch 
ihre  Tangente  giebt,  so  muss  man  rücksichtlich  der  Art  nnd 
Weise,  wie  man  £  zu  nehmen  hat,  die  in  dem  folgenden  Tablean 
enthaltenen  Regeln  befolgen,  wobei  sich  die  Ausdrücke  Zähler 
und  Nenner  auf  den  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  in  der  vier- 
ten der  vorstehenden  Formeln  beziehen: 

Zähler:    Nenner: 

positiv  positiv  0  <ff<  90<^ 

positiv  nq^iv  900<£<18(K> 

negativ  negativ  1809  <  £  <  W(fi 

negativ  positiv  S7(K>  <  £  <  36Xfi. 

Diese  Regeln  lassen  Über  die  Art  und  Weise,  wie  man  S  zu  neh- 
men hat,  nicht  die  geringste  Zweideutigkeit  zu. 

Aus  den  >  Gleichungen  94)  ergeben  sieh  aar  BestiiüBHUig  vos 
S  and  ]9  die  folgenden  Formeln : 


96)    .    .    . 


am  4lrei  §€omUi^tukem  9t6l^aektHm§€n,  JUd 

810]$=:  Mang /?» 

aiD(it— A)= — r^rr^ — » 

rcosjp 

«)»(«-  i)  = ^^^^p^ . 

taDg(£-i)=  j2eo8(L-i)  +  «* 

Diese  FoimelD  gestatten  eine  etwas  leichtere  Rechnung  wie  die 
Formeln  95);  aber  so  leichte  Regeln  wie  vorher  rückslchtlich  der 
Art  und  Weise»  wie  man  S  zu  nehmen  hat,  lassen  sich  nicht 
geben.  Ich  will  annehmen»  dass  man  sich  bei  der  Berechnung 
▼on  t  der  Formel 


sin  (£— i)  = ^  ^    ■ 

^         '  rcosS 


bediene»  welche  offenbar  die  leichteste  Rechnung  gestattet»  und 
will  d^nzufolge  setzen»  dass  B  der»  absolut  genommen»  kleinsfo» 
also  i%  nicht  übersteigende  Werth  von  £— A  sei»  welcher  der 
vorstehenden  Gleichung  genügt  Dann  ist,  wenn  n  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet»   bekanotlicb 

£  — X=2nn;-f6  oder  f-Xs=Cin-f  1)»— 6 

zu  setzen.  Ob  man  das  Erste  oder  Zweite  zu  thun  hat»  entschei- 
det sich  nach  dem  Zeichen  von  cos  (IT — i)»  welcher  Cösioos  mit 
deii  Zähler  des  Bruc^hs  In  der  Formel 

.^     ,.      Äcos(Ir— A)  +  o 

gleiches  Torzeichen  hat»  so  dass  also  das  Zeichen  dieses  Cosi- 
nus Immer  leicht  beurtheilt  werden  kann ;  ist  nun  der  Z&hler  die^ 
U9m  Bruchs  positiv»  so  muss  man 

setzen»  weil  filr 

d«t  Cositiiui  von  i—X  offenbar  negativ  sein  wfltde;  ~ts(  dig<|;»a 
der  ZlUer  dea  obiges  Bnicha  negativ,  so  moas  man 

,     .         £-i=.0i..+i)»-e    ,, 

setzen»    weil  ßir  i.!»;,* 
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der  Cosinus  voo  £^X  offenbar  positiv  sein  würde.  Wir  woUeo 
nun  zuerst  annehmen,  dass  sich  hiernach 

C— X=:2ll9S-f  0 

ergehen  habe.  Offenbar  kann  man»  S  mag  positiv  oder  negatir 
sein,  nicht 

«  =  ±2,    ±3,    ±4,    ±5,.... 

oetieii,  weil  sonst  der  absolute  Werth  von  £--1  grSsser  als  i» 
sein  wfirde»  was  nicht  möglich  ist    Wir  können  also  nur 

setzen.  Ist  nun  S  positiv,  so  kann  man  nicht  n=  +  l  setsen, 
weil  sonst  S — ls=2nit  +  S  grösser  als  2n  wäre»  und  man  kann 
also  in  diesem  Falle  bloss  n=0  oder  n=— I»  folglich 

£—1=8  oder  £— ;i=— 2»+©, 
also 

Sisl  +  e  oder  it=;i+e-.2« 

setzen;  jenachdem  nun  aber  X  +  9  kleiner  oder  grösser  als  im 
ist,  muss  man  offenbar 

SsiX  +  e  oder  e=:l  +  9^2n 

setzen«  Wenn  femer  9  negativ  ist»  so  kann  man  nicht  fi=— I 
setzen»  weil  sonst  der  absolute  Werth  von  IT— i  =  — 2«  +  © 
grösser  als  2it  wäre»  und  man  kann  also  bloss  n=zO  oder  n=-f  1» 
folglich 

fl:-.X=e  oder  ff— X  =  2«  +  ©» 

also 

£=X+9   oder  ff=X-f6-f2» 

setzen;  jenachdem  nun  aber  1^9  positiv  oder  negativ  iat»  muss 
man  offenbar 

ff=X-f  8  oder  i^l+9  +  2n 

MtiiAit  Ffmer  wollen  wir  annebmen,  dass  sic(t  n^ch  dorn  Obigen 

f— X=(2n+l)if— © 

ergeben  habe.  Offenbar  kann  man»  9  mag  positiv  oder  negßü^ 
mia,  nicht 
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«=  +  1.    ±9.    ±3.    ±4,    45,.... 

Mtzen»  weil  sonst  der  absolute  Werth  tod  £ — X  offenbar  grösser 
ab  2»  sein  wfirde,  was  nicbt  mSglicb  ist    Man  kann  also  nur 

««0,    -1, 

ftlso 

«  — X=»— ©   oder  £— X=— »— 6, 
Mgiicb 

fi=l-e  +  flf  oder  £=1—8—« 

selten.    Ist  nun  A  — 6  positiv»  so  muss  man 

£=X— e  +  w   oder  it  =  A— ö-jk 

setien»  jenachdem  X--  6  kleiner  oder  grosser  als  n  ist;  ist  da* 
gegen  i— 9  negati?»  so  kann  man  nur 

setzen.  Die  vorhergehenden  Regeln  sind  allerdings  völlig  be- 
stimmt» und  lassen  eine  Zweideutigkeit»  wie  man  i  zu  nehmen 
bat»  nicht  zu ;  aber  an  Einfachheit  stehen  sie  den  oben  im  ersten 
Falle  gegebenen  Regeln  offenbar  nach. 

Noch  leitet  man  aus  den  Gleichungen  93)  leicht  die  folgen- 
te  Gleichungen  ab: 

ircos(fi— L)cos]9=:^cos(l— Xr)-|-i2» 
rsin(C— X)  cos]9=:  ^sln(l— £)» 
rsin]9=:^tangj}; 
aas  denen  sich  die  nachstehenden  Formeln: 


») 


Sin 


cos 


sin3$=:Mang/}, 
^         '         rcos]? 

tangd-  i)  _  ^co8(A-I.)-|-l2 

eigelMB,  bei  deren  AnwendoDg  man,  wie  £  zn  nehmen  iet,  gans 
Bach  IhnKehen  Regeln  w4e  Toriier  za  beorAeilen  hat,  waa  hier 
Biebt  weifer  ttlSntert  so  werden  braBcdt 
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Nach  den  Toih^rgebeoden  Formel«  kam»  oumi  fllr  alle  drei 
Beobacbtungeo  die  beliocentriscbeo  Längen  und  Breiten 

des  Weitkorpers,   am  dessen  Bahnbestimmung  es  sich  bandelt 
berechnen. 

Wenn 

vrachsen  wachsen 

.     ,  and  respective  .     . 

abnehmen  '^  abnehmen 

so  ist  der  Weltk5rper  rechtiäufig;   wenn  dagegen 

wachsen  abnehmen 

,     .  und  respective  . 

abnehmen  '^  wachsen 

so  ist  der  Weltkörper  rfickläufig. 

Wir  wollen  nun  durch  die  Sonne  als  Anfang  ein  neues  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  a^%ft''  legen ;  die  Ebene  der  x^f 
sei  die  Ebene  der  Ekliptik ,  und  der  positive  Theil  der  Axe  te 
af  sei  nach  dem  auisteigenden  Knoten  unsers  WeltkSrpers  Uo 
gerichtet;  der  positive  Theil  der  Axe  der  ^i*^  werde  so  angenom- 
men» dass  man  sich»  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe'<ier 
x"  durch  den  rechten  Winkel  {x^yT)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y^  zu  gelangen»  nach  derselben  Richtung  bin 
bewegen  muss»  nach  welcher  bin  die  Längen  gezählt  werden;  da 
positive  Theil  der  Axe  der  7!'  soll  mit  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  %  zusammenfallen.  Bezeichnet  dann  Sl  die  heliocentrische 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  unsers  Weltkurpers»  so  haben 
wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die 
folgenden  Gleichungen : 

«isar^'cosÄ— ysinÄ, 

y  xs  :t^sin  Sl  -f  y^cosÄ» 

f  s=«^; 
also  nach  92): 

rcos£cos)J  =  jr^'cosÄ— tf^sinÄ,      .    . 
rsin£cos]$=:a'^sinA4-y^.cosA»    .      .  t ,../, 
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wirawi  «ich,  wenn  maD  x"  eHmiDirt,  sogleich  die  folgeadm  Glei- 
cbengen  ergeben: 

reio«— A)cos]$  =y, 
rfiiD)5  =  z*'. 

Btieicboet  nun  aber  i  *)  den  90^  nicht  dbereteigenden  Neigungs- 
winkel der  Ebene  der  Bahn  unsere  Weltkurpers  gegen  die  Ebene 
der  Ekliptik,  die  sogenannte  Neigung  d^r  Bahn ;  so  erbellet  leicht, 
dass  in  völliger  Allgeroeinheit 

**'=±ytang<,   also  ysJtt^'cot/ 

ist,  wenn  man  hier  und  im  Folgenden  immer  die  oberen  oder 
oDteren  Zeichen  nimmt j  jenachdem  der  Weltkörper  recbtiäufig  oder 
r^ckllufig  ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen: 

y=4:r8in)5cot/, 
Qod  folglich 

sin  (£ —  Sl)  cos  B  =  Jb  sin  }?  cot  t 
oder 

tang  t  sin  (t—  Sl)=:±  tang]S ; 

and  nehmen  wir  nun  die  der  ersten  und  dritten  Beobachtung  ent- 
spreebeoden  heliocentrischen  Lfingen  und  Breiten  SCi»  Vg  nod 
t%»  B» ;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  Sl  und  t  die  folgen- 
den Gleichungen: 

J  tang  t  sin  (£,  —  Ä)  =  ±  tangBi , 

tang  t  sin  (f ,  —  Ä)  =3  ±  tangBt ; 

in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 

Durch  Division  ergiebt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 

sin(j^  —  Sl)  __  sin Jfj  •—  cos £|  tang Sl  _  tangJSi 
sin(£,  —  Ä)        sin.iTt  —  cosf,  tangü  ""  tangB,' 

folglich : 
lüü)    .    .    tangÄ- ^^^^  ^^g^^  -cos«, tang»; * 

Diese  Formel  liefert  für  das  zwischen  0  und  360<>  liegende  Sl 
zwei  um  JSO^  v(hi  einander  verschiedene  Werthe;   welchen  die- 


W)     •     .       1 


*)  Nicbt  völlig   übtsreiostini inend  mit  der  dem  /  froher   beigelegten 
Bedeatmig. 

Tli«U  XXIX 
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»et  beiden  Wertbe  mau  es  nebmen  hat,  kann  auf  folgende  Art 
entschieden  werden. 

Zar  Berechnung  von  i  bat  man  nach  99)  die  folgenden  Formeln : 
101^  tanffi--!-     fa^"g»i      -,      fa»gg» 

immer  die  dberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem 
der  Welticörper  rechtläufig  oder  rflckläufig  ist.  Nun  erbellet  aber 
leicht»  dass  in  beiden  Fällen  die  ^wei  obigen  Wertbe  der  helio* 
centrischen  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  fQr  tangt  Wertbe 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern.  Weil  aber  t  positi? 
nnd  nicht  grösser  als  90^  ist,  so  ist  taug£  stets  positiv,  und  man 
mu8S  also  fär  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  immer  den- 
jenigen der  beiden  obigen  Wertbe  nebmen,  irelcber  tangi  posi- 
tiv liefert,  mag  nun  der  Weltkurper  recbtiäufig  oder  rückläui^ 
sein.  Hiernach  k5nnen  also  Sl  und  t  immer  ohne  alle  Zweideo 
tigkeit  bestimmt  werden. 

Aus  der  Gleichung 

sin(l4  —Sl)  _  tang 38, 
sin  (£3  —  Ä)  ""  tang  ]8, 

erb.'ilt  man  nach  einem  bekannten  Verfahren  auch  leicht  die  Forad 
102)  tangt i(i|+£i)- AI  =  ||^||ii^J tang  1Ä-«J. 

weiche  fflr  das  zwischen  0  und  360^  liegende  Sl  wieder  zwei  um 
180^  verschiedene  Wertbe  liefert,  über  die  man  ganz  auf  dieselbe 
Weise  wie  vorher  entscheiden  kann. 

Wir  wollen  nun  in  der  Ebene  der  Bahn  durch  die  Sonne  als 
Anfang  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  x^g"  legen,  und 
wollen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  or^  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  js"  zusammenfallen  lassen,  den  positiven  Tbeil 
der  Axe  der  y  aber  so  annehmen,  dass  man  sich,  um  von  den 
positiven  Theile  der  Axe  der  a^"  durch  den  rechten  Winkel  («V*) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  yT  zu  gelangen, 
nach  derselben  Richtung  bin  bewegen  muss,  nach  welcher  sieb 
der  Weltk5rper  In  seiner  Bahn  bewegt.  Bezeichnen  wir  dann- an 
irgend  einer  Zeit  das  sogenannte  Argument  der  Breite  des  Wel^ 
kSrpers  durch  V,  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinbelt : 

a:^  =  rcosV,    y^'rsrsInV. 
Eben  so  leicht  erhellet  aber  auch  die  Richtigkeit  der  GleidiirngMi: 
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weon  mao  wie  früher  das  obere  oder  untere  Zeichen  ntmmt,  je- 
nachdem  der  WeKkOiper  recbtllnfig  oder  rfleUäufig  ist    Alfo  ist: 

«^'ÄrcoaV,    y'ss  J:r8inVe6atf; 

folglich,    weil  nach  dem  Obigen 

r  coslTcos  ]9  =  ^  C08  A  —  y' sin  A, 

reinCcoaSs^sin  A  -f  y'^cosA 
ist: 

conicoBÜ  =  cos  Acos  V  ^  coa^ain  Aain  V, 
ainf  coaB  =  8inAcoaV  Jt  cos^coaAainV. 
Am  dieaen  Gleicbnngen  folgt: 

coa  V  =  coa(<— A)coa]9 , 

dt  coa  t  sin  V  =  ein  (£— Ä)  coa  3J ; 
ako: 

cost 
103)    .    .    .     ^    co8V=cos(ir— Ä^coaB, 

*  coat 

mittelat  welcher  Formeln  daa  Argument  der  Breite  aich  ohne  alle 
Zweideutigkeit  bestimmen   lässt,   weil  man   aus  den   Vorzeichen . 
seioes  Sinus  und  Cosinus  immer  den  Quadranten  bestimmen  kann» 
in  weichem  ea  aich  endigen  rouss. 

Dnter  der  Länge  unsers  WeltkSrpers  in  der  Bahn»  welche 
wir  durch  L  bexeichnen  wollen »  versteht  man  bekanntlich  die  GrSsae 

104) L  =  Ä+V, 

und  kam  dieselbe  alao  aua  der  helioeentriachen  Lftoge  d^a  aaf- 
ateigendeo  Kaotena  und  dem  Argumente  der  Breite  immer  leicht 
dveh  eiaa  blosse  Addition  finden. 

Durch  jede  einer  gewiesen  Zeit  entsprechende  wahre  Ano- 
malie e  iat  offenbar  die  Lage  dea  Periheliums  in  der  Bahn  be- 
atimmt.    Beseichnen  wir  aber  die  im  Sinne  der  Bewegung  dea 

«4* 
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WeltkOrpers  in  seioer  Bahn  genommene  angniSre  Entfernung  des 
Periheliums  Tom  auCstelgenden  Knoten  durch  P»  bo  ist  offenbar 

105).    .    .    P=:V— ü   oder   P=a: V  —  e  +  aöO^, 
jenachdem  V  —  e  positiv  oder  negativ  ist;  also  ist 

106)  ..    .    e  =  V-.P  oder  e  =  V-P+3öO«, 
jenachdem  V  —  P  positiv  oder  negativ  ist»  und 

IÖ7)  .    .    .    V=:r+P   oder   V  =  p  +  P— 360o, 
jenachdem  ü  -f  P  icleiner  oder  grosser  als  360^  ist. 


§•  15. 

Ich  will  nun  noch  zeigen ,  wie  aus  den  gefundenen  Elemeoteo 
der  Bahn  die  geozentrische  Länge  und  Breite  des  Weltkürpers 
fiir  die  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  berechnet  werden  kaiw, 
weil  die  Vergleichung  dieser  aus  den  Elementen  berechneten  geo- 
centrischen  Länge  und  Breite  mit  der  entsprechenden  beobachte- 
ten  geocentrischen  Länge  und  Breite  das  schärfste  Kriterium  fiir 
die  bei  der  Bestimmung  der  Bahn  erreichte  Genauigkeit  abgiebt 

Aus  der  bekannten  Zeit  des  Durchgangs  des  Weltkcirpers 
durch  das  Perihelium  und  der  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  findet 
man  leicht  die  seit  dem  Durchgauge  durch  das  Perihelium  bis  sa 
dem  Momente  der  zweiten  Beobachtung  verflossene  Zeit,  welche 
wir  jetzt,  wie  schon  frOher  in  §.  12  «  durch  i^  bezeichnen  wollen. 
Dann  findet  man  bei  elliptischen  Bahnen  durch  Auflösung  der  ans 
$.  12.  87)  bekannten  transcendenten  Gleichung 


die  ezcentrisphe  Anomalie  tia»  und  hierauf  mittelst  der  aus  (.  12. 86) 
bekannten  Formel 


>=V"J^:- 


tang4üa=\  riT^-twigi«! 

oder  einer  anderen  der  zu  diesem  Zweck  dienenden  bekatuitai 
Formeln  die  wahre  Anomalie  v^;  bei  parabolischen  Bahnen  er- 
giebt  sich  die  wahre  Anomalie  o^  unmittelbar  dureh  Anfltenng  imt 
aus  $.  12.  91)  bekannten  cubischen  Gleichung 

<•  =  ^  (toogir,  +  i  tang  J  V). 


aus  4rH  fftaetnirisckeH  B€o6aehtun§tH,  3Q7 

Bezeichoet  nati  P  den  bekaonten  Abstand  des  Peribelimiis 
▼om  aufsteigenden  Knoten  und  V^  das  Argument  der  Breite  des 
Weltk5rpers  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist  nach  $.  14 
107)  bekanntlich 

V»=:rÄ  +  P    oder   V,=:ra  +  P-36(y>, 

jeoachdem  o^-f  P  kleiner  oder  grosser  als  360^  ist. 

Ist  jetzt  Sl  die  bekannte  beliocentrische  Länge  des  aufstei- 
genden Knotens»  und  {  die  gleichfalls  bekannte  Neigung  der  Bahn, 
so  bat  man  zur  Berechnung  der  heliocentrischen  LSnge  t%  und 
heliocentrischen  Breite  H^  nach  103)  die  folgenden  Formeln: 

.  siii(^— ^)cosS« 

sin  V-  =± -=■ -. « > 

*     -^  coat 

cosV2=cos(£^— i$2)cosSflr  -:      ^ 

MI  dsnea  man  die  oberen  od^r  unteren  Zeichen  au  nehmen  hal^ 
jeoachdem  der  Weltkorper  rechtläufig  oder  rOckläufig  ist.  .  Aps 
der  dritten  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von 
t%  die  Formel 

tang  (jB^—  Ä)  =  ±  cos  i  tang  V, , 


T»    # 


(  »      • 


und  ans  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  zur.Berecb^ 
nong  von  St  die  Formeln 

^        _    cosisinVa  cosV« 

cos»,  =  i^^::^,    co«»a  =  eos(il.Ä)- 

Die  Formel 

tang  (£^  —  .$2)  =  ±  cos  t  tang  V, 

llsst  bei  der  Bestimmung  von  £^  eine  Zweideutigkeit  zu,  Aber 
welche  auf  folgende  Art  entschieden  werden  kann.  Ist  nämlich 
Oberhaupt  ü  ein  dieser  Gleichung  genfigender  Werth  von  S^  —  52, 
so  Ist  bekanntlich,  wenn  n  eine  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  bezeichnet, 

also 

4  =  Ä  f  t7  +  n«. 
Nun  ist  aber  Immer 
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also 

0<iß+l7+nÄ<2w, 
folglich 

—  (Ä+Ü)<ii«<2w  — (Ä+  ü), 
und  hieraus: 


WeU  nun 


n  9t 


Ist»  so  liegen  «wischen 


immer  nur  zwei  ganze  um  die  Einheit  von  einander  verschiedeoe 
Wertbe  von  n,   welche  mittelst  der  Bedingung 

«  ^         ^  % 

Immer  leicht  bestimmt  werden  kennen,  worauf  sich  dann  mittelsl 
der  Gleichung 

^fi9t\  um  it  von  einander  verschiedene  Werthe  von  S^ — Sl  erge- 
ben» und  es  sich  jetzt  also  our  noch  fragt»  welchen  dieser  bei- 
den Werthe  von  1^  —  Sl  man  zu  nehmen  hat.  Es  ist  aber  Uur» 
dass  der  eine  dieser  beiden  Werthe  f&r 

^  costsinVg  cosV, 

cos».  =  ±  ^.^(^^ -  Ä)  =  cos(fii^a) 

immer  einen  positiven»  der  andere  einen  negativen  Werth  liefert; 
und  da  nun  co8Vz%  weil  der  absolute  Werth  von]9t  °^®  ^  '^^ 
steigt»  stets  positiv  bt»  so  kann  nie  ein  Zweifel  bleiben»  weichet 
der  beiden  aus  dem  Obigen  sich  ergebenden  Wertbe  von  i^— fi 
man  zu  nehmen  hat»  worauf  sich  dann  natfirlich  auch  S%  leicht 
ohne  alle  Zweideutigkeit  ergiebt»  indem  man  Azn  diesem  Werfte 
von  S^^Sl  addirt  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  S^  bestimiit, 
so  ist  es  nicht  zweckmässig»  die  heliocentrische  Breite  ]0^  mit« 
telst  einer  der  Formeln 
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za  berechnen»  weil  diese  Formeln  es  cmentechieden  lassen,  ob 
Hl,  welches,  absolut  genommen,  90^  nicht  fibersteigt,  positlr  oder 
oegati?  ist.  Nach  99)  hat  man  aber  anr  Bestimmung  f  00  Ti%  andi 
die  Formel 

tang]$s  =  db  tang  t  sin  (£^  —  A) , 

das  obere  oder  nntere  Zeichen  genommen,  jenachdem  der  Weit- 
kSrper  rechtlinfig  oder  rückläufig  ist,   welche,   weil 

-90o<]8,<  +  90ö 
iat,  nie  eine  Zweideutigkeit  Ifisst,  wie  man  Ti%  au  nehmen  hat. 

Den  Vector  t%  erhält  man  bei  der  elliptischen  Bahn  mittelst 
der  Formel 

Ff  =  o(l  ^  ecos  tf^, 
bei  der  parabolischen  Bahn  mittelst  der  Formel 

^_        P       . 
4cosii?a** 

oad  sind  nun  wie  froher  s^^  ^g,  x^  die  heliocentrischen  Coordi- 
otteo  des  WeltkQrpers  aur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  Ist 

X9  =s  r«  cos  £^  cos  ]9s  > 
y,=:rt8in<^cos]$a,  * 

1%  srssin]^^. 

Die  heliocentrischen  Coordinaten  der  Erde  su  derselben  Zeit  sind 

Hieraus  findet  man  die  geocentrischen  Coordinaten  x^' ,  yj ,  t% 
des  WeltkSrpers  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  mittelst  der 
Formeln : 

x^zsLos^^X^,    3fa'=ya— 's»    V=*a  — ^ 

Bezeichnen  aber  wie  früher  il^,  ß^  die  geocentrische  Länge  und 
Breite  des  Weltkorpers  und  q%  seine  curtirte  Entfernung  von  der 
Erde  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist  nach  7): 

«,'=^cosa„    y,'=:e»»>n^»    V=^*angÄ; 
voiaaarieh 


360  Grün  er  t:  Veber  die  Betünnmmg  der  Bukm  eine$  Weltkörptn 

ergiebt  Die  erste  dieser  Formeln  liefert  fflr  das  zwischen  0  oiid 
360<^  liegende  X^  zwei  am  \9Kf^  verschiedene  Werthe;  &x  den 
etnen  dieser  beiden  Werthe  ist  aber  ^  offenbar  immer  positiv, 
fSr  den  anderen  negativ;  nnd  da  nun  ^  seiner  Natar  nach  nv 
positiv  sein  kann,  so  muss  man  fOr  l^  immer  den  der  beiden  io 
Rede  stehenden  Werthe  nehmen»  welcher  q^  positiv  liefert  Cebri- 
gens  aber  wird  auf  der  Stelle  auch  die  Richtigkeit  der  folgendeo 
Regeln  erhellen: 

Wenn 

positiv        positiv  ;       0    <  il  <    gO<> 

negativ        positiv    f  \     90o.<  l  <  V&OP 


negativ       negativ  f   '**'   ^^  ^'^   ]  180»  <1<  2W 
positiv        negativ  ]  [  270o  <  A  <  360<^. 

Die  Foripeln 

tang/Ja  =  ä.  =  J.  cosÄ,  =  ^,sinX, 

Uefem  das  zwischen  — 90^  und  -f  90^  liegende  h  immer  ohne  alle 
Zweideutigkeit. 

Bezeichnet  JB^  die  Entfernung  des  Weltkorpers  von  der  Erde 
ZOT  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist 

^^Hacos/?,,  also  H,  =— ^; 

mittelst  welcher  Formel  auch  K2   leicht  gefunden    werden   kaso- 


Anhang. 

Wenn  ich  anch  im  Vorhergehenden  alle  Formeln  so  weit  ent- 
wickelt habe,  rla^s  fiher  die  Art  der  Anwendung  derselben  und 
den  Erfolg  dieser  Anwendung  nach  meiner  Meinung  kein  Zwei- 
fel obwalten  kann,  so  mochte  es  doch  gut  und  zweckmässig  seio, 
die  Auflosung  der  Gleichung  57)  oder  58),  auf  die  bekanntlich  hier 
zunächst  Alles  ankommt,  durch  ein  Beispiel  etwas  näher  zu  er- 
läutern, nnd  daran  einige  Bemerkungen,  namentlich  fiber  die  ver- 
schiedenen reellen  Wurzeln,  welche  diese  Gleichung  haben  kann, 
zu  knQpfen,  ohne  eine  vollständige  Berechnung  dieses  Beispiels 
mitzatheiien ,  die  nach  den  obigen  vollständig  .ansgafiSbfleii'anly- 
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titfchen  Entwickelnogen  in  der  Tbat  als  filMrBii«sig  eracheint.  Ich 
«rSble  sa  eiDcm  soIcIwd  Beispiel  die  folgenden  Beobacbtnngen  der 
Veeta  *) : 

A,  =  174o.    7'.  33',2  L,=2I3<>.  42'.  55",8 

a,  =  173.   44.   21.3  L.=218.    33.   22.4 

1,=173.   33.   33,0  L,  =  223.    23.   15,5 

ft = + 110.  37',  24''.1  log  Ä,  =  0.0028540 

ßt=     11.    19.    42,6  log /2,  =  0.0034240 

ß,=    II.     0.   39.2  log ß,  =  0.0039670 

Ti  =4,9865208 

«,= 9,9705405  log.As=0.4711629— 4 

f^  =4,9850197 

Die  Zeiten  der  drei  Beobachtungen  waren: 

1807.  24.  April.  9».  5".  16»,5  , 

29.  April.:8. '43.    42.2        M""^«  Z«" 
4.  Mal    8.  22.    51,2    )       ''"  *^*"'' 

Uan  berechne  noo  zuerst  die  rollenden  Logarithmen: 

log«,  =0,6977105 
logt,  =  0,9987187 
{log  ^=0.6976669  '. 

log.Yj's  1,3954210 
log.  T|,9= 1,9974374 
log.V  =  1,3953338 

log. t,»= 2,0931315  • 
log.  «a* =2,9961561 
log.n*=2.0930007 

T,  =  4,9855206 
T,  =  4,9850197 

T,  - 1,  =0|000601I 
log(T,  — *,)=0>6999244  —4 


*)  M.  ■.   Theor«litche    and   praktitche  Aitroaewl«    t«i 
J.  J.  LIttre«.    Tbl.  n.    WUo.  IflU.    S.  18». 
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log  taDg/)i  =0^132347-1 
logtafigi}a=:0>3017612— 1 
log  tang  ß^ = 0,2890927  -*  1 

Iogco8^as0,9914552-I 
log .  cos  /3a«=0,9829104—  1 

log  sin  (It — A,)  =0,4973601  —  3 
log  sin  (A, —Ai) =0,9952406— 3» 
log8in(ii  — At)=0,829l796-.3 

Hieraus  erhält  man: 

log .  sin  {It — A,)  tang  ß^  =  0,8105748  -  4 

log .  810  (A, — Ai)  tang  ^a = 0,2970018  -  3» 

log .  sin  (Ai  -  At)  tang /},  =0,1 182723  -  3 

folglich : 

ain  (Aft  -  A,)  tang  A  =  ^  0,0006465094 

8in(A,—Ai)tang^  =— 0,0019815352 

sin(Ai  —  As)  tang  ^,=  -f  0,0013130229, 

wobei  ich  bemerke,  dasa  man,  was  wohl  zu  beachten  ist,  die 
Rechnnog  jederzeit  so  genau  fOhren  rouse,  wie  es  der  Gebraach 
siebe/istelliger  Tafeln  gestattet.  Bei  diesen  Rechnungen  habe  ich 
die  treffliche  neueste,  d.  h.  vierzigste  Auflage  des  Vega'scben 
Handbuchs*),  durch  deren  Herausgabe  Herr  Doctor  Bremiicer 
In  Berlin  sich  ein  grosses  Verdienst  erworben  hat,  benutzt 

Aus  den  obigen  Zahlen  findet  inan  die  Gr5sse  S,  auf  deren 
Bestimmung  man  jederzeit  besondere  Sorgfalt  verwenden  moss, 
durch  die  folgende  Rechnung: 

^0,0006465094 
-0.0019815352 
-0,0013350258 
^- 0,0013130229 
—9,0000220029 
5=0,0000220029 
logS  =0,3424799-5. 


«)  Berlin.  186e.    WeldBrnaasche  Enchliaadlnag. 
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Ferner  berechnet  man  folgende  Logaritbiueo : 

.  log  sin  (L,  —4,)  =  0,8043324—  l 
log  sin  (L, — a,)  =  0.8078521  - 1 
logsin  (Li  -  Ai)  =  0,8094751  - 1 

log  sin  (L,-i,)  =  03461238  - 1 
log  sin  (i,— iiO  =  0.8480932 — I 
log8in(I,— i»)  =  0.8494626-  I  • 

log  sin  (I»  -  i,)  =  0.8794966 — l 
logsin(L,— ila)  =  0.8820036—1 
log  sin  (Ls  —  J,)  =  0,8831597 — 1 

log  cos  (I<a  -  iy  =  0.8608679  -  1. 

Hieraas  und   ans  den   oben  schon  berechneten  Logarithmen 
der  Tangenteb  von  ßi,  ß^,  ß,  erhsit  man: 

Jj  =0,00418220  fog/l,  =0,6214048— 3 

xla=O,00450647  logi<,=0.6637402— 3 

J,=a00479617  log^,=0,6808946-3 

^=—0,00664674  logß,=0.936K{24-3, 

^,=-0,00922876  log  £^=0,9661433— 3, 

B,=- 0^)0974417  log  «,= 0.9887449 -3. 

Ci  =0,00448155  log  Ci  =0,6814283  -3 

Ci=0,00473906  IogCi=0,6756913-3 

Ci= 0,00496238  log  Ci  =0.6986900-3. 

Ferner  findet  man: 

J^  =  134»  4'.  13',4 
Idgcosz/,  =  0.8423231  —  1. 
logsiD^,  =  03664183—1 

log.  sin  i^s*  =  0,5692649— I 

logtangzfa  =  0.0140962« 

log.cos/ltcos^s  —  0,8337783-1. 
cosi^.  .3  —0.69664169. 

a 

Hieraiu  erUlt  man  weiter: 
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A  =— 0.O433D272O 
17=— 0,092744043 

-I-  04)49351323 
C=— 0.049020618 

^0,000330706 
/>==— 0,00015079986 

G  =:    0,000481505  log  C?=0,6828008-  4 

^'=—1,0785442 
Ä'=— 9.2198404 

-i-8.M12962 
C'=— 1,2181832 

:f  6,9231 130 
/>'s -0.014991266 

G'za    6,9381043  log  G>' =0.8412409 

log  Gl  =  0.1924961  —4 
loge;,'=  0.1899335—2 

log  F=3,8865153  log  F=3,8865I53 

log  €7=0,6826008-4  log  <?,  =0.1924961— 4 

log  C  =05691161  log  C;,  "=0,0790114. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Logarithmen: 

log«?'  =0.5691161 
logG'  =0.8412409 
log«;/ =0.0790114 
log  <?,' =0.1899335-2, 

«reiche  znr  Berechnung  der  Werthe  der  Fnnction 

(G'-G'u*)u T  (€?,"-  G,'«»)  V(l -«)(!+«) 

der  Gleichnng  57)  hinreichen,  wenn  man  in  dieaelbe  belieWg* 
Werthe  der  GrOase  m  einfuhrt. 

Setzt  man  nun  filr  u  nach  und  nach  die  Werthe 

0,  0;    0,  1;    0,  2;  u.s.  w.  0,  9;    1,  0; 

so  erhält  man  fBr  die  entsprechenden  Werthe  der  obigen  Functieii» 
jenachdem  man  in  derselben  das  obere  oder  das  untere  Zädkco 
nimmt,  das  folgende  Tableau: 
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a« 


■9« 


BPHBB 


Oberes  Zeichen. 


FuDction. 


0,0 
0.1 
0.2 
0,3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 


- 1,1995307 
-0.8234167 
-0,4447152 
-0,0877397 
+0,2070240 
+0,3831103 
+0,36855)4 
+0,0767771 
-0.5905709 
-1,7330146 
-3,2303915 


Unteres  Zeichen. 


FmetioD. 


0,0 
0,1 
0.2 
0^ 
0.4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1.0 


+  1,1995307 
+  1,5635887 
+  1,9056328 
+  1,2000215 
+2,4039840 
+2,4574153 
+2,2824490 
+ 1,7824633 
+0,8393517 
-0,6971294 
-^3,23039)5 


Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gleichung 

(G^  -  &u*)uT  (Gl"—  G/n»)  V^(l-tt)(l+^=  0 

swlscben  0  und  1  drei  reelle  Wurzeln  hat,  welche  zwischen  0.8 
und  0,4;  zwischen  0,7  und  0,8;  zwischen  0,8  und  0,9  liegen.  Wie 
mao  sich  diesen  Wurzeln  femer  nShern  und  dieselben  mit  jedem 
beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  finden  kann,  ist  bekannt  genug; 
wenn  nämlich,  uro  nur  bei  der  einfachsten  Methode  stehen  zu 
bleiben,  Oberhaupt  a  und  6  zwei  Mäherungswerthe  einer  Wurzel 
der  Gleichung  f(ü)=zO  sind,  und  den  Werthen  a  und  6  von  u 
die  Werthe  A  und  B  der  Function  f{u)  entsprechen,  so  dass 
f{a)zzA  und  fX]b):=zB  ist,  so  findet  man  einen  neuen  NShe- 
nmgswerth  u  der  Wurzel  unserer  Gleichung  mittelst  eines  der 
beiden  folgenden  Ausdrücke: 

Nach  der  Formel  55)  liefert  das  untere  Zeichen  ffir  v  einen 
negativen  Werth,  und  da  nun  sin  ^2  pt'sitiv  und  cos^^  negativ  ist, 
•0  liefert  die  zweite  Formel  in  60)  in  diesem  Falle  fiir  Jt^  offen- 
bar einen  negativen  Werth,  was  unstatthaft  ist,  und  uns  dllMrlie- 
rechtigt,  die  y&wiscben  0,8  und  0,9  liegende  Wurzel  von  unseren 
ferneren  Betrachtungen  auszuschliessen ,  und  uns  von  jetzt  an 
bloss  mit  den  zwischen  0,3  und  0,4  und  zwischen  0,7  und  0,8 ' 
liegenden  Wurzeln  zu  beschäftigen. 

Wentt  man  aber  snvOrderst  die  zwischen  0,7  und  0,8  liegende 


366  Crunert:  üeber  die  B€$iimmun§  der  Bakm  eines  Weiikörpen 

Wursel  dnrch  sacceasiTe  Aimabenmg  genauer  bereehnet,  imd 
daraas  daim  mittekt  der  su  diesem  Zweck  im  Obigea  entwickel* 
ten  Formeln  die  entsprechenden  Wertbe  von  Xa»  der  EntfenioDg 
des  Weltkörpers  von  der  Erde  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtang, 
und  von  ^,  der  curtirten  Entfernung  des  WeltkSrpers  von  der 
Erde  cur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  ableitet;  so  findet  man, 
dass  diese  Wertbe  sehr  klein  ausfallen.  Nun  ist  aber  klar,  dass 
die  beiden  Gleichungen  unserer  Aufgabe,  nämlich  die  Gleichungen: 

r,«  =  Ä,«  +  2paÄ,cos(L.  -^  A,)  +  ^«seclJ,«, 

die  Auflösung  ^  =  0  zulassen.  Denn  für  diesen  Werth  Ton  || 
wird  TcrmOge  der  zweiten  Gleichung  r^  =  /?«,  und  die  erste  gebt 
dann  offenbar  in  die  Gleichung 

i^Äi  TT  +  B^R^  -p —  B^R^  =  0 

oder 

Bi  *i''i  —  B«/?»i^«  +  B^R^F^  =5  0 

tiber,  was  nach  14)  in  der  That  völlig  richtig  ist  Wenn  nun  andi 
die  zweite  der  beiden,  nach  Ausschliessung  der  dritten,  noch  zu- 
lässigen Auflösungen  nicht  genau  ^=0  liefert,  so  liefert  sie  dock 
^  sehr  klein,  was  darin  seine  vollständige  Erklärung  findet  und 
ganz  der  Natur  der  Sache  gemäss  ist,  weil  die  obige  Auflusnpg 
filr  jetzt  eine  blosse  Näherung  ist,  und  also  auch  nur  nähenmga* 
weise  richtige  Resultate  liefern  kann.  Jedenfalls  wird  aber  die 
zweite  der  beiden  obigen  noch  zulässigen  Auflösungen  der  ge- 
nauen Auflosung  JS^  —  O  und  ^9  =  0  entsprechen,  %vas  offenbar 
auch  unstatthaft  ist,  so  dass  also  hiernach  bloss  noch  die  erste 
der  beiden  in  Rede  stehenden  Auf lusungen ,  nämlich  die  zwischen 
0,3  und  0,4  liegende  Wurzel,  als  zulässig  Obrig  bleibt. 

Setzen  wir 

so  ist  flir 

«^0,3260862   und   t»  =  0,32eS853 
respecÜTe 

/(ii)^^  0,0000004  und  A«)= +  0,0000003; 
also  liegt  der  richtige  Werth  von  u  zwischen 

0.326(«52  und  0,3260853 
aber  etwas  näher  bei  dem  letaleren  Wertbe,  so  dass  wir 
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IQ  setzen  haben. 

Die  weitere  Fortsetzung  der  Rechnung  hat  nun  ntcht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit,  da  dieselbe  ganz  auf  vollständig  entwick^l* 
ten  Formeln  beruhet.  Ich  will  jedoch  noch  kurz  anfahren»  was 
sich  mir  bei  derselben  ergeben  hat»  bemerke  aber»  dass  die 
Rechnung  nicht  mit  der  grussten  Sorgfalt  geführt  worden  ist,  da 
es  ja  nur  auf  ein  Beispiel  zur  Erläuterung  des  Verfahrens  ankam. 

Mittelst  der  Former  55)»  in  derselben  das  obere  Zeichen  ge- 
nommen» habe  ich  zuerst  gefunden: 

log  0=0.4609172; 
dann  ergaben  sich  mittelst  der  Formeln  60): 

logra=0»34S3141 
logMa=0,1436100 
log  ^^04350652 

ond  nach  den  Formeln  47): 

log /i  =0,6976616 
log/«  =  0,9985227 
log^=0»6976179; 

duD  nach  61): 

log  ^1=0,1238773 
Iogp,=0,14r4671; 

•0  dass  wir  also  haben: 

log  ^1=0,1238773 
log  ^2=0,1350652 
log  ^,=0,1474671. 

Dann  ergaben  sich  mittelst  der  Formeln  63): 

:r,=- 2,1603835  logari  =  0,3345309, 

y,  =  - 0,4226039  log^^i  =  0,6259335- 1« 

xi  =  +  0,273591 1  log  «1  =  0,4371020- 1 

d^=— 2,1448351  1o^dr,=0,33I3930. 

y,=- 0,4793810  Iftgya =0.6806808— 1« 

t,  =  ^  0.2734175  logt^  =0,4368264—  1 

ar,=— 2,1288614  log«,  =0,3281474» 

y,  =  -  0,5357017  log^s  =0,7289230—  1. 

u  =  ■f0,2732497  logj^  »0,4366598-1. 
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Dann  6ndet  man  mittebt  der  FormelD 

ri  =  Va:i«+yi«+a:i«  und   r,  =  V  ar,«  +  y,«  +  j^« 

fernen 

Jogr,  =0,3460137 

logr,  =0,3448184 
und   hat  aUo: 

logri  =  0,3460137 

lo^ra  =  0,3453141 
logr,  =  0,3448184. 

Mittelst  der  zweiten  der  Formeln  68)  erglebt  sich  aber: 

logii  =  0,6393653—1 

und  mittelst  der  ersten  der  Formeln  81*): 

log^  =  0,7084839-4^ 

Nun  ergiebt  sich   nach  82): 

»,  =  3080.  35'.  16",92 

and  nach  der  ersten  der  Formeln  83): 

logÄ  =  0.3995?23-2. 
Also  ist: 

i<  =  0,43587838, 
0  =  0,02509298, 

,  und ,  weil   A'^  B  ist,    ist  folglich  die  Bahn  eine  Ellipse. 
Mittelst  der  bekannten  Formeln 

Ä 


6= 


{A-B){A-^B)' 
1 


>r{A-B)(A-^B)' 


erbilt  man 


loga=:0,3620763 
log6 =0,3613555 
lege =0.7601870—2 
logp= 0,6616647. 


aus  ärH  geoeeniriicken  BwöaekhmffmL  368 

Ich  habe  auch  Doch  die  folgenden  Grössen  berechnet: 

log  **^''^^ji''^'^'^  •  ^  =  0^13609  -nO« 
log  ^12^        =0,5807336-7 

logg^         r^O,2ß57089—6 

die  letzte  Grosse  nach  der  ersten  der  Formeln  80).  Bitfi  sieht 
iiieraas,  wie  klein  die  Grössen  sind»  von  denen  hier  die  Loga* 
ritkinen  angegeben  worden  sind,  was. wir  hier  nunieiitllch  mit 
Rdcksieht  aof  die  Gleiehnngen  45)   bemerken. 

Die  weitere  Fortsetzung  dieser  Rechnungen  nach  den  oben 
entwickelten  Formeln  würde  fiir  den  Zweck»  den  wir  hier  durch 
dieselben  zu  erreichen  beabsichtigen,  äberflössig  sein  und  zu  viel 
Raum  in  Anspruch  nehmen. 


»rUte»  Kapitel. 

Ueber  die  scheinbare  Bahn  eines  sich  lun  die  Sonne 

bewegenden  Weltkorpers. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  durch  die  Sonrie  als  Anfang  ge- 
ligtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyi  halben  wif  be- 
kanntlich für  unseren  Weltkurper,  dessen  Coordinaten  in  diesem 
Systeme  zur  Zeit  /  durch  x,  y,  %  bezeichnet  werden  mögen ,  die 
folgenden  Gleichungen: 

»> ^i^+*^f=o, 

nod  wenn  nun  zu  derselben  Zeit  in  «lemselben  Systeme  die  Coor- 
^Dsten  der  Erde  dorcb  X,  Y,  Z  bezeichnet  werden,  hO  ist  gana 
eben  so :         ..  .  t. . 

ThiU  XXIX.  Sft 
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Bezeichnen  wir  jetzt  ^ie  Entfernang  des  Weltk5rpera  von  der 
Erde  dhireh  ^,  und  die  ISO^  nicht  fibersteigenden  Winkel,  wdcki 
die  von  der  Erde  nach  dem  Weltkurper  gezogene  Gesichtslioi« 
mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einscblieiiti 
durch  6»  CO»  o;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlvng  dar 
Coordinaten  offenbar: 

Xs=2l  +  PC0SÖ,    y=:F+^COSC0,     z=Z-f^cosS. 

Beschreiben  wir  aber  um  die  Erde  als  Mittelpunkt  mit  der  Li>* 
geneinbeit  als  Halbmesser  eine  Kugelfläcbe»  und  bezeichnen  die 
Coordinaten  der  Projection  des  Weltk5rpers  auf  dieser  Kugelfllcbe, 
nSmIich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  von  der  Erde 
nach  dem  Weltkurper  gezogenen  Gesichtslinie  mit  der  in  Rede 
stehenden  Kngelfläche,  in  einem  durch  die  Erde  als  Anfang  ge- 
legten, dem  primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensystene 
durch  x#  1^»  i;  so  ist  offenbar 

3)  .    .    .       rsscoBß,    9  =  cos«,    fsseosG; 
also  nach  dem  Obigen: 

4)  .    .      x=z,X+QX,   if—y+Qt^,    «=z  +  «; 

wobei  man  rficksichtlich  der  Coordinaten  r»  9>  |  bq  beierk^  had 
dass  nach  3): 

5) jr«+v«  +  f«=l. 

folglich 

und 

ist 

Aaa  4)  folgt; 


ist.  M  isti 
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abo: 

md  weil  dod  oacb  1)  and  2) 

War    a»ir  _  ^  Z     «\ 

8<«~  SF  -  *\Ä»""r»y ' 

3*1    a];z  _    /  z     X  \ 

* 

abo,  wenn  man  die  in  diesen  Gldcbungen  voricomroenden  tweiten 
DifarraUalqnotienten  entiriclcelt: 

Wenn  Tnao  die««  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

ds       ^9       9)r      d?        9^        9)t 

"^ii^^Si*  ^Si-^fr   ^di-^^JSi 

nmltiplicirt,  und  dann  so  einander  addirt,  ao  erhält  man  die  Glei- 
ehmig: 

=*'l(^-?>^'s)+(^-Ji)<'s-'|) 


372  Gruntri:  tfeter  dttBetUmmung  der  Bah»  eines  WeltUrpert 
oder 


+J 


Nach  4}  ist: 
aUo  nach  d): 

also,  wenn  wir 


12) 


setzen : 


w<|  +  i?X  +  CJf=-g 


f 


13)     ...     .      >  ilgj  +  Ä^  +  CF  =  —  gjj-» 
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aimo,  wmn  man  differentürt: 

"'s? + *ä7  +  ^  8/ +  S?  •  ¥  +  '  är  +  ^"Sr  =  ~5?  • 

....  ^ 

Wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

t^Z-fF,    fJT-irZ,    rF-4^J[ 

moltiplicirt»  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erbXit  man  die  Glei- 
chung: ' 

(4^  +  ä|+C^)(i,Z-,F) 
+  (^  P  +  b|  +  C^)(y  F-1,  JO 


oder: 


+  J  (9Z-I  F)|  +  (,Z-jrZ)  ^^+ (jr  F-i,Z)  1 1  ^ 

=  -t  (t,Z- j  F)  g^  +  (jJ:-*Z)  ^^?  +  (r  F-i,  Jf)  p ). 
Nach  I.  4)  «iod  die  GrusMD 
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^SZ      „BT     _8X      „8Z     _8F     JdX 

^Tt-^'Si'  ^'St"^^'  ^li-'^Tt 

Conctanton,  welche  wir  durch  K,  K^,  K^  bezeichnen,  und  dab« 

az    „eF_ 

„8F     „8i       _ 

« 

•etxeo  wollen,   wodurch   die   obige   Gleichung   in   die  folgeodt 
fibergeht : 

+  C(*jr+Ar,i>+Är,f) 

»/  S*?      ^%  ,  TT,  S'r'     8»f,  .  _,  Bhf      8*r. 
Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

I 

■  /»v  wr  ^  ^         wi  ÖJ^  ^        rr  8^  ß^ 

16)  .  .  r/rrij/^-Ig^.    Ü,=fg7-jr4,   C^.  =  rgj-Vj< 

und 

17) 

^8i>8»|     8j8«i>^     8f8*r     Bt  8*i    -     8r8^8v». 
'^=8«'ä?""Si('S?'  '^=S<'5?~S'S?'  '^•'=S'5?'"S?'8P 

«0  ist: 

8C7       3«j      8%>    8r,        8h      8*t   Bü,       8«v       8^ 
IF  =  ''5<*~?8? '  IT  *=  ^B^~'^'  ~Sr~'S?  ~'S? 

und 
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8»0     ^        8^      8»9 


•der 


Als«  wird  die  obige  Gr<rfcbang: 

+(Ä+g^)(jri7+FC7,  +  Zt7,) 

V 

17) 

f    jrrr    ?^^     rrr     ^^)    ziv  J^\^ 


S.  2. 

Die  GUichuDgen  der  BerQhrenden  der  echeiiibareo  Bsko  ha 
Punkte  (rt^)  in  dem  Coordioatensysteme ,  auf  welches  sich  die 
Coordinaten  r«  i;,  |  dieses  Punktes  beziehen,  sind,  wenn  Jl^  9»  9 
die  Terllnderlicben  oder  laufenden  Coordinaten  in  diesem  Systeme 
bezelehneo,  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

^^ h%    ^    hj    -    ^    ' 

S?  hi  Tt 

Durch  den  Hittelpunkt  der  Sphftre  und  diese  Berührende, 
ftlso  auch  durch  den  Punkt  (jrt^)»  lege  man  eine  Ebene»  deren 
GleiehoDg  die  alli^emeine  Form 

haben  wird;   da  aber  diese  Ebene  durch  den   Punkt  (r^f)  geht, 
io  ist  auch 
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folglich 

L(*-r)+Jtf(V-v)+^(S-j)=0. 

uod  daher,  weil  die  Ebene  durch  die  BerObreDde  in  dem  Puolrtt 
(pff)  geht,  nach  18):- . 


'di^  ""dt  ^"dt 

Au*  den  beiden  Gieichungeti 

•rgiebl  sich,  inenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnot: 


_.„_8t>     _ar, 


iV  =  6'(rg^-Vgj); 


80  dass  also  nach  Aem  Obigen 

dl«  CMeiohong  ooserer  Ebene  Ist. 

Auf  diese  Ebene  errichte. man  jetzt  im  Mittelpunkte  ^ 
Sphäre  ein  Pe^endilcel,  nnd  bezeichne  die  ISQo  nio^t  Obeiytei- 
genden  Winkel»  welche  der  auf  der  positiven  Seito  d^r  Ebe#«  ^^ 
jn;  liegende  Theii  die^^es  Perpendikels  mit  dien  positiven  Tbeiles 
der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst,  dorcfh  a,  ßj  y;  so  sind  i*^ 
GleithuBgen  dieses  Perpendikels: 

cosa      008 17      cosy' 


I  .  • 


nnd  nach  den  Lehren  der  analytiscboA  Geometiie  ist  folgttcb 

*'Ft~ht     ^dt~'Si    'di~*^^ 

cos«     ""     cosfl  cosy     ' 

'  -1  i* 
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aboy  weno  G'  eioen  gewImeD  -Factor  beielchoet : 

« 

folgKch,  mit    fiesiehuog    dor    oberen  und    untereo  Zeichen  auf 
clDaoder: 

< 

^8(t~^5I 

V(x|-.|)«+4-f|)«+(f|-|p' 

W)  .  ^  coap  =  J:     r    Q^       "^  q>       o^  a>       ;^' 


d9       9f 


\ 


V^Cr^-|)H(.|-l|)«+(f|-.?/ 


pder»  weil 


*  1  * 

'  .  !  . 

and  folgltcb  nach  5),  6),  7) 
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C08tt  =  jb 


s®'<t)*m'' 


.    v^CI)  +@)  +© 

""    V"(|y+^)%(|5)" 


oder 


S3)    .    .       /  eo*/}si:t 


V^+'§+^ 


8n     ör 

cos  7=  ± 


Deo  Pankt,  lo  «reichem  ron  dem  rorber  betrachteten  TheUe 
unters  Perpendikels,  «reichem  die  Winkel  a,  /?,  y  entsprechen»  die 
Oberfliche  der  Sphäre  geschoitten  wird^  wollen  wir  von  jetat  ao 
den  positiven  Pol  des  durch  deo  Mittelpunkt  der  Sphäre  und  die 
Berührende  der  scheinbaren  Bahn  In  dem  Punkte  ijn^i)  derselben 
gelegten  grossteo  Kreises  der  Sphäre  nenoeo.  Die  dritte  Coo^ 
dinate  dieses  Pols  ist  offeobar  cos  y,  und  da  diese  Coordioata 
onter  den  gemachten  Voraussetzungen  nothwendig  positiv  Ist,  so 
sieht  man»  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  an* 
twen  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  die  GrOsse 


8v      ar 


positiv  oder  negativ  ist. 
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{.  3. 

Die  Gieichang  der  Ebeoe  des  KrOnunaBgekreUiee  der  «chein- 
bareo  Bmho  In  dem  Punkte  {jnf})  deraelbeo  bt  {»ekanntttch  lach 
den  Lebren  der  analytiscben  Geometrie,  wenn  immer  Ht^  If,  8  die 
▼erfinderlicben  oder  iaafeoden  Coordioaten  beieichoeu: 

Bezelcbnen  wir  die  180^  nicht  fibersteigenden  Winlcel,  welche 
die  von  dem  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  dem  Mittelpunkte  dea 
in  Rede  atehendeo  Krdmmungskreises ,  welcher  natQrlich  Immer 
ein  Kreis  der  Sphäre  ist,  hin  gezogene  Gerade,  die  auf  der  Ebene 
des  Krfimmungskreises  senkrecht  steht,  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst,  durch  a|,j?|,yi;  so  sind 

y 5 


cos  ai      cos  ßi       cos  /i 

die  deieboBgen  der  in  Rede  stehenden  Geraden,  und  auf  g^o» 
ibaliohe  Art  wie  im  Torhergehenden  Paragraphen  findet  bma  m)k 
Bexiebm^  der  oberen  oder  unteren  Zeiclien  auf  einander: 

24) 
cosai  '^ 

Si'§Ä~dt'Bf 
\  Wdfl-WSflJ  '^KFfSfi-Si'SÄj  +W55-r/W 

COS^  =3 


3«r    3t3^V' 
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cos  Yi  = 
dx  8^      Stf   8*]r 

\  \§tdi*~Si'mJ  ^\Si'dÄ~Si'BfiJ  ^WSfi'~Jtdfi) 


'  r 


wo  m'ab'auch  beaierken  kann,  dass 
Vl*'3?~a**W  +V3''8/*~5/ä?y  TV8''3'"~8''8<*/ 

=i(i)"+©"-®)"ii©y+©'+(a)" 

Kar  8^     85  3^8?  8^\* 

ut. 

Die  dritte  C3oordinate  des  Mittelpunkts  des  KrilmmuDgskreises 
hat  offenbar  gleiches  Vorzeichen  mit  cos/j.  Liegt  nun  der  Mit- 
telpunkt des  KrQmmangskreises  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene 
der  xtft  und  ist  also  cosy^  positiv,  so  rouss  man  in  den  obigen 
Formeln  die** oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,,  jenachdem 
die  GrOsse        ^ 

fkisiüv  oder  negativ  ist.  Liegt  dagegen  der  Mittelpankt  des 
KrHnnntfngskreises  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  der  1^9,  vod 
kt  also  CO871  negativ,  so  miiss  man  in  den  obigen  Formetn  die 
oberen  oder  die  unteren  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  die  Grofst 

negativ  oder  positiv  isti 

Beieichnen  wir  den  scheinbaren  EÜBilbmesser  des  KrQmmungi- 
kreises,  welcher  offenbar  immer  ein  spitzer  Winkel  ist,  durch  ^> 
so  ist 

cos  ^  =  cos  dCOS«!  -f  cos  fOCOBßi  -f  COS  C5 COS /| , 

also  Dach  3) : 

cos^  =  jr  cos  a| -f  t^  COS /}|  4  ^os  7i , 

und  folglich  mit  derselben  Bestimmung  wegei^  der  Vori^idieo 
wie  verlier  nach  24): 
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88) 

*  4/  /ar  8«J)     8l>  8^\' . /ö»  85     8j  fl'irv7/^~8^     8r  8«j\» 

\  W8?~8/'S«/  A8''8/»~S?"81f"7  *V8/'8/«~8rSlr«>/ 

oder: 

26) 

cos  ^  = 

*  4  r/ar  d^     dt)  SH\\/dj  85     d}  d^y    /dj  dH     dt  d^y 

1  W a/« "" 8/ •  dfij  ^\di  Bi^^ dt' §?/  ^\dt"dfi "" Wdfi) 

Well  nach  5)  .  , 

kt,  eo  kann  man  den   Zähler  von  «in^    auf  folgende   Art  nos- 
drücken :     ^ 

./8£  8«!?     85   8^y 
\dt'Wdtdiy 

-      -     -.  1  .  /8t)  8«f     8j   8«D\» 

.  /8j  8f)r     8r  8«|\» 
+  V8<8^~8<"a/»/ 

.  /85  85     8j  8>\* 
~*^  \dt ' dt*~ Bt' dl* J 

/8J   8«ir     8r  8»A' 

,  /8r   8^     85  3*£y 
""*    \ßi'dfi~Bt'dpJ 

o^/Sv  8^1     ^  82v\/8|   8«r     dt  8*i\ 

~^^a<  •  8(«  ~  5i  •  5? Asi  •  s?  -  S<  •  8?>/ 

-  /8|  8*r     8x  8^\  /ar  8»t>     8i)  8^\ 
~ '^^.a  •  S?~  5i  •  W  V8< '  S?  ~  S  '  8«»/ • 

»  '  •  . 

-  /ar  8«D     8»  8»r\/8«>  8«j     8j  a«n\ 


V 
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md  erhilt  bieraus  zuerst  ohne  alle  Schwierigkeit  für  dieaen  Zili- 
ler den  folgeaden  Aosdrack: 

alao  ferner  den  Ausdmck  s 

8'x    a*«    a^dv     dx    ai)    a^a^. 

.  ./j9*'  .  ^  ,  3*1,3?     ,  8f  .  3«  .  8?x3^« 
folglich  nach  6)  den  Ausdruck : 

ond  daher  nach  7)  endlich  den  folgenden  sehr  einfachen  Amdmck: 

Also  isti 

27) 

sin  ^  =s 

aI  /dt  d*t)     dp  d*fy  ./dt)S*}     d}  3hty./d}  aajr     dx  iPlV 

folglich  nach  25)  t 

28) 

tang^tfss 

X     ._      ,  ■  J^)'^g)'>.®'''..  _     _^ 

odert 
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20) 

l(l)^@)^_©V 

wo  immer  dieselbe  ßestimmnng  wegen  de«  Vorseiehens  gHt  wie 
Torber. 

Mittelst  leichter  Rechoung  findet  man: 

+  «  0/  "'a^^  1,3/  •  3f« ""  3/  *  3/V 

,  ,  39       3c /ar  3«9     8t)  3«r\ 
+  ("'S/ ~  V  U '  3?  ~  S* '  S^y' 

ar  a»r,  an  .  3?^      ,3>r./3«)V  . /3lV> 

+S-3l^^a7+''a/>^a<«?W  +w< 

=*     ^S/+''3?+WV37  3?  +  gFgri  +  g?8i5j 

-!(»)+(t)'*(l)"t''S+'^+'S' 

=  !(iy+©'+(i)v. 

ood  folglich»  weDD  man 

COAiii  =  COSOCOStti  -|-  C08/}C08/}|  -f  COS/COS]^ 

•eilt,  wo  die  Bedentang  von  di  aus  dem  Obigeo  leicht  von  selbst 
erbeUen  wird,  nach  31)  and  24) : 

SO) 

\  Kw^^w&j  "Kl?S«-ß*W  +Us»»~S'a»>/ 


384  G runer t:  itetpr  dir B99timmun$  der  Bakt^  €im$  Weitkörper» 

wo  eine  BestimmaDg  wegen  de&  Vorxeichens  nicht  weiter  gegt- 
ben  werden  sol^  indem  wir  hier  nur  die  aas  der  Vergleichnng  der 
Formeln  27)  und  30)  sich  unmittell^ar  ergebende  Gleichung 

31)    • ein  ^  =  cos^i^ 

ableiten  wollten. 

§.4. 
Nach  28)  ist : 


= ±  !(!)■+©■+ ©V"- . 


oder  nach  29: 


=±i(l)"+©'+(l)V..-; 

wo  wegen  der  Vorzeichen  die  folgenden  Bestimmungen  gelten: 

Wenn  der  Mittelpunkt  des  Knlmmungskreises  auf  der  positi- 
▼en  Seite  de^  Ebene  der  pi)  liegt >  so  muss  man  das  obere  oder 
untere  Vorzeichen  nehmen»  jenachdem  die  Grösse 

positiv  oder  negativ  ist;  wenn  dagegen  der  Mittelpunkt  des  Krfim- 
mungskreises  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  der  p)  liegt,  »o 
muss  man  das  obere  oder  qntere  Vorzeichen  nehmen ,  jenachdes 
die  GrOsse 

dt '  Bt*  ~  dt '81» 
negativ  oder  positiv  ist 
Nun  ist  aber  nach  11) 

/X     x\.Bf      8d, 
VÄ»'~r»y  ^^8* ""^87^ 


ata  ibrei  §«octntrHeken  Beobaektunfen.  385 

also  aadi  4): 

1  Ab  Am  Av  A>  Atft  Av 

Folglich  ist  nach   dem  Obigen,  mit   derselben 
wegen  de«  Yorzeicbens  wie  yorher: 


±.<g)"+0+a)v 


eotii 


Führt  man  jeiit  in  diese  Gleichung  fiir 

O*  2^  21m  2W  f\»M.  Am 

0}        C^  0)t        <7  v9         Q»     • 

^a^^aJ'   ^3<""'Si'   ^§i^^ 

Ihre  ao«  den  Gleichungen  21)  sich  ergebenden  AosdrOske  ein,  so 
ergiebt  sieb  Folgendes: 

Wenn  die  Grösse  , 

.      ,t    ■  •  ■        •  •  ! 

positiT  ist,  so  Ist 

■  ■ 

■U  der^efben  BestinuiHiDg  wegen  dea  Vorseiehena  wia  ..vocber. 

nagaÜT  ist,  so  Ist 

Tk«a  XXIX.  IS 
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'  /    1  1\  * 

=  ^*( 5»  ■"  rO  ^^^®* «  +  F cos p  4^  icos y)p 

mit  dWs^lben  ße^timlAang  kegem  ^H  Yok^eieHdns  #te  vorher. 

Bezeichnen  wir  die  scheinbare  Entfertung  des  {positiven  Poli 
des  durch  deo  Mittelponkt  der  SphSre  uifd  die  fierflhrende  der 
scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (jr^)  derselben  gelegten  grdee- 
ten  KreSses  fter,  Sphäre  ton  der  Sonnd  durch  2>*  do  ist,  weil 
offenbar  —  X  —F»  — Z  die  Coordlnaten  der  Sonne  in  Beug 
auf  die  Erde  als  iknfaog  sind,  wie  sogleich  erhellet; 

cos  I/=  —  -ncosa  —  «  cos  p  —  -R  eoBf, 

* 

also 

1l  OOS^Ct -f  F  cos /3  ^  Z  CDS  )f  =:±  —  it  COA  Z>» 

was,   in  die  obigen   Gleichungen  eingeführt»   xn  dem   folgeiidM 
Resnltote  ßihrt: 


Wenn  die  Grtttoe 


dtf       dx 


positiv  ist,  so  Ist 

•  t  ÖD" + ©■ + (1)1 = T  *"«(i^-i)^^~.ft 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorseichen«  wie  yorber. 
Wenn  die  Grösse 

negativ  ist,  so  ist 

mit  derselben  Bestfanmung  wegen  des  VorseMMM  «I4e*t#kl6r. 

Beselchnen  wir  die  Geschwindlffkoit  des  WeltkdrpofS  In  sei- 
ner sehebbaren  Bahn  in  dem  Pmune  Cr^f)  domolben  dnrch  V» 
so  ist  bekanntlicfc  t 


am$  är$i  ^$oc€miH»ck0m  BsüöadUimiem.  9gr 


»•=©■+©" +(!)•■ 


waa  sn  dem  folgenden  RMOltate  Sühttt 
.     WMa«eGrSMe 

positiv  ut,  so  ict 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorseichens  wie  vorber. 

WtaD  die  GrSMe 

.31»     Jx       ' 

■wgatiT  ist,  so  ist 

^»«  =  ±*»Ä(^,-i)tang^co8X), 

bU  derselben  BeetimmiiDg  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

Eile  weitere  an  sich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unter- 
liegende Discnssion  der  Regehi  fnegen  des  Vorzeichens  fuhrt  nun 
^  la  dem  folgenden  Resoltste; 

Es  l8«.«ligfite«ti 
32).    .    .    ^J»«r=i**Ä(^-J)tan8-rfoisÄ, 

Qod  wegen  des  Vorzeichens  hat   man  sich  an  die  folgenden  ft^ 
g«hi  zu  halten. 

Wenn  der  Mittelpunkt  des  Krfiniinnngsfcreises  auf  der  positf* 
VM  Seite  der  Ebene  der  jrt^  liegt,  so  muss  man  das  obere  oder 
vntere  Zeichen  nehmen,  jenachdero  die  GrOssen 

QB^eiche  oder  gteiche  Vorzeichen  haben. 

'  WbuM  dar  MÜttlfrailkl  des  Krifmnrasgskneises  «nf  der  nega* 
I^VMr  Sehe' der Eheile  det  jrf  liegte  se  mnss  im»  das  ebene  edet 
untere  Zeichen  nehmen,  Jenacbdem  die  Grgssrt 
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dp        Sx  ,     Bx  dhf     dn  3H 

gleiche  oder  ungleiche  Vorsieichefi  haben; 

Beieichnen  wir  die  scheinbare  Entfernung  des  W<»ltk9fper« 
von  der  Sonne  durch  D»  so  bt 

r»  =  Ä«  —  2Rqcob  D  +  ^», 

und  die  Gleichung  32)  wird  also: 

—  j.  it^fttang^coSiP  {  ]_       1 J 

^""*  V*  Ja»  "^  (ß*— 2Ä^cos3e>  +  ^«)lt 


oder 


Q ifc*taagz/cosD   .     1 


[l-2jcosJ)+(jJ]l 


Setzen  wir  aber 


33) ^scosD-f  usinlD 

und  der  Kurse  wegen 

^,         ^taPg/f€08/> 

so  wird  die  vorstehende  Gleichung»  wie  man  leicht  fiadet: 

also: 
•iicN  >  •«Äi/i  T-  co8^+¥sin© 

*^^  •     •  (r+t?)*~^^  ^^ — b — "^' 

oder : 

I  einffis 


}•  5« 

Wtr  woUett  nuft  aeigea»  wie  man  sieh,  det  im  Verbetgehtodan 
•alwickelten  Formeh  mir  Bestimmung  der  wahren  Bahn  de^  Wall- 
körpers bedienen  kamk 


au9  drei  geoctntriwekmg  ßsoöaekHmi^n.  8BV 

Weoo  BMI  sich  im  BesUs  #iiior  grDsaereB  Anialil  dorcb  kltriti« 
Zeitintenralle  vod  einander  getrennter  Beobachtungen  des  Welt^ 
k5rpers  befindet«  so  kann  man  immer  mittelst  der  bekannten  In- 
feq>olattonsmethoden»  Aber  die  oatfirlich  bier  nicbts  weiter  zu  «agen 
ist,  die  seheinbaren  Coordinaten 

jr^cosdy    9  =  cos»,    ;  =  «5 

im  Allgemeinen  als  Functionen  der  Zeit  i  darstellen,  mit  desto 
gr5sserer  Genauigkeit,  je  grösser  die  Anzahl  der  dabei  benutzten 
Beobachtungen  ist,  und  je  genauer  dieselben  sind.  Das  Coordi- 
•atensystem  ist  hierbei  ganz  willkflbrlicb,  und  es  ist  ganz  gleich- 
gfiltig,  welehe  der  drei  Fundamentalebenen,  die  man  bekaflntlicb 
io  der  Astronomie  benutzt,  den  Beobachtungen  zu  Grunde  gelegt 
wird;  Denn  sind  Oberhaupt  L,  B  die  durch  die  Beobachtungen 
bestimmten  polaren  Coordinaten,  so  ist  allgctmein; 

jr=5  coadss  cosLcosB, 

t^  =  cos  (D  =  sin  L  cos  B, 

f  ss^  cos  Q  =  sin  B. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  f,  p,  }  durch  allgemeine  For- 
meln als  Functionen  der  Zeit  t  dargestellt,  so  kann  man  durch 
deren  Differentiation  auch  allgemeine  AusdrQcke  der  Differential- 
qaotienten  der  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  t  erhalten, 
wobei  man  nur  bis  zu  den  dritten  Differentialquotienten  zu  gelten 
nOthig  hat 

Ist  man  nun  aber  auf  dem  Wege  der  Interpolation  zu 
diesen  allgemeinen  Ausdrücken  der  seheinbaren  Coordinaten 
und  ihrer  Differentialquotienten  bis  zu  den  dritten  als  Functionen 
der  Zeit  gelangt,  so  kann  man  mittelst  derselben  diese  sdiein- 
iiaren  Coordinaten  und  ihre  Differentialquotienten  flir  jede  beliebige 
Zeit  i  iMredMeD,  wozu  man  flbrigens,  wie  aus  der  Natur  diteer 
IntetpolatieBs-RecbBiMigen  von  aelbBt  hervorgeht,  am  besten  die 
mSglichst  in  der  Mitte  zwifcben  den  Zeiten  der  benutzten  B^lir 
aditiingen  liegenden  Zeiten  wählt,  und  findet  dann  durch  Auflö- 
suDg  der  drei  linearen  Gleichungen  13),  in  denen  X,  F,  2/  die 
dereellien  Zeit  entsprechenden,  natfirlicb  als  bekannt  zu  betrach- 
teoden  Coordinaten  der  Erde  bezeichnen,  die  drei  Grössen  A,  B,  C. 
Da  sich  nun  voraussetzen  iSsst,  dass  man  für  die  Erde  die  drei 
in  16)  durch  K,  £i,  K^  bezeichneten  Constauten  kennt*),  so  kann 


*)  Die  lor  Berechnong  dieier  ConiUoten  erforderlichen  Forpisla 
nsd  In  1. 10*)  and  I.  48)  gegeben,  wo  diese  Conitanten  für  Jeden  belie- 
bigen Weltkörper  dnrch  C,  C|»  C^  beseichDOt  worden  find« 


4 .  t 
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mn  mlttetot  dtr.  Foraiol  17)  aneh.  d#o  4tt  Zeit  t  — topfathtndea 
Wertb  des  DtfferenfialqaotieDten   -gr   berechnen. 


Well  nun  oach  12) 


A,  =  4 


ist,  «a  ist 


und  rylglicb,  weil  ferner  nacli  12) 

5?  =  («-;•)* 


ist,  weon  mao  zi^elA 


^=i^* 


81 
setzt: 

.«•  +  2^  =  4(^-5), 

adüof 

37)    ....    .    ^=Ä-i(^  +  2^), 

mittelst  welcher  Formel    die  Entfernung  r  des  WeltkOrpers  von 
der  Sonne  xar  Zelt  t  berechnet  werden  kann. 

-     Ferner  Ist  oesb  \S)i 
38) Ci?«=*"rpr— ;Ri)» 

mitteist  welcher  Formel  nun  auch  die  cortirte  Eotfcraung  q  du 
W«lft5rpeits   von   der  Erde   sor  Zeit  i  geAinden  werdeo   ksaft 

Fährt  man  in  diese  Formel  den  Wertb  toq  -^  aus   37)   ein,   •« 
erbSIt  man: 

39)    .    .    .    .     C^  =  Ä-i(^+2^-^,* 

mittelst  welcher  Formel  q  unabhängig  von  r  gefimden  wird« 

Bexeichnet  endlich  JÜ  die  wirkliche  Entfernung  des  WeKU^ 
pers  von  der  Erde  zur  Zeit  U  so  ist  offenbar: 

4Q) KssfsecB» 


wo  B  nüttelflt  der  am  dem  OMgfo  tekaonleo  Formel  6iaB  =  | 
gefondeii  wird,  weon  iiese  Grös«e  nicht  schon  bekanot  sein  sollte. 
Aach  ist  oleobar: 


41)    .    .     .    »  = 


litteist  weicher  t^Vmiel  H  ans  }  und  q  leiqht  gefimden  v^^rden  Icann. 


weitere  Berechniing  der  Elemente  der  Bahn  braucht  nach 
den  in  zweiten  Kapitel  g^gebeoeo  ansßlhrliebea  fintirickelangen 
natflriich  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden. 


5.  6. 

Wenn  nur  drei  dqrcb  qlcht  grosse  Zwischenzeiten  von  ein- 
ander getrennte  Beobachtungen  gegeben  sind,  so  kann  man  n&he- 
nmgsweise  den,  durch  die  den  drei  Beobachtungen  entsprechenden 
Projectioden  des  WeltkOrpers  auf  der  Sphftre  bestimmten  Kreis 
der  SphSre  akr  den  Krfiromungskreis  der  scheinbaren  Balm  tn  der 
ndttieren  der  drei  in  Rede  stehenden  Projectionen  betraehtenl 
wdehes  die  €hrundan8icht  ist^  auf  der  die  ganze  fol^ude  Methode 
der  Bestimmung  der  wahren  Bahn  beruhet. 

Wir  wollen  die  den  drei  Beobachtungen  entsprechenden 
scheinberai  Cootdineten  des  Weltkörpei»  durch 

beseichqeA«^    Skid  die  derch  die  BeKAaobtpjigeiB  bestimmten  po- 
laren Coordinaten  des  Weltkorpers 

so  ist: 

ix  zzlcobL  coaßy    9  =8in£  cosß,    }  :=:sinB; 
)Ci  =  cos£iCosffi»  1^  2=sin£ieosAi,  f|=si«^i; 
Xs  =  cos I^acos^t»  9i ^  «n I^eos jBb,  h«:Jsin B^. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Gleichung  der  dtffoh  die  drei  Punkte 
(P9f)9  (fi^ih)»  (Xa9tH)  bestimmten  Ebene  des  KrOmmungskreises 
der  scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (Xil^ifj)  detsetben  durch 

so  ist: 


30S  erunert:  O^n  dU  Batümmp  4er  Bmkn  tum*  WeltUrpen 
worMis  sich  leicht  «rgiebt,  dass  immer 

A  ar—lKfi -?,)—»,(?,— f)—t>«Ö—h). 

ß=      ^fi  —  h)  +  )fi(h— f)  +  )f>(f  -  ii).  .   .. 

C  e  —  (jri>,  —  Vi ) — Ofi«>» — Vifii)  -  ()r«V  -  lÄJf). 

geseilt  werden  kanD,  wobei  man  auch  noch  tu  lieroerken  hat,  daw 

E  =  -(Ajc   +Bv  +Cj) 
=  -(A)ft+B»i+Cn) 

ist,  80  dasa  aUo  E  immer  aus  A,  B,  C  leieht  gefaodeo  warto 
kaoo;  und  fährt  man  Dim  in  jdieae  AuadrQcIce  fär  die  a^rheinlMmB 
CcK>rdiiiateii  ilire  ans  42)  bekaDnten  Aoadrflcfce  durch  dia  beohadi- 
teten  polaren  Coordinaten  ein»  so  erhfilt  man  nach  leichter  Rech- 
nong  die  folgenden  Formeln: 

A  =  -*2sinIr  cosB  sin\(Bi^B^eoB\iBi+ß^ 

—  2ain £|  cos  ^  smKB^^B)  cos i(£^ -f- B) 
>-^2tftnL2COBB^sml(B'^Bi)cos\(Bi'Bi), 

B=:      2cosX  coSiB  sioK^i— ^9)cosi(i^  +  ^t) 
4- 2  cos  £|  cos  jB|  sin  U^s  —  ^  cos  i  (fi^ -1^  A) 

•f  2cosI^cosi^sini(f— A)cos4(fi+A)> 

Cai  sin(£  — /ii)coa A  cosl7| 
+  Sil  (Li^^L^  cos  Bi  cos  B^ 
-f  sia(I^— Xf)  cos  ifitcosf, 

B  =  — siii(A*~^^uiAcosl^iCiOsi?s  t:^  • 

—  sin(£2— X)cosi?sinA|CosSs 
—sin  (Xr—  JL|)  COS  B  cos  ^  sin  ^.^ 


I    I 


•rir  4li«ltMiMgM  4m  VQiiiJ«ia.ll|ttMpukle  der 
SpIribeiMifidie  Ebeae  dag  KrttnmnDgiikgeUe«  a^okiücbt  gftioa»pm» 
Germdeo  durch 

M   • .    :y  ■    .     $  .  . 

cos  k       cos  fA       cos  V 
so  bt  aach  den  Lehr^o  der  nmljrtisclien  Geometrie: 

A    ^    B  C 

COS  il         cos  fA         COS  V 

woraus  oian  mit  Hfilfe  der  bekannten  Gleichany 

C08X*  +  C08^*+C0SV*=  1 

#  

aogleicb  die  folgeod^a  Formelo  erhält:, 

A 

AA^  J  B 


I 
f 


^^^'^^V^AHB^  +  Ö*' 

b  denen  die  oberen  und  unteren  2^iehen  sich  auf  einander  besiehen. 

Setst  man 
» 
45)    cos i  =  cos  9cos  52,  coHfi  =  sin  Ocos  A,  cos v  =  sin  A; 

ad  ist:    -  •,..:.., 

^ cosjii    tangiS^ cos»    tangier e<»gy ; 

^^  cosi'   cos«  "^toiX*    sin©  ~cos^'''  ' 

und  sur  Bereclinung  von  B  *  und  Sl  hat  man   alM  nach'  44)  die 
folgenden  Formeln: 


D  C  C 

46)    .    .    tinige=:^»  tangA=^cose=gsine*). 


*)  E«  genagt  hierbei,  für  B  dien  einen  swiecheo  0  an4  180^  lie- 
gendeu  Winti  dIeeM  Wiid^el*  sn  «eties,  weither  4er  ereleä  GMchniig 
In  4Q  genagt,  aa4  4ann  liir  Q  4le  swei  swiechen  0  an4  880^  liegenden 
Werlhe-dleaee  Winkele,  weldie  den  swei  letsteä  CBelchasgen  ia;46)  ge- 
'■Agea«  BeMichnell  8b4  6  4ea  eiden  in  Beie  ■tefeendsn.^l^^ftUifQ^  .# 
«a4  ü  4is  beiden  Sa  Bede  «teMnden  Wertbe  Ton  i;)«;v>i«t.e«fiep|licl|^|. 

ceeA=:coedeoei2,  coe^  =  einAeiMl^,  desk^sssiail..    i  ;.;i.  / 
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'    8«MhhaM  man  dfo  C««rdlMitMi  ^im  MHMpraieip.'dM  ■rfm- 
wnittgifcrolses  doMli  JPi,  ^i,  Si»  «o  bat  laaa  a«  4ares  llatfii 
die  Gleichungeo: 

cos  A         cos  fi         COS  V 

aus  denen  sich  sehr  laiclit  die  folgenden  Forroeb  ergehen': 

EcosA 


»i  =  - 


A  cos  il  4*  B  cos  fi  -f*  C  cos  V ' 


17^  /   »  —  Ecosft 

47}    ...    ^  V,-      Acosil+BcosfA-i-Ccosv' 

^ Ecosv  . 

^'^      Acosl-f  Bcos^-f  Cc#s  V  * 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

AE 

**'^""A*+B»+c:*' 

Ana  dem  Vorielchen  von  9|  ergieht  sich  unmittelbar»  ah  te 
Mittelpunkt  des  KrOmmungskreisea  auf  der  positiven  oder  auf  to 
negatiren  Seite  der  Ebene  der  X9  Uegt. 

Beiaicbnet«  wie  froher  J^  jetzt  ^i  den  acbeinlMirep  Hilb- 
messer  des  KrOmmungskreisesy  so  ist,  wenn  man  in  den  folgende« 
Formeln  das  Zeichen  Immer  so  nimmt,  dass  cos^i  posltir  wird: 

48)    •    .    .    cos^|=jr|CosA-|-9|Cosfft-f  ;iCosv 
oder: 
48>   ceail|mcoaiooaX|eoal^-|*cosfMbX|eoaJ%>ee«y«iQA* 

DoKb  den  MHtelpnakt  der  Sphire»  dea  Punkt  (^mih)  ^ 
^M  dnreb  den  Mittelpankt  der  Sphäre  gebeade  Perpendikel  aaf 
de^  Ebene  den  KiOmninngelcrrieea,  deaaen  Gleicbnngen  nach  d«9 
Vorhergeheiiden  iMbanallieh 


COS  i       cos  fft      cos  t^  ^ 
sind»  lege  mao  eine  Ebepe,  ^eren  Gleicbang 

sein  mag;  so  ist: 

Aii:i+Bi9i+C,}i=0, 

Ai  cos  A-|-  B|  cosfi  -|-Ci  cos  V  c=  0; 

troraus  sich  leicht  ergiebt,  dass 

* 

!Ai  =  9j  cos  V — }i  cos  fft» 
Bi  s  iiCosA-^jTi  cosn 
C|  ^  jTi  cos  ^  —  t^i  cos  A 
gesetzt  werden  kann. 

r  • 

Die  Gleicbang  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  und 
den  Punkt  tfit^ih)  gehenden»  auf  der  Torhergebenden  Ebene  senh*- 
recht  stebsAdeii  Ebene  sei; 

seisic  '-^ 

Aill+B|»  +  C|€=0; 
worans  sich  leicht  ergiebt»  dass 

folglich  nach  50): 

«=  friH^iHh*)  cos  i— iTj  fri  cos  i  4-  9i  cos  fft  -I-  f  I  cos  ¥), 

m 

B==friH%Hli^c«»f«--»iQfi^«^+%coBfft+fiCosir), 
«=ÜCiHih*+Ji*)cos  v-fiOfi  cosi  + 1^  cosfft + h  cwi  tr); 
also»  weil  MaoHtUeh 


*)  Welche  Zeichen  in  den  Fomieln  fnr  coeit»  coe/«,  coe  r  genomneii 
werfcn »  fit  hlsvBei  und  lu  r<rtg enden  gsns  ^elc^[iMg« 
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ist: 

S=cos  i/L  —  9x(^i  cosit  -1-  9i  cos  fA-l-fi  cos  v)» 
<f  scosv — fi(ri  cos  X  +  i^  cosfi  +  fi  cosv); 
wo»  wie  man  leicht  mittelst  42)  und  45)  findet: 

53) riCosA-fPiCos^-l-^cosi' 

= sin  Bi  sin  Si  -f-  cos  (L|  —  S)  cos  Bi  cos  A 
i«t;  folglich  auch; 

64) 

> 

||=cosOcos  52— cosLi  cos^i  (sinf |  sin  A-f  cos(£|~0)  cos^i  cosA|, 

B  =  sinOcosA— sinZiCOs  Ai  {sin^i  sin  i24-cos(Lj — 9)cos  Ai  cosill» 

<  »  sin  A--jiiiiiBi  (sinf  1  sin  A  +  cos  (L|  —  6)  cos  ß(  cop  A}; 

welche  Fonneln  man  noch  auf  Terschiedene  Arten  ^transfbrmireo 
könnte. 

Vie  Gleichungen  des  auf  die  vorhergehende  Ebene  ia  des 
Mittelpunkte  der  Sphäre  errichteten  Perpendikels  seien 


COS  X        cos  u!       cos  i/ 


so  ist  auf  ganz  ähnlicheJkrt  wie  vorher,  mit  Beziehung  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

cos il^  =  dt '  /    ^    ^^' — zz.» 
65) {  cos|i'=db 


'     > . 


'"'''^'^vWWW 


oder: 

66)  .    .    tauge's^,  tangA'=|cose's|«iii«' 
und 

67)  cos Vssoes V cos  A'.cosfft'sspin 9^  cos  A'»ooe V»siQ A'. 


Ffir  den  aof  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  m  liegende» 
Theil  des  so  eben  betrachteten  P^endilcels  ist  cosv'  offenbar 
positiv,  und  sollen  also  die  Winkel  l\  ^\  v'  sich  an(  diesen  Theil 
miaers  Perpendikels  beziehen»  so  mtfss  man  in  den  Formeln  65) 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen ,  jenachdem.  die  CrNüss« 
(  positiv  oder  negativ  ist  Dies  vorausgesetzt,  ist  nun/ wenn  Z>| 
je^t  für  die  zweite  Beobachtung  ganz  dasselbe  bedeutet  ^ie  D 
in  S«  4.,  ond  JT^,  Y^,  Z|  und  R^  die  Cöordinaten  der  Erde  zur  Zeit 
der  zweiten  Beobachtung  Rlr  die  Sonne  als  Anfang  ond  ihreEnt- 
femaog  von  der  Sonne  flir  dieselbe  Zeit  bezeichnen: 

^«.                    ^           Xi  cos  l'  +  Fl  cos  li'  +  Zt  cos  v' 
5^    ,    .    cosl>j= * ^ — ^  ij         — » 

ndttelst  welcher  Formel  />|  gefunden  werden  kann,  indem  die 
Grossen  Xi ,  Vi ,  Z|  und  Ri  natflriich  als  bekannt  voralisa«* 
setzen  sind. 

*  « 

Durch  Interpolation  wird  man  nun  aus  den  drei  Beobacbtiin- 
gen  leicht  allgbtneine  Ausdrücke  der  scheinbaren  Cöordinaten 
tnch  die  Zeit,  und  daiaus  d«nn  die  Werthe  der  Pilerential- 
quetieiiAeik 

•ftri     Sth    ^     „„j      8^1     8^1    3*h 
Sr,'  Sil'  S^     '*"''      S^'  ^'di[^ 

berechnen  können.  Dann  kann  man  aber  auch  die  Geschwindigkeit 
berechnen  und  die  Vorzeichen  der  GH^en  :  >  f.) 


^  8«H       ^  ft^i     „^A      ^1   ^^     ^1  ^» 


,.u 


bestimmen. 


Bezeichnen  wir  endKeh  die  scheinbare  Entfemmg  4es  Welt- 
kSrpers  von  der  Sonne  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  durch 
1^1,  so  tot 

59)    ....    coslP|2=— g- • 

md  wir  haben  also  jetzt  alle  Data,  velc^ie  erforderlich  ßind,  tun 
Ar  die  zweite  Beobachtung  die  Gleichungen 
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M^n  zu  kDimef».  . 

Aua  der  letzten  Gleichung«  in  die  man  noch  auf  ähnliche  Art 
Yv}e  in  11  $..li.  eine  neue  mittelst  der  Formel 

t..i  .     .       •  '  '1 

zu  hestimmende,  zvmchen  0  und  1  liegende  unbekannte  Gross« 
«I  einführen  könnte»  was  wir«  als  keiner  Schwierigkeit  unterlie- 
fimd.  ufid  au«  II«  §«  11«  Mcaaot»  hier  nicht  weiter  erl&utecn  wollen. 
fiMlet.man  ui,  imd  dann  fi  und  n  mittelst  der  Ffrmehi: 

1  ^  =  Ai  (cos  Dl  +t«i  sin  Di), 
6Q)    .    -    .    .      I  _        _ 

f  r^  =  V  ß,«-^2i^^i  cos  Dl  +  PxV 

Wte  mftn  hieraus  weiter  die  filemenle  findet»  Isl  bekannl 
braucht  nicht  noch  einmal  von  Neuem  erläutert  zu  werden« 


Anhang. 

Mittelst  einiser  Rechnung  und  Zeichnung  kann  man  beur- 
theilen,  ob  zur  2(elt  Jkt  zweiten  Be0biichtuQg  die;  Entfernung  des 
WeltkOrpers  von  der  l^onne  grösser  oder  kleiner  war  als  die  Ent- 
fernung der  Erde  von  der  Soenes 

Zu  dem  finde  tiehnift  ich  fein ,  dass  inan  aus  den  gegebenen 
scheinbaren  </oOrdlnaten 

d«s  W«Ukarp«ff»  die  GtAmw  A,  B,  €  laittoWt  4»t  Ftuna^ 
B  =     r(h  -  J.)  +Ä^äb  -  J) + r«Ö-h). 

c  =—(jtih—m)—OtiP*-'Vtr^-(t%v—v^) 

Es  —  (Ajr-|-B«-|-Cf)s-KAA-f  Bvi-f  ^i)Ä:-(Aib-f  B9.<|-Ch) 


am  fk&i  §ioetniri9ekm  Beoh4Kkiun§en^  *  flW 

Wrecbn^  h^h^  «ta*  toiMt  Scbvviarigkeit  nickt  mtortUp^    * 
Nach  Ul.47^)'i8t 

md  8^  M  ttto  iM»8Wr  «der  oegativ,  d.  k  dar  MitMpiNiftt^diM 
Kl  ili— migjfcrtteao  li#gt  auf  <l«r  p«iMf«n  öder  negatifin»  StiHa 
der  Ebea«  dai»in^,  jenaohdem  dl^  GrOssen  C  und  E  aDglefebe  oder 
gleiehe  Verseichen- haben. 

Nimmt  man  nun  in  den  Formeln  Ü)  die  oberen  Vorzeichen, 
was  bekaontiipb  ver^tattot  i«t*),  so  ist  nach  52)»  wie  man  leicht 
findet: 


•  / 


"  Va'+B'+c« 

^      C^(Ay.  +  Bi>,-fCf,)h. 

alao  nach  dem  Obigen: 

A+En        ^.'         B^^Ey,  tf  C+Ef,        . 

*~Va«+b«+c«         Va«+B»+C**        Va«+bhc*' 

and  C  iflt  alao  posknr  od«i  ttegatir,  jenaalidM*  C  4'  Eh  -pwili» 
oder  Dcgatir  wi 

Nach  56)  und  58)  ist 

also  Bach  den  Voriierg^nd«!) :        .      ,    t         ' 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt»  jenachdem  C 
d.  b.  nach  dtoi  OUgan  C^-Eh«  pömtir  odoraegativ  ift  Folglich 
hat  cobZ>i  mit  der  GrOsae 

AJTj  +  BFj +  C2i+E(X|ri  +  n^  +  2|h) 


^  M.  «.  dl«  Hole  aaf  a  i»6. 
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angleiche«^  oder  gleiche«  VerielcheOt  jenvehde»  C^-'Eh  petitif 
odr^  Begati?  ist. 

Mit  HQlfe  der  scheinbaren  Coordinaten 

eder  hesser  nft  Bfilfe  der ,  mehr  als  bloss  drei  Beobachtmigen 
eiitsprecbeDden  gleichnamigeo  scheinbaren  Coordivileii»  kaoA  na* 
mm  leicht  eioe  Zeichoung  der  Projeotion  der  scheinbaM«  Bahn 
auf  der  Ebene  der  jr^  entwerfen.  Verbindet  man  daiio  «die  Ead- 
pnnkte  der  Coordinaten  S\  und  9j  mit  einander  darch  eine  Gerade 
und  zieht  durch  den  Punkt  OTiI^j)  eine  Berfihrende  an  die  in  Rede 
stehende  Projection  der  scheinbaren  Bahn  j  so  kennt  man  !n  den 
trigonometrischen  Tangenten  der  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel» welche  die  auf  der  positiven  Seite  der  Aza  Aet  %  liegeodeD 
Theile  dieser  beiden  Geraden  mit  d<em  positireo  Theile  der  Axe 
der  X  einschliessen^  die  Quotienten 

--      und     K—9 

und  wird  nun  auch  leicht  fios  der  Zeichnung  die  Vorseichen  der 
Differeotialqaotienten 

erkenne»  and  ^tnehmen  können.    Es  Ist  aber 


'K'~       h 


% 


und 


^h  ~~     S'i     ~       /?>fi\' 

woraus  man  sieht»  dass  die  Grossen 
respective  mit  den  DUTerentialquotienten 

'0)  _.  !^} 


I    1     " 


und 


W"  ""'•  "^C 


■■"^w  -■-■-     i...    -i.       i. 
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jederseit  gteicbe  Voraeichen  haben»  und  da««  al«o  aach  die  Vor- 
zeichen der  beiden  in  Rede  stehenden  Grossen  immer  leicht  aus 
der  entworfenen  Zeichnung  erkannt  werden  können. 

Man  hat  daher  offenbar  jetzt  alle  Data,  welche  nach  III.  er- 
forderlich sind,  am  zu  entscheiden,  welches  Zeichen  in  der  Gleichung 

Pi»i*  =  ±  **Äi(gji—  — s^  tangz/jCosA» 

in  welcher  tang^i  jederzeit  positiv  ist,  genommen  werden  muss» 
und  auch  ein  Kriterium  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  von  Z>|, 
so  dass  liieb  also  auch  immer  wird  bestimmen  lassen,  ob  r| 
grosser  oder  kleiner  als  Ri^  d.  b.  ob  zur  Zeit  der  zweiten  Beob- 
achtung die  Entfernung  des  Weltkorpers  von  der  Sonne  grösser 
oder  kleiner  als  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  ist. . 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  III.,  ergiebt  sich  der  folgende 
roerkwflrdige  Satz: 

(I)    .    .    C  und  E  haben  ungleiche  Vorzeichen. 

Wenn  die  Grossen 

C  +  Ej,, 

AJTi  +  BFi+CZ|  +E(*,jf,  +  F|i^.  +  Z,h) 
gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist 

r|<Äi     oder    r|>Ä|, 
jenacbdero  die  Differentialquotienten 

uBgleiehe  oder  gleiche  Vorseichen  haben. 

Wenn  die  GrOssen 

C  +  Eji, 

AJr,  +  BFi  +  CZ,  +  E(Jr,jr,  +  F|ih  +  Z^h) 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist 

r|  >  Äi     oder    Tx  <  Äi, 
jenacbdem  die  Differentialquotienten 


© 


3/, 
ODgleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 


V 
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(M)    .    :    C  uftd  E  liaben  gleiche  Verzeichen 

Wenn  die  Grossen 

C  +  Eh, 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  \ 

Vi  <  Äi     oder    ri  >  Ä| , 
jeonchdem  die  Dlfferentialqaotienten 


a) ...  Kl) 


~Bir  """^     dir 

gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben« 

Weno  die  GrSssen 

C  +  Efi, 

Ai:i  +  Bh  +  CZ/+E(-¥ijr,  +  ritfi  +  Z.h) 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist 

Ti  >  Rx    oder    r|  </2i, 
jeoachdero  die  Differentialquotientan 


©  ...  '(I) 


gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Schon  Lambert  hat  in  den  MöraoiYes  de  Herlio.  177L 
p,  352.  Untersuchungen  fiber  diesen  Gegenstand  angestellt,  ^^ 
ich  aber  für  wenig  genügend  halte,  indem  ich  vtelmebr  der  Mei- 
nung bin ,  dass  der  Satz  allein  in  seinem  obigen  Ausdrucke  auf 
völlige  Strenge  Anspruch  machen  und  in  der  Praxis  von  Natxeo 
sein  kann. 


i  < 
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Till. 

Integntioii  der  linearen  Differentialgleichnng 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer 

so  Wien. 


Ich  «etze,  geleitet  darch  meine  früheren  UntersnchangeD,  dae 
Integral  obiger  DifferentialgleiGhnng  in  folgender  Form  Torana: 


i2)  y  =  /       ^  *(t«r)  Fdu, 


Uf 


ooter  V  und  ^(ux)  Functionen  von  u  nnd  ux,   nnd  unter  tf|  und 
Mf  Gonatante  Zahlen  verstanden.    Ana  (2)  folgt: 


—  I       iiV")(tur)Frf«; 


r(«) 


ond  werden  diese  Werthe  in  (1)^  anbatituirty  ao  folgt: 

(3) 

Thdl  XXIX.  ST 


4D4     spimr:   Megraüw  der  Hnearmi  B4ferenUml9Mckm§ 
Die  beiden  hier.TorkommeDden  Integrale 

---Aof^  f        Vu^''iux)du, 

geben,  nach  der  Methode  des  theihreisen  Integrirens  behandelt: 

—  Aaf-*J      ^ux)  — gjr-  A . 
—  fi«"-»  /  "*  VuHi'O^) du=i— Bx"-* I  tt  Fy(ii«) ) 

»I 

und  fahrt  man  diese  Werihe  in  (3)  ein,  so  erhält  man: 

(4)    -  Ax^-^  t  u«  F*'(ii.r)  r*  +:r— « I  ♦(tu;)  [A  -^^^-Ä«  FJ^ 


I     • 


Seist  man  jetzt: 

(6)  ♦(«)  (war)  =  a»-«  or"«-*  if^Cuar) , 

so  lässt  sich  die  Gleichung  (4)   auch  fblgeodermassen  schrdbes: 

(6)       ' 

«•  srti*  F)         ,  «t 


iiiid  üeMr  geoigt  was,  weiNi  man    F  als  Funetlott   Ton  tc  bo 

(7,        «^.r-^^+^!(|P>CF=o 


ist»  ferner  die  InUgralieBagrcoaan  ai|  hdiI  ici«»»  daa«  «a  glaichv 
Zeit  die  beiden  GleichuBgeo : 

•tnttfiiiden. 


Bat  Man  daher  eine  Gleichnng  vop  der  Fora : 
zo  integriren«   so  aetae  mant 


y=y  **  t(»r)Frfa, 


besümine  dann  ^(tu?)  and  F  ana  folgenden  zwei  Differentialglei' 
chongen : 

t(;(«)(iiaf) = !!«-•  a:*^*  \p(ux) , 


--^'2+*^-cp=». 


die  offenbar  einfacher  gebaut  sind  als  die  rorgelegte.  Nehmen 
wir  nun  an,  es  gelftnge  uns  die  Integration  derselben ,  sei  nin- 
lieh   das  Integral  der  Gleichung  (5): 

und  dBM  Integral  der  Gleichung  (7): 

unter  Ci,  C%,,,..Cn  und  Aif  A^  die  willkOhrlichen  Constanten 
der  Integration  verstanden^  so  kann  man  das  Product  F^(tiar) 
und  folglich  auch  y  als  einen  mit  n-f  1  willkührlichen  Constanten 
rersefaenen  Ausdruck  betrachten. 

Führt  BHui  «Isdann  den  gefimdeiien  Werth  von   F  b  die  bei* 
Gleichungen 

tr* 


•  * 
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ein«  nnd  lasseD  sich  ßlr  ti,   etwa  dorch  echickliebe  Wahl  von 

^y  solche  zwei  constante  Zahleo  auffinden»  die  beiden  Gleichongen 
Ai 

sogleich  genügen»  so  kann  man  die^e  als  Integrationsgrenzen  «i 

und  tcs  des  Integrals  betrachten  und   hat  somit  die  vorgesetite 

Aufgabe  gel5st,  falls  das  gewonnene  Integral  innerhalb  der  Ute* 

grationsgrenzen  nicht  durch  unendlich  geht. 


in. 

Die  Gleichung  (5).   die  für  ux^=:B  die  Form 
(9)  ^(•)(6)  =  Ö"-*^d) 

annimmt»  ist  in  den  Fällen«  wo  m=2  oder  fiis=2 — fi  ist,  bdch«t 
einfach  zu  integriren;   man  hat  nümlicb  fOr  m=:2: 

wo 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

a"  =  l 
sind,    und    fBr   m=^^l^nx 

wo 

ßl,   ß^,.,.,ßn 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

i8(/J-l)03-2)....(/J-n+l)  =  l 

sind.    In  diesem  letzten  Falle  ist  freilich  die  Tdrgelegte  Gieicbnng 
selbst  nicht  schwer  zu  integriren»  weil. sie  leicht  auf  die  Form 

a:^*)  =  ^.r  V  +  Bxy'  +  Cy 

gebracht  werden  kann. 

Ist  m>2  und  zugleich  eine  ganze^abl»  so  verdankt  man  die 
Integration  der  Gleichung  (9)  Herrn  Kummer»  der  dieselbe  in 
19.  Bande  Ton  Crelie's  Journal  veröffentlichte;  flir  fit=:l  habe 
ich  das  Integral  der  genannten  Crleichung  in  Grunert's  Arcbif 
TOr  Mathematik  Tbl.  XXVI.  Nr.  IV.  S.  57.  mitgetheilt»  in  eiaer 
'  Abhandlung»  die  den  Titel  fiOhrt:  Integration  der  Differen- 
tialgleichung    J?jf<*)— y=s:0. 


piß)  =  Axmp"  -f.  Bxm--^p' + crw-V.  467 


IV. 

Die  Gleichung  (7)  gibt  geordnet: 

(^ö)  «^&?+~&r-T-+'^- 21 ==®' 

ood  bildet  einen  speciellen  Fall  folgender»   vom  Herrn  Professor 
J.  Petzval  betrachteten  Gleichung: 

^y  +  Ml  +  Äi^r-O^y  +  (i^o+Äo^*  +  C;>a:**«)af =0, 
die  derselbe  durch  die  beiden  auf  einander  folgenden  Substitutionen 

auf  die  Form 

bringt,  unter  k  eine  Wurzel  der  Gleicbong 

my*k*  +  m,*(iJi  —  I)  +  i<o = 0 
ventwdeo. 

För  unsem  Fall  kann  man  entweder: 
Ai=: — 2 — *  Bi=zO; 

iio= j^- — »  ^ — — 3»    ^^ — "' 

fiii=fii-f  ^— '^ 

und  A  ab  Wurzel  der  Gleichung 

(,„  +  n-2)*A«+(iii+n-.2)A— 3— + jT^-^ 

oder: 

SS -j »     />o— U,      C^  — —  ^f 


'I 
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nad  k  ab  Wonel  der  GMcbnng 

\—T-)  *"+ — 2:—*  -Ä-  + Ä =" 

annehmeD. 

Im   ersten  FaRe  geht  die  Gl^chung  (10)   dorcb  dia  bcMen 
aaf  einander  folgenden  Substitutionen 

(II)  11»+»-«= «,   r=zih 

(iber  im 

(12) 

(,,i  +  n-2)«l~+(m  +  n-2)g-J[(2A+l)(m+n-2)+3-|]-~=^ 
and  Im  sweiten  Falle  durch  die  beiden  Substitutionen 

(13)  ti    «      =:^     F=<*z 

in: 

(m  +  n— 2Y^8^  .  w  +  ii-28»r,,  .  iw    .       «x  .  o     Ä,    to    -, 


V. 

Wir  haben  also  die  Gleichong,   welche  aor  Beetimmung  ron 
F  dient,  durch  Einführung  neuer  Variablen  auf  die  Formen 

(16)  *|5+«i|^ft«=a 

zurdckgefahrt«  «reiche  eigentlich  yön  einander  nicht  vresentfidi 
verschieden  sind,  da  die  erste  sich  unmittelbar  in  die  zweite  fcf» 
wandelt»  wenn  man  die  unabh^gige  Variable  <=c'  setzt»  luid 
sogleich 

«i=2«-.|,    ftx:4/J 
aimimmt.   ' 


Herr  Prof.  J.  Petsral  bat  sich  sehr  vi^  in  seinem 
Werke  mit  der  Integration  der  Gleichung  (16)  beschifiigf ,  wir 


woUen  hier  eine  ZusammeostelliiAg  der  von  ihm  gefundenen  Inte- 
grale geben. 

Die  Gleichung 
in  welcher  a  positiv  bf,  hat  fllr  positive  Werthe  von  j;  das  Integral: 

nad  für  oegativ«  x  folgendes  andere: 

(«»_4«)*    e^du+CtJ       (u*-b*f    ^du. 

-»  * 

M«  Gi*icba«g 

«^+«^ +  ***»  =  <>. 

In  welcher  ebta&Hs  d  positiv  ist,  hat  Rir  positive  Weräie  von  » 
das  Integral: 

(6*— u*)       (£isintu?-hiBsCostu?)<{tt 
o 

and  ffir  negative  :r: 

^=/      (6*— tiV     (Bisintfor-I- £tCostfdr)tfti 


lit  tf  Mgatvr^  «ras  wir  diduidi  ansdianDob  nndbio  wdlei^  dass 
wir  — a  anstatt  a  setzen«  so  haben  wir: 

r 

deren  allgemeines  Integral 
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(18) 


9= 


Ut;  »rird  dieser  Ausdruck  entwickelt,  so  erhSk  man: 

,=«.J..„-if'(l).^,,i|J.i|i0j 


2.     "5  2~V,y-86V+" 


2. '  -**•*■ 


a  +  2  0  +  4  a  +  o/SN     I 
+     2    •  ~2~- -2- V^iy  86V +••'•• 


Hi^j-ir*""  """"  '**'"  Ausdruck  (18)  in  bestimmte  Integrale  m- 


.wandelt: 

(19) 

?  o 

Hätte  man  endlich  die  Gleichung 

so  brauchte  man  bloss  in  den  eben  gefundenen  Formeln  bV^ 
statt  6  zu  setzen. 

Wir  bemerken  noeh,  dass  die  oben  gegebene,  mudk  Mm> 
den  Potenzen  von  «  geordnete  Reihe  abbricht,  wenn  |  einegaoM 
positive  oder  negative  Zahl  ist.  hingegen  eine  nnendUche  and  div«- 
g«nte  Reibe  wird,  wenn  S  nicht  ganz  Ist 
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VI. 


Betrachten  wir,  um  die  Anwendbarkeit  der  aufgeatellten  For- 
meln so  prfifen»  folgende  anendliche  Reihe: 

^^^B  ^1*^^  ^y^^ 

(20)  3'  =  *  +  iTl  +  2!S  +  5!4!+ 

die  der  linearen  Differentialgleichung 

(21)  a:y-'-y  =  ü 

genfigt,  und  Sachen  wir  dieselbe  durch  eine  geschlossene  Form 
anssudrflcken. 

Ffihren  wif  nach  Herrn  Professor  J.PetzvaTs  Vorgange  statt 
X  eine  nene  Variable  |  in  die  Rechnung  ein  durch  die  Substitotlon 

so  erhahen  wir: 

wofdr  Herr  Professor  J.  Petzval  das  Integral  aufstellt: 

,    oder,  wenn  man  statt  der  Differentialquotlenteo  bestimmte  Inte- 
grale einfährt: 

0  o         •       • 

was  sich  auch  folgendermaassen  schreiben  lässt: 

NoD  soll  flir  :r:=0»  ^  =  0,  ^  =  1  sein;   demnach  hat  man: 
0=y*  *  s-4 VXt  Äi  (-il)*  +  Äa(+il)M dA, 


gibt,  and  da 


)  ■  • 
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y=/V4VAJi^;^(J^+ 


Vj: 


■**  4  Vo;  (VfT  +  il)i  Vx  1 

ist,  was  sieb  für  j;=0  m  Qo  verwandelt j  so  sielit  man,  dasssich 
die  Constanten  Bi  und  B^  nicht  dermaassen  bestimmen  lasscoi 
dass  der  Gleichung  (20)  genügt  wird. 

Wir  fanden   in  unserer  früher  citirten  Abhandlung  ffir  y  fol- 
genden Wertb: 

y  =  -^--   /         COSCD.«*V*«0>»dCD, 
o 

▼on  dessen  Richtigkeit  man  sieb  sehr  leicht  überaeogen  kann. 


TU« 


Wir  finden  uns   daher  genOthigt,   die  Gleichung  (IS),  oder, 
was  auf  DassdSe  hinauskommt,   die  Gleichung 

auf  selbststlndigem  Wege  zu  untersuchen. 

Wir  diflereoziren  die  Gleichung  (22)  omal  nach  x,  ond  eriial- 
ten  dadurch 

setzt  man  nun 

(23)  ^«ir, 

•o  «rUIt  man: 

WM  mal  btflgnde  feigmden  ^Aosdniek  b»t: 
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ßßjfl     S^x^     Ä*j?* 

ir=(Q+c;iog/f«)ij»*-».5g-+|jgj  +^  +....} 

Dfltsdbe  ISmI  «kb  auch  so  darstelleo : 

ß^x^     ß^x^     ß*x^ 
IF=  Q  t  ^ar  + -jj2j- +  2j3f  +  3f4r+— •' 

~J     n— r       ira!      '^       2t3!        ^       314!      +-^^; 

o 

vnd  gestattet  oocb  eine  weitere  VereinfacboDg  dadnrcb,  das«  man 
die  vneadliehe  Reihe 

ß^^     0'«r'     ß^x^ 
•  ^*+T!a  +  l!5r  +  '3!4r+  ••••=9(/^^) 

setzt»  wodnreb  man  erhftit: 


bt 


Es  Icann  leicht  gezdgt  werden,  dass  ganz  dasselbe  Verfahren 
auf  die  DiSerentialgleicbvdg 

angewendet  werden  kaon,  denn  ein  amaligesDiCereoiirenbeideneite 

ga>t 


1# 
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fibergebt  in 


&=-^ 


Wir  baben  das  Integral  dieser  Gleicbung  in  der  scbon  frfiber 
erwäboten  Abbandlang  in  unendlicbe  Reiben  entwickelt  and  da- 
selbst aucb  die  Metboden  angefiibrt,  welcbe  binreicbend  sind,  diese 
unendlicben  Reiben  durcb  bestimmte  Integrale  wiederzugeben. 

(Die  Fortaetiang  In  eioem  der  näcbsteo  Hefte.) 


Ueber  die  Maxima  und  Minima  der  Polygone  in  und 

nm  Kreise. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Birnbaum 

lo  BreoDscbweig. 


1.  Von  allen  in  einen  Kreis  bescbriebenen  getad- 
linichten  Fignren  derselben  SeitenzabI  scbliesst  jedes- 
mal die  ren^ulftre  den  grossten  FIScbenraum  in  sich. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  iSsstsicb  ganz  elementar  durch- 
fSbren.  Beginnen  wir  zunäcbst  mit  dem  in  einen  Kreis^  bescbrie- 
benen Dreieck,  so  ist  klar,  wenn  wir  uns  dasselbe  auf  einer  Seite 
in  demselben  Kreisabschnitte  verSnderlicb  Torstellen,  dass  dann 
das  darauf  stehende  gleichschenklige  Dreieck  das  grdsste  Ist,  wdl 
dies  unter  Voraussetzung  der  constanten  Grundlinie  die  gi6s«le 
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H5be  hat  Daraos  folgt  um,  das«  ein  Dreieck  im  Kreise,  wel- 
ebea  aar  jeder  als  Gmndlioie  betrachteten  Seite  gleichschenklich 
ist,  den  grOssten  Flächeoraam  io  sich  schliessen  mnss.  Ein  sol- 
ches Dreieck  ist  aber  das  gleichseitige. 

Gehen  wir  nan  zu  dem  Viereck  im  Kreise  Aber  und  denken 
QDS  dabei  eine  Diagonale  gezogen,  so  wird  unter  Voraussetzung 
der  UnFerSnderlicbkeit  dieser  Diagonale  von  allen  Vierecken  das« 
jenige  ein  Maximum  sein,  welches  aus  zwei  gleichschenkligen  Drei- 
ecken zusammengesetzt  ist.  God  überhaupt  muss  daher  das  Vier- 
eck im  Kreise  das  grusste  sein,  welches  durch  jede  Diagonale 
io  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  zerlegt  wird.  Ein  solches  Vier- 
eck kann  aber  kein  anderes  als  das  gleichseitige  sein. 

Und  richten  wir  nun  allgemein  unsere  Aufmerksamkeit  anf 
irgend  ein  Vieleck  im  Kreise  und  denken  uns  dabei  mit  HOlfe  einer 
Diagonale  ein  Dreieck  abgeschnitten,  so  wird,  wenn  blos  dies 
Dreieck  veränderlich  wäre,  wieder  das  gleichschenklige  das  grösste 
sein,  woraus  also  folgt,  dass  das  Vieleck  derselben  Seitenzahl, 
wobei  jedes  durch  eine  Diagonale  abgeschnittene  Dreieck  ein  gleich- 
schenkliges ist ,  das  grosste  sein  muss.  Ein  solches  Vieleck  kann 
aber  kein  anderes  sein  als  ein  gleichseitiges  oder  reguläres. 

2.  Von  allen  um  einen  Kreis  beschriebenen  gerad- 
liDichten  Figuren  derselben  Seitenzahl  schliesst  jedes* 
mal  die  reyulllre  den  kleinsten  Flächenraum  in  sich. 

Wir  gehen  wieder  Ton  dem  Dreiecke  aus.  Das  A  ABC  (TaC  X. 
Fig. 3.)  sei  um  den  Kreis  um  Af  beschrieben  und  DpE,  F  seien  die 
BerQhmngspunkte ,  welche  wir  mit  M  Terbtnden.  Dies  Dreieck 
denken  wir  uns  nur  in  so  weit  veränderlich,  als  F  auf  dem  Bogen' 
DFE  eine  beliebige  Lage  annehmen  kann,  wodurch  also  das 
StfickÄjBJElfconstant,  die  anderen  beiden  Stficke  ^Z>illF,  FMEC 
aber  variabel  wären.  Bezeichnen  wir  desshalb  j^DME  mit  a, 
^DMF  mit  or,  so  ist  j^EMF=Wffi'-(a-{-x).  DerKilrze  wegen 
mag  der  Halbmesser  des  Kreises  um  ^  =1  sein,  dann  ist  der  Flächen* 

iBbaltTon  ADMF  =tang;x,  der  von  FMEC  =:tang(f8(K>-^). 

Ferner  sei  der  Inhalt  von  DBCM  =c.  Angenommen  nun,  dass 
der  veränderliche  Inhalt  des  ^ABC=y  heisst,  so  wäre 


y  =  tangij:+tang(180o-^±f).+  c^ 


nitUo 
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^  =  _i L_ 

***      «»^      co««(180O-?4^)" 

Jetzt  fragt  es  sich»  anter  welcher  Bediogang  dieser  Werth  tod 
^=0  wird.  Die  Antwort  aar  diese  Frage  ist  leicht  gefimdeo; 
es  mass  ntaUch 

cos  4«  =  cos  (1800-^^^) 
oder 

sein.    Das  sagt  ans  nan»  dass  der  erste  DifferensialcoefBcient  des 
verftndernchen  Dreiecks  ABCi=zO  wird,  wenn  ^DMFss^FME' 
gewählt  Ist     Dnter  dieser  Voraassetxang   formt  sich  aher  du 
^ABC  za  einem  gleichschenkligen. 

Um  nun  za  erfahren  ^  ob  dieses  Dreieck  dann  einem  Maxi- 
mam  oder  Mioimam  entspricht»  so  müssen  wir  noch  den  zweiten 
DifferenzialcoelBcienten  bestimmen,  und  erhalten  aas 

dji  _  _4 l_ 

da:       cos«U      eo8*(1800-i+^) 
durch  fernere  DifTerentiation : 

dhf  tgi"i^  ,       isini(fl-t-jr) 

,  oos»(I8(K g-) 

Dieser  Werth  fik  ^  kam  Immer  nor  ein  positives  Ke« 

soltat  geben»  weil  x  und  auch  360^^(a-h:r)  jedes  Mal  weniger 

als  WfK»  betragen  und  mHhin  Us  and  mP^^:^  hnmet  kleiner 

als  90"*  sein  muss.  Daraus  folgt  aber»  dass  unter  allen  Dreiecken 
uro  den  Kreis  um  jlf»  weiche  das  StQck  DBEM  unverinderliek 
beibehalten»  das  auf  i4C  gleichschenklige  Dreieck  ^i?C  den  klein- 
sIen  PIfiehenraum  In  sich  schliesst  Ist  also  dies  Dreieck  se  kos» 
struirt»  dass  es  auf  allen  drei  Seiten  gleichschenklieh  ist»  se 
muss  es*  einem  allgemeinen  Minimum  entsprechen»  und  ein  sol- 
ches Dreieck  ist  das  gleichseitige. 

Es  sei  nun  ABCDE  (Taf.  X.  Fig.  4.)  irgend  ein  Vieleck  um 
den  Kreis  um  Jf»  wobei  die  ei^tspredienden  Berfibrungspunkte 
F,  Gf  B,  Jp  K  mit  dem  Mittelpunkte  M  durch  gerade  Linien 
yerbandeD  sind.    Denken  wir  ans  dann  den  Theil  FAEDH  daifai 


«omtadtHieh,  wÜMrend  das  andere  Stüek  FBCHM  ▼erftn^erikli 
iit,  so  wM  nacli  dam  Vorbergebeiidea  von  allen  denUiaren  Potj^- 
ftnea  defselben  Sdtaniabl  dasjenige  den  kleihaten  Flftebanraam 
ia  akii  achlieaaeii,  welcbea  ^  FM6 1=  ^  GJUH  macht  Laaaen  wir 
leroer  KEDCGM  eonatant  and  KABGM  verfinderlicb  aelo,  so 
wird  «iadar  das  Vialeek  daraeU^n  8eitenaaU  ein  Mininnnn  «ero 
aiflaaen,  welcbea  ^KMFtB^FMG  sein  ItfaaC.  Und  ao  achlieaat 
man  Im  Allgemeinea,  daaa  jadea  Mal  das  Polyp^  ^w\  einer  be^ 
fltinunten  Seitenaahl  um  den  Kreta  den  kleinaten  Raam  in  sieb 
idilieaaen  mnaa,  wobei  die  Verbindungslinien  der  Berfihfunga- 
pnokte  mit  dem  Mittelpunkte  die  ganze  Umdrehung  in  ao  ?iel  gleiche 
Theile  theilan,  als  daa  Vieleck  Seiten  besitzt  Oiea  ftllt  aber 
genau  zusammen  mit  der  Bedingung  der  Konatmktion  der  regn- 
Bbren  Figuren  um  den  Krela. 


Ueber  die  Garreii  der  groaaten  Neigung. 

(Lignea  de  Ia  plus  grande  pente.) 

Voa 
dem  Heraasgeber. 


Unter  den  Curven  oder  Lhiien  der  gr6aaten  Neigung  mif  einer 
Miebigen  Fläche  rerstebt  man  alle  diejenigen  Linien  auf  dieser 
Fläche,  weiche  in  allen  ihren  Punkten  die  grOsste  Neigung  gegen 
rioe  gegebene  Ebene  haben,  d.  h.  hier  immer:  gegen  diese  Ebene, 
wof&r  man  am  besten  eine  der  drei  Coordinatenebenen ,  etwa  die 
Ebene  der  ag^  annehmen  kann,  unter  dem  grSssten  Winkel  ge- 
neigt sind.  Bei  den  wichtigen  praktischen  Anwendungen,  die  Ton 
^aaen  Curven  bei  den  BewäaaennigsanlageB  und  den  aogenannten 


i 
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DnuDirangeDy  welche  in  der  Landwhrthscbaft  gegeowirtig  «Im 
so  grosse  Rolle  spielen  and  allerdings  schon  sehr  tIcI  xn  defea 
Forderung  beigetragen  haben,  würde  die  Ebene  der  xy,  als  he- 
rizontal  anzunehmen  sein»  was  wir  der  Kfirze  des  Ausdracb 
wegen  auch  io  der  Folge  znweilen  thnn  werden»  weil  dadorch  die 
Allgemeinheit  der  Betrachtung  durchaus  nicht  J>eeintrlcbtigt  wiri 
indem  wir  zugleich  bemerken »  dass  wir  im  Folgenden  stets  recht- 
winklige Koordinaten  zu  Grunde  legen  werden. 

Zunächst  beschSftigen  wir  uns  mit  der  Eotwickelung  der  aD- 
gemeinen  Gleichung  der  Curven  der  grössten  Neigung»  und  be- 
merken zu  diesem  Ende»  dass  die  ErkISrung  dieser  Gurren  iB 
strengerer  Weise  wie  oben  auf  folgende  Art  auszudrdcken  ist: 

Linien  oder  Curven  der  grussten  Neigung  auf  einer  beliebigeo 
FiSche  heissen  alle  diejenigen  Curven  auf  dieser  Fläche»  dereo 
Berührende  in  jedem  ihrer  Punkte  die  grosste  Neigung  gegen  eine 
gegebene  Ebene»  die  man  zugleich  am  besten  als  Ebene  der  xj 
annehmen  wird»  haben.  * 

An  diese  ErkISrung  wollen  wir  nun  unsere  folgenden  Eot- 
Wickelungen  anschliessen. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  sei:   ~ 

1) ü^f{K,  r.z)z^o, 

indem  wir  die  Teränderlicben  oder  laufenden  Coordinaten  durch 
Jl,  F»  Z  bezeichnen. 

Ein  beliebiger»  aber  bestimmter  Punkt  auf  dieser  Ffäche  aei 
(xift)t  so  ^^>  aI^^  ^^^^ 
to ti  =  A«»af»»)  =  0 

ist 

Die  Gleichung  der  Berdhrungsebene  unserer  Fläche  in  den 
Punkte  (xyi)  ist  bekanntlich: 

»)  •  •••g|(^-^)+|(i'-»)+^(z-i)=o.^ 

wo  die  Dtferentialquotienten  partielle  sind. 

Jede  in  der  Berührungsebene  liegende»  durch  den  Punkt  (jryt) 
gehende  Gerade  ist  eine  die  Fläche  in  demselben  Punkte  berüh- 
rende Gerade.  Die  Gleichungen  jeder  durch  den  Punkt  (xfßt) 
gehenden  Geraden  haben  bekanntlich  die  Form: 

Ä'-'X  _  r-y  _  Z— z 
^ cos^        eos^        fiomj' 
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WD  91,  if<,  %  ifare  bekannte  Bedeatan^  haben.  Soll  diese  Gerade 
in  der  dorch  den  Punkt  (xißi)  gehenden  Berübrungseheue  liegen, 
Bo  mOssen  ihre  Coordinaten  die  Gleichung  3)  erfüllen,  was  mittelat 
der  Gleichnogen  3)  nnd  4)  onmittelbar  zu  der  BedingungggleichDDg 

5)    .    .     .      g-co»q»  + j^coBt  +  g^co8j;=0 

nibrL 

Um  nnn  nnler  allen  Berührenden  der  FlSche  in  dem  Punkte 
ixfp)  diejaoige  herauszufinden ,  nelcbe  die  grüsate  Neigung  g»gen 
die  Ebene  der  XT  hat,  stellen  wir  die  folgende  sehr  einfache 
Belrachlung  an.  Die  Entfernung  des  Punktes  {xyz)  von  der  Ebene 
der  XT  sei  H,  and  £  sei  die  Entfernung  des  Punktes  {xyi)  von 
dem  Durchscbniltopunkte  einer  beliebigen ,  durch  den  Punkt  {xyt) 
gebenden  Berührenden  der  FIScbe,  deren  Neigungswinkel  gegen 
die  Ebene  der  XT  im  Allgemeinen  durch  1  bezeichnet  werden 
nag.  mit  der  Dnrchschniltslinie  der  Berflbrungsebena  im  Punkte 
{xyi)  mit  der  Ebene  der  XT.    Dann  ist  offenbar 

woraus  sich,  da  f^r  alle  Berflbrenden  H  constanl  lat,  unmittel- 
bar ergiebt,  dass  1  ein  Maximum  wird ,  wenn  £  ein  Minimum  wird, 
wenn  also  die  in  Rede  stehende  Berührende  auf  der  Durchschnitts- 
linie  der  Beruh rnngsebene  mit  der  Ebene  der  XT  «enkrecbt  steht, 
wodurch  uns  das  allgemeine  Criterium  der  die  grüsste  Neigung 
gegen  die  Ebene  der  XT  habenden  BerGhrenden  unmittelbar  ge- 
geben  ist.  welches  wir  nun  auf  eiiieii  analytischen  Ausdruck  brin- 
gen mdssen. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvCrderst,  dass  nach  einem  be- 
kannten stereometrischen  Satze  auch  die  Projeclion  der  die  griJsste 
Neigung  gegen  die  Ebene  der  XT  habenden  Berührenden  anf  der 
Ebene  der  XT  die  Durchschnittslinie  der  BOTÜhnrngsehene  mit 
dieser  Coordinateoehene  unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Da 
Bun  dis  Gleichung  der  Projection  auf  der  Ebene  der  XT  der 
durch  die  Gleichungen  4)  im  Allgemeinen  cbarakterisi 
renden 

X—  X  T — «        ,  _  C081(»,_ 

= f-   oder    F— «  = -(X—x 

C0S9         cosiff  ''      cos  9^ 

und  naeb  3)  die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der 
•bene  mit  der  Ebene  der  XT  offenbar 
Thril  XXIX. 
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du  9u 

ist,  so  erhalten  wir  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometiie 
ßr  die  Beröhrende,  welche  die  grösste  Neigung  gegen  die  Ebene 
der  XY  hat,   die  folgende  Bedingungsgleichung: 

,^p.?2^=0oder  l^cosy-sJoosipsO. 
"^     •  '      5m   C0S9  oy       ^      ex 

dy 

Nehmen  wir  nun  zu  den  Gleichungen  5)  und  6)  noch  die  he 
kannte,  zwischen  drei  Winkeln  wie  <p,  t(/,  %  jederzeit  Statt  findende 
Gleichung  hinzu,  so  haben  wir  zwischen  diesen  drei  Winkeln  die 
folgenden  Gleichungen: 

jr-cosy— g^costf; — u, 

cos  gi*+co8i|>*  +  cos3(*=  1 ; 
welche  zur  Bestininrang  der  Winkel  <p,^.%  völlig  hioreicbend  sind. 
Ans  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sich  zuvörderst: 

8ii  fSuy      /duy      . 

^                                WjlW/  cosa>- 
^^**  =  8S^^*''''    ^®*^^ du    8«  ^' 

ai  55 '8i 

also,  wenn  man  diese  Ausdrücke  1^  die  dritte  Gleichung  einßhft. 
wie  man  leicht  findet: 

du   8tt 

8j?  *5i 

cos9  =  J: 


v'!(©"+(5)'*Ki)'+(ir+®"i' 

und  folglich  überhaupt,  nach  den  zwei  vorhergehenden  Ausdrucken 
von  cos^  und  cos^»  mit  Beziehung  der  oberen  uni  unteren  Zei- 
chen auf  einander: 


; 
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8) 

du    du 


cos^sj^ 


du  du 


V  Kl)' H- ©■*!(£)•- ©•+©•!' 


C08X=T^    /  V»y     ^(«») 


V. 


©■<§)■+©' 

wobei  »an  bemerkeo  kano,  das«,  wenn  P  die  EDtrernang  de« 
ABfaags  der  Coordinateo  von  der  Berfihrungaebene  in  dem  Puakte 
(^)  beseiebnet,  nach  den  Lehren  der  analytboben  Geometrie 

ist. 

Nach  4)  sind   folglich  die  Gleichungen  der  Beröhrenden  der 
grSssten  Neigung  in  dem  Punkte  (a:yi)  offenbar: 

^  •  •   •    diT^^^u^-^'^ /duy  /duy' 

di'dz      dy'dz  \dxj  ^\dyj 

Denken  wir  uns  jetzt  auf  der  im  AUgemeinen  durch  die  Gleichmig 

ü==f(X.  F,  Z)  =  0 

cbarahterislrten  FiSebe  eine  Cwve  gr5sster  Neigung  gezogen,  und 
nehmen  an,  dass  (or^z)  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curvo  sei,  so 
wird  der  durch  die  Coordinaten  x+Jx,  y-{-^y^  x-j-^z  bestimmte 
Ponktr  dieser  Curve  mit  desto  grosserer  Gennuighei^  In  4e^  durch 
<)ie  Gleichungen 


dx'dz      3y' 


(ty*m 
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cbarakterisirten  Berührenden  der  grSssten  Neigung  liegen,  je  niher 
^x,  nnd  demzufolge  y  weil  y^  z  jetzt  offenbar  als  Fonetionen  tob 
X  zu  betrachten  sind,  anch  Jy^  Jz  der  Null  kommt.  Ffir  die 
Curve  der  grSssten  Neigung  werden  also  die  vorstehenden  Glei- 
chungen mit  desto  grösserer  Genauigkeit  erfilllt  werden»  wem 
man  x-^-Jx,  y+^y,  z  +  Jz  für  X,  F,  Z  setzt,  oder  (ät  die 
Curve  der  grössten  Neigung  wird  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 

Jx  dy    ^x 

5tt"lti  ""  du  dtt  *"  "  /8t«\'  .  f^y 

oder 

Ax     du*     ^x  du   du 

dx  Sx'  Bz 

sein,  je  näher  ^x  der  Null  kommt.  Mit  absoluter  Crenauigkeit 
werden  folglich  der  Curve  der  grössten  Neigung  die  Grinaglei* 
chungen  der  vorstehenden  Gleichungen  entsprechen,  denen  die* 
selben  sich  nftbem,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert.  Da  man  nao 
aber  diese  Gränzgleichungen  offenbar  erhält,   wenn  man  Air  die 

Differenzenquotienten  --^  >    -^  die  Differentialquotienten  ?  >  s^ 

setzt;  so  hat  man  ffir  die  Curve  der  grössten  Neigung  die  Glei- 
chungen : 

hu  /???  V  .  (^\ 

10)  §y  =  §y,    ^^J<^d.Jj^lL. 

^    *  '  '  '   ex       du*    ^  du    du         • 

&  dx'dz 

BU  denen  natflriich  noch  die  Gleichung 

kommt. 

Wir  wollen  einmal  das  allgemeine  dreiaxige  Ellipseid  betraeb- 
teo,  dessen  Gleichung 

ist    In  diesem  Falle  ist  also 
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and  folglich: 

*f  —  ?f      ?!f— ^      ^  — ?! 

Abe  ist  fUr  die  Corveo  der  grOaeten  Neigung: 
Aq8  der  Gleicbang 

©•+(l)-+(0"=' 

folgt: 

■ad  es  frSgt  elcb,  ob  diese  GleichuDg  wirkDcb  erf&llt  wird»  wodh 

Dass  dies  aber  in  der  That  der  Fall  ist,   erbellet  anf  der  Stelle, 
da  die  Gleichnng 

o"  ■  0*    ar      ^    £.   JL 
welche  aus  dieser  Substitution  hervorgeht,  sich  auf  die  Form 


(5+s-(?+^=» 


bringen  ISsst,  und  sich  also  als  eine  identische  Gleichung  erwei- 
set, wie  es  erforderlich  ist. 

Dass  die  Berührende  der  Curve  der  grCssten  Neigung  in  dem 
Punkte  {xy%)  durch  die  Gleichungen 

dx'dz      dy'hx  \dxj   +V^/ 

darakterlsirt  wird,   und  dass  flir  diese  Berfi^- 
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12) 

du   du 

"°*"*V!C©'+©"n(I)"*CS)'HS)V 


C08^  =  ± 


du  du 

8y  *  dx 


vWWni)Mi)-H©)-i 


coejssT  ^ — :*  *<- 


ist,  Tersteht  sieb  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Cntec  Horizontalen  einer  Fläche  versteht  man  alle  diej^igw 
Corvsn,  in  denen  dieselbe  von  horizontalen,  d.  b.  hier  mit  der 
Ebene  der  XY  parallelen  Ebenen  geschnitten  wird. 

Wir  wollen  jetzt  die  durch  den  Punkt  (xyz)  gehende  Horizon- 
tale und  die  durch  denselben  Punkt  gehende  Curve  der  grussteo 
Neigung  betrachten. 

Bezeichnen  wir  die  von  dem  einen  der  beiden  Theile  der 
Berührenden  der  Horizontalen  in  dem  Punkte  (xyz) ,  in  welche  die- 
selbe durch  den  Punkt  (xyz)  getheilt  wird,  mit  den  positiven 
T heilen  der  drei  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180^  nicU 
Versteigenden  Winkel  durch  g>' ,  t/;',  %' ;  so  ist  zuvorderst  klar, 
dass  ^  =  90^,  also  cos^=0  ist«  Da  die  In  Rede  stehende  Be- 
rührende offenbar  in  der  Beruhrungsebene  der  Fläche  in  dem 
Punkte  (xyx)  liegen  muss,    deren  Gleichung  bekanntlich 

ist;  so  ist,  weil  offenbar 

C0S9>'  €0SV 

die  Gleichungen  der  Berfihrenden  der  Horisontalen  in  demPanktt 
(üsyx)  sind : 
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du 
g-co«9' +g-cos^'=:0   oder  co8^  =  — §i  ^^®^'* 

Nach  dem   Obigen  ist  aber  fllr  die  Berahrende  der  Curve  der 
grSssten  Neigung  in  dem  Punkte  {xyt)i 

du 

co8^  =  ^  coa^. 

dx 
Alao  ist: 

du    du 

ox '  dy 
cos^Goa^'  =  —  ^     ^  cos  y  cos  y  = — cosycosy', 

folglich 

coay  cosy'  -l*  cos^cos^'  =r  0, 

oder»   weil  co8}('  =  0  ist: 

cos  y  cos  9>' -f  cos^cos  ^ -f  cös  ;i(C0S  x' sO. 

Nach  einem  bekannten  Theorem  der  analytischen  Geometrie 
ergiebt  sich  hieraus  der  Hir  die  praktische  Anwendung  sehr  wich*- 
tige  Sats:  dass  die  Cnrven  der  grGssten  Neigung  einer 
FiSche  auf  allen  Horizontalen  derselben  senkrecht 
stehen. 

Wenn  die  gegebene  Fläche  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  Axe  der  Z  entstanden  ist«  so  ist»  wenn  <^(Z)  eine 
beliebige»  bloss  von  Z  abhängende  Function  bezeichnet,  ihre 
Gleichung  bekanntlich  von  der  Form: 

abo: 

und   folglich: 

gj-ar.    gp-^.    g^^tf-u). 

Also  ist  in  diesem  Falle  fiir  die  Curven  der   gr5ssten  Neigont 
nadk  dem  Obigen: 

^_y       d%     _  2(Jg^-f  y^     ' 
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Dass,   wenn   die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  erflült  ist, 
immer  auch  die  zweite  Statt  findet,  erhellet  leicht.    Denn,  weil 


ist,  60  ist 


2^  +  '^3f|+<^'w£=0, 


also : 


2(^+y|) 


&_ 

folgiicb,  wenn  man  för  ^  seinen  obigen  Ausdruck  einfahrt: 


wie  es  uach  dem  Obigen  sein  muss. 
Aus  der  Gleichung 

dx       X 
folgt  durch  Dil erentiation : 

3*i/  ^     ^     dx     X     ^ 

8a:*  ar*  x 

Also  ist,  wenn  C  eine  Constanze  bezeichnet: 

^  =  |=C,  folglich  y  =  Gr. 

Daher  Ist  die  Projection  jeder  Curve  der  grOssten  Neigung  anf 
der  Ebene  der  xy  eine  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gehende 
Gerade,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  dem  vorliegenden  Fallt 
die  Curven  der  grössten  Neigung  die  ebenen  Curven 
sind.  In  denen  die  Rotationsfläche  von  den  durch  die 
ßotationsaxe  gelegten  Ebenen  geschnitten  wird.  Sonst 
werden  im  Allgemeinen  die  Gurren  der  gr5ssten  Neigung  Linien 
von  doppelter  Krümmung  sein.  Die  Constante  C  bestimmt  sieb 
durch  den  Punkt,  durch  welchen  die  Curve  der  grGssten  Neigung 
gehen  soll,  eine  Bemerkung,  die  in  allen  Fällen  fär  die  Beste* 
mung  der  durch  die  Integration  eintretenden  willkfihrlichen  Con* 
stauten  festzuhalten  ist. 
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Fffr  das  allgemeiae  dreiaxige«EUip8oid  haben  wir  scboD  i>bea 
gefandeii  i 


^^  —  £?  2 


also: 


§Ä  —  5f  ^^ 
y       b^'  X  * 

und  folgKch,  wenn  man  integrirt: 

i»J^  Tjf.  X"  +  C 


Soll  nun  die  Carve  der  gTHssten  Neigung  durch  den  Punkt  (fgh) 
gebeo,  wo 

kt,  80  ttuuu  sein: 

» 

•IfOi  wenn  man  »ubtrabirt: 

Diaee  GMehung  ond  die  Gleichung 


(D'+ar-er 


1 


sind  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (fgh)  gehenden  Cunre 
der  grSssten  Neigung  auf  dem  dreiaxigen  Elllpaoid,  wobei  auf 
mehr  in's  Einzelne  gehende  Dincussionen  uns  einzulassen  wir 
jetzt  nicht  beabsichtigen. 


Dieser  geometrischen  Untersuchung  wollen  wir  nun  noch  die 
folgende  mechanische  Betrachtung  hinzuffigen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  auf  einen  Punkt  gewisse  Zeit- 
krlfte  wirken»  denen  zur  Zeit  I  die  parallel  mit  den  Azen  der 
*9  9$  *  wirkenden  Composanten  X,  T,  Z  entsprechen»  dass  aber 
dieser  Pankt  nicht  der  Bewegung,   welche  diese  Kräfte  iliin#  sIs 
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einen  freien  Ponkt  gedacht,  ertfieileo  wtfrden,  folgen,  eMden  nf 
einer  gewissen,  darcb  die  Gleichung 

charakterisirten  FIftcbe  zu  bleiben  gen5tbigt  sein  soll;  so  kooMB 
wir  uns  dies  bewirkt  denken  durch  eine  gewisse  besondere,  nor- 
mal auf  der  Fläche  wirkende  Zeitkraft  *) ,  die  wir  durch  <P  be 
zeichnen  wollen.  Sind  dann  |,  17,  (  die  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel ,  welche  zur  Zeit  i  die  Richtung  dieser  Zeitkraft  mit  deo 
positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einscbliesst,  so  sind 
deren  derselben  Zeit  t  entsprechende,  den  Coordinatenaxen  paral- 
lele Composanten: 

(Dcosg,    Oco^fj,    9eoai; 

und  bezeichnen  nun  j;,  y,  z  die  Coordinaten  des  sich  bewegeoden 
Punktes  zur  Zeit  t,  so  haben  wir  nach  den  Lehren  der  Mechanik 
die  folgenden  Gleichungen: 

^•  =  lL-f-<^cos|, 
^=:F-|-<Dcosi7, 

g^=Z  +  ^C08t. 

Die  Gleichungen  der  auf  der  gegebenen  FiSehe  Im  Punkte  (wfii 
senkrechten  oder  normalen  Richtung  der  Kraft  O  sind  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie,  wenn  wir  die  laufenden  Coor- 
dinaten durch  r,  9,  I  bezeichnen: 

du  du  Su  ' 

dx  Sy  ^ 

und  wenn  also  F  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist: 
„du  .         du  ndu 

^si=''*'^'  '^s^='^«''''  '^^='^ii 

worans,  wenn  man  quadrirt  und  addirt, 

«^  Der  WhlMfiMi,  deflp  dfe  FIftih«  inmttdge  ttirst  r^tügtefl  MiM 


also 


folgt.     Die   obigeD  Gleichungen  der  Bewegung  lassen   sich  also 
jetst  aof  folgenden  Ausdruck  bringen : 

odcf  9  wenn  der  KUrae  wegen 
gesetit  wird,  aof  den  Ausdruck: 

^^„  VA.  D^ 


8*1       _     ^du 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Sx  8^     S^  8*jf ^Sx      y%i  d/S*  Ö"      *'y  ^N 

8y  8»x     8«    8>y_-8y      yö»  .  »/^  fi«      ?!   8«\ 

F<  •  8?  ~  s*  •  8<*  - -*  8?  ~ '^  8f  ^ '^  var  5i  "■  8<  •  2^,/ • 

8»   8««     8«  8^       y8*      „dx      „/8z  8«       8j:  8ti\ 


Nun  ist  aber: 


8«  8^     ^  S'a? 
8,8^.8«,      8F'8<«~8<' 8^ 

dy   8H     dz   8^ 

8, 8». 8«,    sj'Stfars? 


'M 
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dt    d*x     Bx  8«» 
8    8«  Bt       St^WSt'dfi 


©• 


folglich : 


Bx  S^     by  d^x     /dxy    B  .dv  Bx^ 

dg  Sh    Bz  85^_/%V  s,?i.8yi 
Si'Bfi''lSi'afi^\8tJ  ^^^Bt'Br' 

Bx  !ßx     Bx  B^^^Bzy    B    Bx  Bx 

Si'W^Bt'Bfi'-xßtJ  Trars'' 

Bekanntlich  ist,  wenn  e  die  von  den  sich  bew^^nden  Poikte 
am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit,  and  $  den  foi 
demselben  fai  der  Zeit  t  dnrchlaufenen  Weg  bezeichnet: 

"^"^KBtJ  =vsi§?y  =kä^Siy  =wsij  ' 


also: 


•         e«  /Bv\*         ü»         /3x\»         e* 


W  w  w 


folglieb  nach  dem  Obigen: 


8«  8«y      ^  8>ar       '^gf^^'gf' 

VW 


8   dz  du 

^8^     s^  8*»  _/' a '§<'#' 
8*8/«  "arg?—     /8* 


»« 


(!)• 


s  8,3f >, 
8x  8«*      8«  8H      *  '^^Bi'Si' 


«)•    • 


Wenn  man  diese  Aasdrflcke  In  die  drei  obigen  Gleichongen 
te  Bewegung  einführt,  dann  annimmt,  dass  auf  den  sich  bewe- 
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genden  Paokt  bloss  die  Schwere  wirke,  demzufolge  ^=:0,  FsO 
Z=^2G  setzt,  und  hierauf  aus  der  zweiten  and  dritten  Gleichung 
die  Grösse  P  eliminirt,  welches  Alles  nicht  det  geringsten  iSchwie 
rigkeit  unterliegt,  so  erhSit  man  die  folgende  Gleichung: 

^  )^\Si)  /du      Bu  dx\  .  ^\di)  /du      du  dy\ 

Diese  Diflerentialgleichung  und  die  Gleichung 

/(j?,y,i)=0 

bestimmen  die  Ton  dem  sich  hewegenden  Punkte  auf  der  Fläche 
beschriehene  Curve» 

Die  Curven  der  grSssten  Neigung  werden  nach  dem  Ohigen 
durch  die  Gleichungen 


^3^  — g^8y  =  0.   A^.y»*)=0 


charakterisirt 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  sieht  man,  liass 
auf  einer  Fläche  ein  Punkt,  auf  den  bloss  die  Schwere  wirkt*), 
keine  Curve  der  gr5ssten  Neigung,  sondern  eine  solche  Cnrve  jeder- 
SQit  nur  näherungsweise  beschreibt,  wenn  v  klein  ist,  und  zwar 
jederzeit  desto  genauer,  je  kleiner  v  ist,  eine  Bemerkung,  die 
b  vieler  Beziehung  für  die  Praxis  nicht  ohne  Wichtigkeit  ist,  was 
dier  näher  zu   erläutern   nicht  an    diesen  Ort  gehört 


^  Also  s.  B.  da«  auf  einer  Plnclie  herab  laufende  Watter. 


«  _  _■ _■ j 


I 
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XI. 

Zar  Lehre  vom  Dreieck. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger, 
Lehrer  an  der  Mtrine- Akademie  so  Trleet* 


Sind  Ai,  Bi,  C|  (Taf.  X.  Fig.  5.)  die  Mittetpankte  der  ineee* 
ren  Berfihruiigskreise,  welche  beziehungsweise  den  Eckeo  At  ß,  C 
eines  Dreieckes  ABC  gegenüberliegen»  so  gehen  die  Verbindungs- 
Hnien  AiBi,  AiCi,  B^Ci  durch  die  Ecken  C,  B,  A  und  stehen 
auf  den  Geraden  CCx,  BBi,  AAi^  welche  sich  im  Mittelpunkte 
o  des  eingeschriebenen  Kreises  schneiden,  senkrecht.  (S.  Herrn 
Rump's  Aufsftts:  »»Beiträge  zur  Geometrie  im  ArcbtT  Theil 
XXVD.p.35.)  Da  ferner  ^  A^BC=  KISO^^B),  ^A^CB 
=si(180O— Ol  ao  ist  in  dem  Dreiecke  AxBCx 

^A  =  1800—  i(180o-  Ä)  -  4(180«— C)  =  i(Ä+  C)  =  W^— i^- 

Auf  dieselbe  Art  bestimmt  man  die  Winkel  bei  Bx  und  C|,  mdl 
man  hat  In  dem  Dreiecke  AiB^Ci' 

(1)       ^i=9a>-iil,  Äi=90«— 4Ä,   Ci=90o-4C 

Nach  der  Figur  ist  auch  der  Winkel  x^W^^\B  und  der  Win- 
kel 3fs90« — \C\  man  hat  daher,  wenn  A(\^=.u^  ABi^v  ge- 
setit  wird,  im  ^ABCi  tf:c=Sin;r:8inCi  =  Cos4B:CosiC  ond 
im  A^i^i^  ist  o:6  =  Siny:Sin^i=CoslC:Co8l^,   mithinist 

cCosjg  _  bCosW  gf  r»  ^  i  ^ cCos^JÄ+^Cos^C. 
•'""  costC  '    ^""cos4Ä'    ^1^-«+«^—     Cos4ÄCos;C    ' 

V 

da  aber  bekanntUch 
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4ac  4a6 

9o  wird 

cCo8nB+6Co8«iC=4(a+6+c), 
Cos4B.Co8iC=^A±fY^(«±E^^^ 

mithiD  ist,  wenn  wir  BiCiZsiax  setzen  und  die  beiden  andern  Sei* 
ten  des  Dreieclces  AiBiCi  mit  bi  und  ^i  bezeichnen: 

g 2/iV^        - 

*^""Sin4J^V  (a+c—6)(a+Ä-.c)' 

(2)  ]  ^-SiniÄ-"V(6  +  c-fl)(«+6-7)' 

_      c 2cVq& 

^  ""Sin iC""  V(6+c— c)(a+c-6)' 

Mit  Hilfe  dieser  drei  Gleichungen  kann  man  die  Entfernungen 
Ol,  bi,  Ci  der  Mittelpunkte  der  Süsseren  Berfibrungskreise  eines 
Dreieckes  berechnen»  wenn  die  drei  Seiten  a,  b,  c  desselben  ge- 
geben sind.  In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BiCiC  ist  der  Win- 
kel x=90«-Bi  =  90ö— (900— iÄ)=Jl?;  setzt  man  daher  oCi=:A8, 
oBi=h%f  oAi=^hi,  so  hat  man  aus  deq»  rechtwinkligen  Dreiecke 
ACio:  «=  AsCost^AgCosi^,  mithin,  wenn  man  für  u  seinen 
oben  gefundenen  Werth  setzt  und  h^  bestimmt:    - 

2c?V^56 


(3) 


A8=f'^oi/^=  a/t-^,  x  .'  x/    .  i==T*  und  ebenso  Ist: 
Cos  iL      V(a+6+c)(a+6-c) 

6 2bV7c 

^""Co^41?""v^(fl^^^c)(a+c-Ä)'. 

g  2gV6c 

'^°^Cosii<^V"(a^.6+c)(Ä^.^'^' 

drei  Gleichungen  geben  di^  Entfi^rnungen  Ai,  A«,  Aq  des 
Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises  eines  Dreieckes  von 
den  Hittelpunkten  der  drei  äusseren  Berübrungskreise,  wenn  die 
drei  Seiten  g»  b,  c  desselben  gegeben  sind. 

Wir  werden  auf  die  Oleidiungen  (2)  und  (3)  später    wieder 
surückkommen  und  geben  nun  Qb^f  sur  Auflösung  folgender 
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Aufgabe. 

Es  sind  die  Radien  Qi,  ^y  ^  der  drei  äusseren  Be* 
rfihrungskreise  eines  Dreieckes  gegeben,  man  soll  das 
Dreieck  auflosen. 

Bezeichnet  q  den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  und 
^  den  Flächenraum  des  Dreieckes,  so  ist  (».Archiv  ThI.  XXVII. 
p.  32a) : 

id  2/1  2J 

a  +  6  +  c=— ,    b  +  c  —  a^  —  t    a+c — 6=---t 
Q  Qi  9% 

-(a)    { 

2J 

9t 


(b)  -^=  V^^PieaPs» 

Da  aus  der  Gleichung  (c)  folgt: 
(4)  if  = ^^«» 


so  erhält  man  durch  Substitution  in  (b): 

Femer  ist  nach  dem  Obigen: 

und  wenn  mißk  von  dieser  Gleichung  nach  und   nach  die  iweite» 
dritte  und  ylerte  in  (a)  subtrahirt,  so  ergibt  sich : 

«.-(^s).  -<^D-  '-<*D- 

und  wenn  man  fOr  J  seinen  Werth  aus  (5)  setzt  und  rednclrt: 

'  fl-  9i(9^+9i) 

(6)  )ft^         P.(gi4-(^L^^ 


\ 


c  = 


^(pl  +  et) 


v^^+ei^  +  e«^ 
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Elimiifirt  nao  id  den  «oa  der  ebenen  Trigonometrie  bekannten 
Gleichnngen: 

die  drei  Seiten  a^  b^  c^  indem  aus  (d)  nnd  (a)  folgt: 

(a+c-Ä)(a+*-c)=^ ,    (0+6+c) (He-a)=(^  |  *  |  ^Y—i 

«w  \h    9»    9»/  9t 

•o  «riiSlt  man  mit  Leichtigkeit: 


mitliiB  ist 


Sm^=  ~ '• 


2     V(to  +  e,)(ft+j,)' 

(7)  <    Sin?=  -7==^==, 

ej„  ^ fc . 

C08-  — ^»'P*+ftfa  +  fafa 

(8)  /    Co«f=^^^^^^^. 

Cos  -  =  ^ftfa+*'g»  +  P«g». 
2       ^(^  +  »i)(*a  +  ^' 

wonuM  sogleich  folgt: 


(g)  -/    ci«  i>_  ft.  Vjpiei  +  Pi^  +  Pifs 


Sin /?=  2^ -/^7    xV"^/  T 


Sj„C==2^^!5Sp±fe&. 


Tktii  XXIX  no 
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^  Die  Olefdbmg  <4)  gibt  den  Itadiim  ^  de«  eing;e«clN'iebeMii  Krei- 
ses, ausgedrückt  durch  die  Radien  Qu  Q%»  Q%  der  Susserea  Berdn 
rungskreise.  Will  man  ebenso  den  Radius  r  des  dem  Dreieck 
QBisdirlebeiiefe  Kfeises  ausdcfloken,  so  setze  man  in  der  bekao»' 
ten  Formel 

(ttr  a,  b,  c  und  J  seine  Werthe  aus  (Ö)  und  (5),  und  mall  er- 
hält sofort :  ^ 

^  ^  QiQ%99(Qi  +  ^)(gi  +  (h)(Qti'ih)    V  gigi  +  Pig>  +  Q%(h 
\^(QiQ%+9iQi  +  QiQi)*  4^e»e8 

^  9iQt  +  Qi99-i^Q%Q9 

.  Unitdie  Entfernungen  ai,  6i ,  C|  der  Mittelpunkte  der  Sussereo 
Berflhrungskreise  unter  sich  und  die  Entfernungen  h^ ,  h%,  h^  der- 
selben vom  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen  Kreises  zu  erhal- 
ten, haben  wir  die  Gleichungen  (3)  und  (3),  weiche  durch  Ver- 
bindung mit  jenen  (6),  (7)  und  (8)  unmittelbar  gehen: 

(12)  \  A,= (>,V^rT^-^^^'  +P j(ei+(>»)(P«tf») , 

^  PiPa  +  ^Ps  +  eaei 

FQhrt  man  in  die  Gleichungen  (11)  durch  Verbindung  mit  (10) 
den  Radius  r  ein,   so  erhält  man  auch: 

(13)  ai«=4Kea+ft),    *i"=4r(»l+ei)»    i?i*=4Ket+ft)» 
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«m1  <fai  mam  dieM  CikickrafOB  ftnch  unler  dtr  Fem  nchreibe«  kann : 

•0  wird  ersicktUeb*  dass  die  EDtfernv^g  der  Mittelpunkte 
sweier  fiiisserer  Berubruogskreise  die  mittlere  g^ome* 
tvifcbe  ProportioDale  ist  zwiscbeo  dem  Ourcbmesser 
des  umscbriebeoee  Kreises  uod  der  Summe  der  Uuccb- 
messer  jener  zwei  äusseren  Beruhrungskreise. 

Bezeiebnen  wir  die  drei  Perpendikel,  welcbe  von  den  Ecken 
A,  ß,  C  eines  Dreieckes  ABC  auf  die  gegenubeistehenden  Sei« 
t^n  a,  b,  c  geföllt  werden  mit  Pit  Ptt  Pz,   so  ist 

2^^4i/i|,    id=:bp%^    2^=<|0^  • 

Pi  P%  P% 

ond  wenn  man  diese  Werthe  von  a,  6,  c  in  die  Gf^refctmgen  (a) 
tinfthrl  und  dann  durcb  2J  abkürzt,  so  erbftlt  man: 

Q        Pt      P%      P9 


(li) 


mitbin   ist  aucb 


1=1+1-1. 

^1       Pa     Pa     Pt 

l  =  l  +  l-i. 

1^       Pi      Pi      P% 

i-l  +  i-l; 
99       Pi      P%     Pa ' 


(16)  —  +  —  +  —  =  —  -i —  +—=-  • 

^  Pi      P2     Pb      Q%      0%  ^9      Q 

d.  b.  die  Summe  der  reciproken  Wertbe  der  Perpendi- 
kel  ist  gleich  der  Summe  der  recipreken  Werthe  der 
Radien  deräusseren  Beruhrungskreise  oder  gleich  dem 
reciproken  Wertbe  des  Radius  des  eingeschriebenen 
Kreises. 

Zieht,  man  von  der  Grieichung  (15)  nach  und  nach  die  iweüe, 
dritte  nad  vierte  der  Gleichnnj^en  (14)  ab,  so  igelMigt  man  aa 
folgenden   Relationen: 

.-='Ü+i)'  h-(l*h)-  h<l*r)-  ' 

'^-e.+^'     '^-^T+iS'     ''•■"^rrs;- 

,   29'» 
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Wenn  wir  denjenigen  iosseren  Berdbrnngskreis/ dessen  Radios 
^1  ist»  in  Bezog  auf  das  Perpendilcel  px  den  gegenSberliegeo- 
den  Beruh rnngsicreis,  die  beiden  anderen  aber  anliegende  Be- 
riihrnngsicreise  nennen  und  dieselben  Begriffe  in  Bezug  aof  die 
Perpendilcel  pg,  p^  festhalten,  so  kann  man  sagen:  Der  reci« 
proke  Wertb  eines  Perpendikels  ist  gleich  dem  arith* 
metlsehen  Mittel  der  reciproken  Werthe  der  Radien 
seiner  anliegenden  Beruhruogskreise. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  enthalten  die  AuflSsung  eines 
Dreieckes y  wenn  die  Radien  der  drei  äusseren  Berübrongs- 
kreise  gegeben  sind.  Auf  ähnliche  Weise  gelangt  mau  zur  AoflS- 
sang  des  Dreieckes ,  wenn  der  Radios  p  des  eingeschriebenen 
Kreises  und  die  Radien  ^i>  ^  zweier  äusserer  Berfibmags- 
kreise  gegeben  sind,  wie  sich  Oberhaupt  zwischen  den  hier  in 
Betracht  gezogenen  Stficken  noch  manche  bemerkenswerthe  Rela- 
tionen ableiten  lassen. 

Anmerkung.  Aehnliche  Relationen ^  wie  jene  (14),  (15)  und 
(16)  lassen  sich  auch  für  die  dreiseitige  Pyramide  aufstellen ,  wie 
folgt:  Bezeichnen  wir  die  Seitenflächen  derselben,  beziehungs- 
weise den  Ecken  A^  B,  C,  Z>,  mit  a^  b,  c,  dp  den  Radios  der 
eingeschriebenen  Kogel  mit  q,  die  Radien  der  vier  äosseren  Be- 
rfihrungskogeln  mit  Qi,  0%»  Qz»  Q4  und  das  Volumen  der  Pyra- 
mide mit   Vp  so  ist: 

r=\(a  +  b  +  c  +  d)Qp 

r=l(b  +  c  +  d--a)Qt, 

(17)  {  F=J(afc+d-6)e,. 

F=:i(ö  +  A  +  rf-c)es. 

F  =  l(a  +  A  +  r~rf)p4. 


(18)  Ujfl  +  I+i+lY 


(S.  Archiv.  Tbl.  XXVIII. p.  90.)  Sind  ferner  Pi*P%*  Pt*  P4  die 
vier  Perpendikel»  welche  von  den  Ecken  A^  B,  C^  D  aof  die 
gegenOberstebenden  Seitenflächen  gefüllt  werden,  so  ist  aach 

F=Sa/i,,     F^=lÄ;ij|,     F=Jcpi,     V=\dp^\ 
mHhin 

o=—     b-—     r=—     d-  — 
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Setst  nuiD  diese  Werthe  tod  a,  b,  c,  d  In  Ale  Gleichuogen  (17), 
BO  erhüt  mao :  . 


Q       Pi     P%     Pm     P€ 


Pl""P«^ft       P4       Pl' 

(,9,  <1=,1  +  1  +  1_1. 

^   ^        Pl       P9^P€       P% 

et     Pi    pt'^p^    Pt 

i=i+i+i_i. 

^4         Pl        P%       P^       P« 


Die  erste  dieser  flinr  Gleichuogen  gibt  In  Verbindung  mit  jener  (18): 

_^         1.1^1,1      ./l  .  1  .  1   .  l\ 

nnd  wenn  man  >on  dieser  Gleiclinng  nach  nnd  nach  die  sweltisi 
dritte,  vierte  nnd  fiinfte  der  Gieichnngen  (19)  subtrabirt,  se  er« 
gibt  sich  leicht  folgendes  System  von  vier  Gleichungen: 

i^la+l+l-.l^ 
l=i/'l.l.l_l^ 

P*       \Qi  ^Qt     Qt     9%/' 

(21) 


l=j(l  +  l  +  l_l), 

1^/1+1+1-1). 
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KU. 

idere  Auflödang  der  im  Arc&i?  Band  XXVlll. 
Heft  3.  Seite  344.  behandelten  Aufgabe. 

Herrn  Professor  F.  JET,  Rumf^ 

am  Gjmnatinm  so  Cötfeld. 


Von  einem  Dreiecke  ÄOB  (Taf.  X.  Fig.  9.)  seien  die  beideo 
Seifen  OA^Ii,  OB:±b  nnd  der  von  tfeni»elben  eing^sthlö^sene 
Winkel  AOBt=i  gegeben.  Man  soll  diese  Seiten  nm  zwei  Stfldt« 
AC  und  BD  Terlängern»  so  dass  dteffe  Stflcke  in  etnefm  g«gebo» 
nen  Verhältnisse  mm  stehen  und  die  ihre  Endpunkte  verbii|deode 
gerade  Linie  CD  eine  gegebene  Grosso  e  hat. 

Geometrische    Auflösung. 

Construction.  Schneide  von  der  Seite  OA  ein  Stflck  OP 
ab,  so  da^s  sich  verhält  OP:OB=:m:n  und  ziehe  PB.  Ver- 
längere hierauf  AB  »m  «ieh  selbst  bis  L  und  schlage  mit  c  als 
Radius  aus  L  einen  Hogen,  der  die  PB  in  M  trifft  Ziehe  dann 
aus  M  eine  zn  AO  |»itrallele  Linie,  welche  die  OB  in  iV  schnei* 
det  und  verlängere  die  Seite  OA  um  ACrszNM  und  die  Seite 
OB  nm  BD  =  NB,  womit  die  Aufgabe  gel5st  ist 

Beweis.    1.    Es  Ut  AC: BD  =^  jNMiNB=  OP:OB=zm:n. 

Die  Verlängerungen  haben  also  das  verlangte  Verhältniss. 

11.  Ziehe  AK  parallel  OD,  DK  parallel  BA  und  verbinde  C 
mit  K,  C  mit  D  und  M  mtt  £.  9ann  ist,  da  AC^NM,  AK 
=  BD=:NB  und  der  Winkel  CAK-MNB  Ist,  auch  ^CAK 
^^MNB,  und  folglich  CK^zMB,  ferner  CKA^MBW;  und 
daher  ist  auch,   wenn  man  zu  beiden  Seiten  die  gleichen  Winkel 


AKD  mA  ABX'hliuufllgt,  der  Winksl  CKD=MBL.  Da  min 
fibeidieu  ancb  KD=^AB  =  BL,  so  ist  ^CKD^  ^MBh  vtA 
folglich  CD=ML=s c.  Ea  hat  also  die  Veibinduagsliaie  CD 
die  verlangte  GiSsse» 

Nach  Aimeianng  der  TorstebeDden  geometrischen  Behandlai^ 
ergiebt  sieb  nnn  folgende 


Trigonometrische  AnflDsnng. 
m.    Aua  dem  Dreiecke  AOB  ei^pebt  sich 

b.  Aus  dem  Dreiecke  POB,  in  welchem  0P~-.OB=~ 

ist.   ergiebt  sieh 

mslni 
tng  1]  := i- 

c.  Ans  dem  Dreiecke  MBL,  in  welchem 

BL  =  AB=Va*  +  6*— 2a6  cos  i 

ist,  fliglebt  sieb  nun 

BI,.sin(|S— 19)       sin(|!— «)  V  a>  -f  A*  —  2aAcosi 
•""= SE = c 

A.    lo  deraselbes  Dreiecke  JUBL  ist  oan  Temer 
„n_  dIfX.siiitf— 1?— <)  __c<ln(/l-^i7— <) 
~         sin((S— ij)  8in(jJ — ij) 

Cb    Setxen  wir  nun  AC^x  und  BC^y,  so  ergebt  «Ich  apf 
dem  Dtetedte  ^ETMI: 

jKM_  ^B.sln<;  _  celn(^  —  t)  —  i)shnj 

x—iaa-    ^jü^     —      ri„(p_,)8ini     ' 

Jlf£.8 


„„_MB.s\n(ij+ii       eatn(p-i;-t)Bln(^-H) 
Vir  habende  zur  AaflOsu 
(I)  *«?.« 


Wir  habende  zur  AaflSsung  nDserer  AuQ^ 
flslitf 
-aceäl 
mslnj 


<2)  liig»)=- 
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c 

W  y~  8in(/3— i7}slDt 

Zusati.    Setien  wir  —  =  f*    und    r  =  y,  so  gehen  die  drei 
ersten  der  vorstebenden  Formeln  über  in : 


i/sint 


(1)  tngß=j———.f 


vcost 


(2)  tngwsi  1  ■   .» 

(3)  wnt  =  *8in(|J— iy)Vl  +  v*-2vco«t. 


XIII. 

Beweis,  dass  die  sämmtlicheii  Wurzeln  der  cabiscbeB 

Gleichung 

reell  sind. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Den  Ton  Herrn  Sylvester  gegebenen  scbSnen  Beweis»  datf 
die  sänunttichen  Wurzeln  der  cnbischen  Gleicbung 

oder,  wenn  man  der  Kurse  wegen 


e runer i:  Beweis,  dau  die  eämmü.  Wur%. der  cub.  Gleich. ele.  443 

setBt»  die  Wunsein  der  Gleichung  ^ 

eimmtlich  reell  siod»  kann  man,  aach  obee  auf  die  aUgemeine 
Theorie  der  DeterminaDteD  zurflckzugehen,  einfach  und  gans  ele- 
mentar auf  folgende  Art  darstellen. 

Han  eetse 

abo: 

/(a:)=(aj» + Ar)  -  (il««  +  C) , 

and  folglich: 

woraoe  sich  sogleieb 

ergiebt 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

^«-.2J?=(o+6+c)«— 2(a6+6c+ca-€P— e«-/^ 

s    a*  -f  6*  +  c^  -h  2(a6  +  6c  -h  ea) 
— 2(a6+6c+ca— «P— <^— /«), 
folglidi  offenbar: 

woraus  sich  ergiebt»  dass  J^-1B  eine  positiTe  Gr5ss#  Ist. 
Femer  Ist  nach  dem  Obigebs 
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=     a«6«  +  4M+c«a«— 2(aA  +  6i?+ca)(cP+e*+/*)+(iP+e*+/*)« 
+  2(o  +  6  +  c)(iirf«  +  Äe«  +  c/^  +  2de/) 

+  2  (o«  -  6c)  rf»  +  2  (6*  -  ca)  e«  +  2  (C>-4t  06)/« 
=     a«6«    +6«c«    +c»a«    +  2fliW»  +  26V  +  2c«/^ 

— 2a6/^— 26c<P— fico«*  -f  4aAf-h  46d<f+  4edef 

+f*      +rf*      +«*       +2e«P +2«P/»  +  2d««« 
=     (06— /^)«+(6«— «^«+(e«— fl»)» 

+  2(orf+e/)«+2(6e+rf/)«+2(«/+de)«, 

woraos  sieb  ergiebt,  Aasa  auch  B*—^AC  «hte  positive  GrSsse  ist 
Setzen  wir  der  Kürze  vregeti 

eo  siBd  Ai,  Bis  Ci  laoter  positive  CrrS^sea«  upd  pach  dem  Obi- 
gen ist: 

Hfilte  nun  die  Gleicliung 

/•(^)=o 

die  imaginSre  Wurs«!  q»  V — 1,-  m  das« 
wire,  so  wSfe  aocb 

I 

nnd  folglicb,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

-/T7  V^)  ./HvV^)=*  (yi^«-4<*  V^)*-fM(»  V^)^  C, 

Ist:   •■  ■  "  •   ••    ' 


t 


oder: 

was  offenba?   angereimt  ist,  da  oach  dem  Obigen  die  CoefBden- 
teo  Ali  Bit  Ci  «ämmtlicb  positiv  sind. 

Hfitte  ferner  die  Gleichung 
die  imaglnftre  Wurzel 


^=P+yV— I, 

so  setxe  man 

x=s,p  +  Xi, 

wo   arj  :=  9 V  — 1  ist,  und: 

a  =  p-fOi,    b=p+b^,    c  =  p  +  i;,; 


Weil  DUO  nach  dem  Obigto 

f(x)  =  (x  -  a)  (^—6)  (ar— cj — rf«  (a:— o)  -^e«(j:— 6) — /^(j?  -  c) + tW^ 

Ist,   so  Ist  .  ^ 

/(jt) =(ar,  — o,)  (sTi--*,)  (xi  — U|)  —  iP(j:4— o,) — ««(j:,  — 6i) 

and  folglich,   weil  nach  der  gemachten  Voraussetzung 

M: 

tot — «Ü<^i-^W^— <^-Hrf»(jli — «i)  — ««(all -H,*i) 

wo  bekanntlich  ^i  =  ^V— 1  ist    Also  bitte  die  Gleichung 
■mfirnb»!  ist^  da  obei^  «fMi»  te  AHgnadiaea  gezeigt .pMde»  bi^ 
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dass  keine  Gieichnng  von  dieser  Form  eine  imaginäre  Wund  ?m 
der  Form  q^ — 1  haben  icann.    Also  kann  aneh  die  Gleidmng 

I 

keine  iroaginfire  Wurzel  von  der  Form  p  +  9  V  — 1  Baben»  eo  d&M 
folglich  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  sind,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 


XIV. 

Entwickelang  der  Gleichimg  aller  desjenigen  Drehnngs- 
^   welche  für  je  eine  Schnittebene  nur  einen 
Parallelkreis  zalassen. 


Von 

Herrn  Professor   Friedrich  Mann 

an  der  Kaotontichale  In  Frauenfeld. 


Nehmen  wir  an ,  es  sei  die  Aze  OZ  des  rechtwinkeligen  Coor^ 
dinatensystems  Drehnngsaze»  so  muss  die  Gleichung  jeder 
solcheb  Drehungsfläche  offenbar  so  beschaffen  sein,  dass  ^  in 
die  Mittelpunktsgleichung  eines  Kreises  Qbergeht»  sowie  man  sich 
in  ihr  %  constant  denkt.  Diese  Fläehengleicbong  muss  daher  aof 
die  Form 

«•  +  y*=A  (I) 

gebracht  werden  kOnnen.  Eine  Gleichung  von  dieser  BeschaT' 
fmheit  zu  haben,  ist  gemeinsamer  Charakter  aller  Drehngs- 
flächen  der  bezeichneten  Art  Jeder  Spezialität  innerhalb  der 
Ohippe  dieser  Fliehen  entsprieht  natfirlich  ein  besonderer  Ban 
des  Aosdrttcfai  f^,  weleker  gefunden  «i^rAett  kann,  sowie  mem 
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das  kennt,  was  die  Fläche  in  iiirer  Besonderheit  charakterisirt» 
nämlich  die  Erzengende.  Ist  z.B.  die  Gleichung  der  in  die 
Ebene  ZOT  fallenden  Meridiancnrve  bekannt,  so  lässt  sich  fig 
sofort  bestimmen.  Denn  a*+y^=:f%  geht  offenbar  in  die  Glei- 
chung dieser  Meridiancurve  Aber,  wenn  man  jr=0  setzt  Hier- 
aus erhellet,  dass  f%  nichts  anderes  ist,  als  der  Werth,  welcher 
den  jf*  jener  Meridiancurve  zukommt.  Hat  man  daher  die  Glei- 
cbnog  dieser  Qn  TOZ  liegenden)  Meridiancurre,  so  darf  man 
derselben  nur  den  Werth  von  jf*  entnehmen  und  denselben  in 
Gleichung  (I)  an  die  Stelle  von  fm  setzen,  um  die  Gleichung  der 
besonderen  Drehungsfläche  zu  haben,  um  deren  Auffindung  es 
sich  handelt. 


Beispiele. 

1)  Ist  die  Erzengende  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in  O, 
deren  grosse  Aze  2a  längs-  O  F  und  deren  kleine  Axe  26  lings 
OZ  fällt,  so  ist  die  Gleichung  der  in  ZOT  liegenden  Meridiancurve 

Der  dem  ^  zukommende  Werth,  d.  h.  das  f»,  ist  daher  in  diesem 
besonderen  Falle 

und  daher  die  Gleichung  der  betreffenden  Drehnngsfläche  (d.  h. 
die  Mittelpnnktsgleichung  eines  ürehoniiseilips^idUi  mit  den 
Axenlängen  2a  und  2ö): 


a« 


oder 


<ider  endfich 


*•+*■=«*- gl  **i 


Ä*.(ar«f^*)  =  ^^^'^-'5f«z«, 


aV  +  6«(ar«+^*)  =  aW. 


In  ganz^Shnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  des 
Drehungshyperboloids  und    des   Drehungsparaboloids« 

2)  Die  Erzengende  sei  eine  Gerade,  welche  die  Drehongs- 
aze  OZ  unter  einem  Winkel  schneidet,  dessen  Tangente  =111 
ist  und  welche  zugleich  durch  O  geht  In  diesem  Falle  ist  die  Glei- 
chung der  in  ZOT  liegenden  Meridiancorres 
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1d  welcher  Ordimeg  die  abeoltiteo  Primiheiler  3,  5».  7  genon* 
meo  werden,  ist  gans  gleichgiltig;  so  hfttte  maa  ia  ansenn  Bei- 
spiele  unter  Anderm  auch  so  verfabren  kennen: 

105 
21  =  Anzahl  der  durch  5  theiibaren  Zahlen  von  1  bis  lOS; 


ivaMi*> 


Rest  =  84 

12^=  Anzahl  der  durch  7  theiibaren  Zählen  von  1  bis  81; 

Rest  =72 

24_=  Anzahl  der  durch  3  theiibaren  Zahlen  voi|  1  bis  72; 

Re6t=  48  =5' 105. 

Nun  sur  Rechtfertigung. 

Ist  die  Zahl  N  durch  a  theilbar«  so  ist  die  Anzahl  aller  durch 

N 

n  theiibaren  Zahlen  von  1  bis  N  selbstverständlich  :=— -»    inden 

a 

sie  nämlich  die  folgenden  sind: 
A)  Ä,  2a,  3a,  4a....  (~")ö. 

Nun  theile  man  die  Zahlen  von  1  bis  iV^  in  a  Gruppen,   so  wer- 

N 
den  in  jeder  Gruppe  —  Glieder  vorkommen,  also  gerad«  so  viele, 

als  es  von  1  bis  N  durch  a  theilbare  Zahlen  gibt,  und  nehme  an, 
dass  es  In  der  letzten  Gruppe  x  Zahlen  gebe,  welche  durch  x 
theilbar  sind,    nämlich  die  Zahlen: 

B,  (5-.+.),.  (?-.+.). (?-.)..  (^. 

Dividirt  man  jetzt  die  Glieder  der  letzten  Gruppe  durch  6,  so 
haben  die  Reste  folgende  Reihenfolge: 

C)  1,  2,  3,  4,....(Ä— 1),  0, 

N 
die  sich  so  oft  wiederholt,  als  der  «Quotient  -7  angibt    Schreibt 

man  femer  die  Zahlenreibe  A)  in  Form  folgender  Horizontalreihen: 

a,    2a,    3a«    4a,  ....(6 — l)a,    6a; 
(6+I)a,    (6+2)o*  (6+3)a,    (6+4)a...„(2Ä— l)a,    26a; 


(|_.,.),.  (^_HO-'(f-0«.  ©•= 
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y 

deren  Anzahl  selbstredend  ebenfalls  -n  ist,  so  überzeugt  man  sich 

anf  der  Stelle»  dass,  wenn  durch  6  dmdirt  wird»  die  einzelnen 
Horizontalreihen  die  nämlichen  Reste  in  der  nämlichen  Aufeinan- 
derfolge geben,  und  dass  die  Reste»  wie  sie  in  jeder  Horizontal- 
reibe  ▼orkommeo»  gerade  so  yiele  und  dieselben  sind»  als  in  C)» 
nar  mit  dem  Unterschiede  einer  anderen  Aufeinanderfolge»  mit 
einsiger  Ausnahme  des  Restes  0»  der  fiberall  an  der  letzten  Stelle 
steht  Diess  festgehalten,  wird  man  vor  und  nach  jeder  der  Zahlen 
in  B)»  die  letzte  ausgenommen»  die  Obrigen  Multipla  von  a»  welche 
in  den  ersten  (a — 1)  Gruppen  vorkommen»  der  Art  beiordnen 
können»  dass»  wenn  nach  dieser  Anordnung  durch  b  dividirt  wird» 
die  Reihenfolge  der  Reste  die  nämliche  Ist»  als  in  C).  Hieraus 
folgt  nun  der  wichtige  Satz: 

Wenn  die  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis  iV.  die 
durch  die  von  einander  verschiedenen  absoluten 
Primzahlen  a»  6»  c»  d, ....  u.  s.  f.  theilbar  ist»  in 
a  Gruppen  getheilt  wird»  und  man  hierauf  dieje- 
nigen Zahlen  ausscheidet»  welche  durch  a  theil- 
bar sind»  so  werden  die  in  der  letzten  Gruppe 
Qbrig  bleibenden  in  Bezug  auf  die  Reste  bei  der 
Division  durch  b,  o,  d,  u.  s.  f.  vollkommen  ersetzt 
durch  die  in  den  ersten  (a — 1)  Gruppen  gestri- 
chenen Zahlen; 

durch  welchen  Satz  der  oben  angegebene  Weg  zur  Bestimmung 
von  S^N  vollkommen  gerechtfertigt  ist. 

Da  bekanntlich  die  Zahl  N  unter  der  Form :  a^ßcvd^....  darge- 
stellt werden  kann»  80  bt:  S'2V^=o«-i(a— l)6^-H*-l)«y-*(c-l)..... 
denn  man  bat  nach  und  nach? 

a^Wcv.... 

n^-Hßcy . .. .  =:  Anzahl  der  durch  a  tbeilb.  Zahlen  von  1  bis  JV 


Rest  =a«-»(a— l)6/^cy.... 

iia-i(a — l)6^-icy....  =  Anzahl  der  durch  6  theilbaren  Zah- 
len von  1  bis  a^^^(a — l)Wcy.... 

Rest  =a^»(a— 1)W-M6— l)^-  •• 

a«-i(a-.l)6M(4  — l)cy-*....  =Anzahl  der  durch  c  theil- 
baren Zahlen   von  1  bis 

Rest  =a*-Ha-l)6^-H*~l)cy-^(<?-l>  —  » 

u.  s.  f. » 
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also 

S'iV=a«-i(a-l)W-HÄ— l)<?y-*(c— 1)... 

oder 


S'2V  =  iV(I--)(I-^)(I--). 


Elementarer  Beweis  der  Reihen  für  den  Sinns  und 

Cosinus  durch  den  Bogen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Elementare  Beweise  der  Reihen  ffir  den  Sinne  nnd  Coaiaos 
dnroh  den  Bogen  eind  ßr  den  Unterricht  in  der  Trigonometrie  m 
wichtig»  dase  jeder  Versuch,  dieselben  möglichst  zu  Tereio&chei 
nnd  zu  vOUiger  Strenge  zu  erheben ,  willkommen  geheinsen  wer* 
den  muss»  auch  selbst  dann,  wenn  er  sich  nur  an  bereits  Be- 
kanntes anschliessen  sollte.  Freilieb  liegt  es  in  der  Natur  der 
Sache»  dtfss  diese  Beweise  nie  ganz  einfach  ausfallen 
wenn  sie  sich  aber  nur  an  ganz  elementare  arithmetische 
anschliessen»  aus  der  Trigonometrie  nur  solche  Sfitze  in  Ansprach 
nehmen,  welche  der  Elementar -Unterricht  in  dieser  Wissensdaft 
nicht  leicht  übergehen  wird ,  und  ausserdem  auf  einer  wenig  ver« 
wlclcelten»  leicht  fibersehbarenSchlussfolgernng  berahen:  so  scheint 
den  Ansprächen»  welche  der  Elementar -Unterricht  zu  machen  be- 
rechtigt ist»  genügt  zu  sein.  Ein  grosser  Gewinn  wird  es  sein, 
wecn  dorch  solche  strenge»  möglichst  elementare  Beweise  endUch 
die  ganz  unwissenschaftlichen  sogenannten  Beweise  oder  Bnfwieko* 
langen  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coeffidenten  und  andere 


gMf*  WWeifAiiiis  MgttnJgB,  Brit  welcbe«  »Ml  die  Jngefld,  HA 
grSMten  Schaden  für  di«  matlieniatisch«  AMbUdttag  dcrMllMh,  iMWiM 
Dodi  hin  and  wieder 'm  einem  analytischen  Labyriotb  bernmiDfObTea 
beliebt.  In  welchem  kein  tV^  znro  gedeihlicbfin  Ende  führt,  gaos  au 
den  DathematiMhen  £1  »inen tar- Unterrichte  verdrängt  werden;  denn 
wie  verwerflich  namentlich  die  genannte  Methode  ia^  hat  nnr  erst  neu* 
eilicb  ein  ala  gant  mlwglOckt  bd  betrachtender  nnd  als  aoJcfaer  nack- 
gewiesener  Versncb,  durch  ifaleben  deraelke«  i*  der  büheren  Akriy> 
tÖMt  wer  weiaa  ana  welchem  Grande,  einige  Concesaloneo  gemacht 
werden  sollten,  wiederbolt  aof  das  Deatllcfaate  bewiesen.  Da  diese 
Methode  aber  immer  noch  hin  nnd  wieder  benutit  wird,  so  kann  mm 
nicht  »fl  genog  aar  deren  SchSdlichkeit  bioweisen. 

Dflr  Beweis,  weichet  Ich  im  Polgenden  ßt'  die  «rwlfantvA 
Reiben  geben  werde,  ist  keineswegs  ganz  neu,  sondern  sucht  nur 
auf  mSglidist  einlacfa«,  aber  strmge  Welse  4en  Sllesteit  Bffrtls, 
weldier  fflr  diese  Reiben  gegeben  worden  ist,  dariostellen;  nnd 
es  wird  mich  freuen,  wenn  derselbe  fQr  den  so  wichtigen  trigono- 
metriscben  Unterricht  sich  geeignet  snvelsiMI  und  mA  durch 
Miltheilong  dieses  Beweises  das  Archiv  einen  aeiner  Hanptiwecke, 
Hir  Verbesserung  des  mathematiacben  Unlerrlobts  b^utragen, 
eneichcn  sollte.  leb  ndsste  in  der  That  nitfat,  welcher  der  im 
Folgcoden  angewandten  Schlösse  aich  einem  gut  vorbereiteten 
Anfänger  nleht  snilte  *u  vutliger  DeOtticbkelt  bringe»  laasen,  wo- 
durch —  wie  es  Hauptiiel  jedes  Unterrichts  sein  muss  —  allein 
vSUige  Ueberaengnng  bewirkt  werden  kann.  Ich  müebte  doch  ein- 
mal die  Herren,  welche  sich  immer  noch  der  Methode  der  unbe- 
stimniten  Coefficienten  bedienen,  auf  ihr  Gewissen  fragen:  ob  sie 
denn  wirklich  von  der  Richtigkeit  aller  ihrer  Schlösse  bei  dersel- 
ben und  der  Resultate,  welche  sie  durch  dieselbe  herausb ringen, 
selbst  vollkommen  fifaerzengt  sind?  oder  ob  sie  nicht  der  Jngemi 
etwas  vordemonsiriren,  was  sie  selbst,  weon  ne  aufrichtig  gegen 
sich  sein  wollen,  fQr  leei*«  Spi^elfflchterci  halten  mflssenl  Den 
Hinweis  auf  verschiedene  neuerlich  erschienene  Schriften  will  ich 
mir  ersparen. 


Um  die  Reihe  fOr  den  Sinus  zu  erhallen,    nehme  ich,    niu 
schon  die  Slleren  Analytiker  thaten,    vo 
«reiche    ffir  ein  positives  ganzes  n 
WMf&krUcber  *)  trigonometrischer  Element 

■>  Bin  asMra«  wli4  «teh  nsiflrtich  smIi  i 
imm  Baibea  Me  alit«  »ad  bmji  cMaMeS,  and 
Ich  uldit.    . 
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SchloM  von  n  auf  n  -f  1  ^)  m  beweisen  wohl  schwerlidi  mtet' 
lassen  wird,  meinen  Anelaof: 

sin  fu;  =  iti  cos  a:""*  sin  o;  —  itg  cos  a:*"'  sin  ar* 

+  »5  cos  ar»-*sin  a:* 


wo  hier  oqd  im  Folgenden  wie  gewShnlich 

^1»    •*•>    ^»    ^4»    it^,.,.. 

die  Binomial-Coeflficienten  filr  den  positiven  ganzen  Exponenten  n 
bezeichnen,  übrigens  die  Reihe  so  weit  fortgesetzt  wird,  bis  sie 
wegen  der  verschwindenden  Binomial-Coefficienten  von  selbst  abbricht 

ar 
Setzt  man  —  Ar  «,  so  erhält  man: 

sinaps     |  (cos-)»-* sin - 

it(n— l)(n— 2)^      X.     .,  .  x.^ 
TO (<^«n  >""•(«"»  n  >• 

.  it(n--l)  (n-2)  (n-3)  {n-A) ,      g..        .  , 
+ 1.2.3.4.6 («M-)-«(«in -)• 


oder: 


a?  a? 

sin  a:  =     n  (cos-)"-*  sin  - 

(1- ?)(!—?) 
1.2..1       »'(co,-)-»(,.n-)» 


*)  Schon  am  den  Anfänger  mtt  diecem  «o. wichtigen  Sdüntse  Ii 
mehr  und  mehr  vertraot  in  machen,    tollte  man  die  Entwickelnag  4cr 
fkregllchen  Reihe  oder   Gleichung    bei'm   trigonsmetrUohen  ElesM 
Unterrldite  nie  nsterlaseen,  da  dieselbe  eo  leicht  nad  iaetmcliv  sn 
ben  tat. 


für  den  Sinus  und  Cosinus  durch  den  Bogen.  455 

oder: 

sin  o:  =     x  (cos  —)»-* 

n 


1X3 ^(~» 


i^'C^)' 


n 


+ 1.2.3.4.5 ^5*<«««>"'\"S~y 


n 


immer  die  Reibe  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst  abbricht^ 
so  dass  wir  es  also  ffir  jetzt  hier  immer  mit  einer  endlichen  Reihe» 
d.  h.  mit  einer  Reihe  von  endlicher  Gliederzahl,  zu  thun  haben. 

Bezeichnet  non  2A:  eine  positive  gerade  Zahl,  welche  kleiner 
ale  «ist,  so  l[ann  man  die  obige  Reihe  auf  folgeode  Art  in  zwei 
Tbeile  theilen: 

sin^ 
n 

X 


9 


— To— *•<"«•«>"  \-T-; 


12          3          4  X 

+ 1.2.3.4.6 ^«««>"-\^ 


U.    8.    W. 


1        2  2l/fc  X 

1)(1-^....(1--) 

+<-')*      1  2.3.!(2*4.1)"  *'*^'H 


(l-i)(l--)....(l--)  ^,f^n>^ 


480  drunart:  ßkmmUtirtr  BmaeH  der  BtUtm 

wo 

N 

n 
,,    1.,-    2.     ,-    U\\  .  X 


B^zetcbnen  f?lr  nuq  4eD  abaohiten  Werth  Ton  x  dprch  jt»  den 
absoluten  Werth  von  Rh  durch  Ki^,   so  ist  offenbar«    wie  gross 

iMB  Mch  ^  po«itife  giMi««  Z^hl  n  anHebsiteQ  Mag»  itomec 


**^l....(2ifc+3)"*'l....(2*  +  6)"*'l.,..(2*  +  7)"*'*"*'^' 

weil  auf|;eD8Gheinlich  jedes  Glied  der  Reihe  fSr  /{jb»  absolot  ge- 
nommen,  kleiner  ist  als  das  entsprechende  Glied  dkMtr  letit^r«m 
aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehenden  Reihe,  ond  weil  natSr- 
lieh  der  absolute  Werth  jeder  Reihe  nie  grdsser  ist  als  der  Wertfci 
welchen  diese  Reihe  erhält,  wenn  man  aUe  Ihre  Glieder  positiv 
nimmt    Also  ist 

**^  l...(2A+3)  '*+  (2itf  4)(2*+6)  +  (2ife+4)(2Ä+ö)(2*+e)(2il+7)  J. 

4-  io  Inf.  I 

und  nimmt  men  nur,  was  offenbar  veMlattel  ist,  da  man  sich  j4 
auch  II  beliebig  gross  angenommen  denken  kann,  k  nur  so,  dass 

ist,   SO  ist  elRNib^r 


/Kr  dm  Mnü  wuI  Cnimu  ämrek  4en  Bogm^  4gg 

Wenn  nao  aber  2tf  eine  posHiFe  gaose  gerade  Zahl  beidch- 
nety  so  ist  nach  der  Lehre  von  den  geometrischea  ProgressioDen: 

^+(2*+!/  ■'■(är+iy  +-+V2ir+4^ 


2A+V 


"-(äÄTi)      ^"(srVi)     ^-(äS+l)' 


also,    wie  gross  auch  ti  selo  mag.  Immer 


* + (mtÜ + (am)*  +  •"+ (sm)' 


folglkh  aueli 

< L_-. 

'"(sÄHHl) 
and  daher  nach  dem  Obigen: 

wie  gross  man  sich  auch  •  angenommen  denicen  mag,  natOrlich 
immer  nnter  der  Voranssetsniig,  dass 

24  +  4 >>r,    also  5jqpi<l 

Ist. 

Liest  man  nun  in  dw  ans  dem  Obigen  bekannten  fiiolAvg 
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SID  — • 

sio  or  =     X  (cos  — )*-* 

n 

12  3  4  X 

(i--)(i.,.)a--^)(i--^)  >»jrY 


1.2.3.4.5 


0.    8.    W. 

2/1 


+<-')*    12.3...^2it  +  l)     -"^^  «-f )-"-^  C-F  ) 

tl 

die  positive  ganze  Zahl  n  in's  Unendliche  wachsen,  und  gebt  n 
den  GrSnzen  fiber,  so  erhält  man  nach  ganz  bekannten  Sätseo  ^ 
fCir  ein  unendlich  grosses  n: 

sin;r  =  ^-j-273  +  5^;7;5  +  ....  +  (-l)*l       (2A+1)  +  *' 

wo,  wenn  man  sich  nur,  was  offenbar  ^erstattet  ist,  2ifc-f  ^  t^^ 
•er  als  jr  angenommen  denkt,  R  eine  Grösse  bezeichnet,  deren 
absoluter  Werth  kleiner  als 

^H-»  1 


l....(2A+3)*j 


^(2*+4) 


Ist.    LXsst  man  nun  aber  in  Vorstehender  Gleichung  k  in's  Cd- 
endliche  wachsen,  so  nähert  sich  offenbar 

der  Einheit,  und  nach  einem  bekannten  Satze**}  nähert  sich 


*)  Nameollich  nach  dem  8aUe,  das«  — —  «ich  der  Eioheil  aihert, 

wemi  9  eich  der  Nail  nähert.    M.  «.  den  Anhang. 
^^}  H.  •*  den  Anhang. 
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l....(2A;-f3) 
der  Null;  also  nähert  sieh  aach 

)r^^^» 1 

r::..(2A+3)-     /  y  v^ 

ond  foiglieh  am  so  mehr  der  absolate  Werth  von  R,  also  aach 
A  selbst»  der  Null,  woraus  sich  uomittelbar  ergiebt,  dass 

8in*  =  «-j^  +  j-— g-j^  +  ....  io  inf. 

isty  d.h.  dass  man  den  Werth  Fon  bXux  desto  genauer  erhftit«  je 
mehr  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
seichens  vom  Anfange  an  man  mit  einander  Foreinigt 


Die  Reihe  fSr  den   Cosinus   iSsst  sich  aus   der  bekannten 
Gleichung 

eosiu?  =  HoCOSo:* — iiaCOs:e*'"*sln  j;*-f  n4Cosa:"*^slnx*— . .. . , 

wo  n  wieder  eine  positiFO  ganze  Zahl  bezeichnet»  auf  ganz  ahn- 
liehe  Art  ableiten. 

Setzt  man  —  ffir  j;«  so  erhält  man: 
II 


cosj; 


=  (cos  -)• 172"  ^^^*  -)"^*(«in-)' 

n(n-1)(n-2)(ii-3)  .^^.^^..x.^ 

it(n— l)(n— 2)..,.(n— 5)        x.^^,  .   «. . 
1.2.3.4.5.6 (eos-)-^(sin -)• 


oder 


1?  9t  £  «17 

cos:r=:(cos^)* — j^n*(cos-)^*(sin-)« 


(1— ^(l.-.?)(l-.?) 

OXi «•(co.-)-*(.fa-)« 
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oder 

n 
a-;)0-|)(l-i)         ,      /*;,. 

+     1.18  4    '^'^K-r) 

n 
l.Ü.3.4.8.6 ^**^**^>^~i-^ 


Beieickiet  nvi  21;^  1  eine  positiFe  ungerade  Zahl,  welche  klei- 
ner als  it  Ist,  80  kann  man  die  obige  Reihe  auf  folgende  Art  in 
swei  Tbeile  thellen: 


1      '  «  * 

1— -  ^        ^In— ^, 


COBX 


=  (COS-)- •- r^a:t(coe-)-*  (-^; 


+ ~ — OXi '^'''^ 


*.    .,    » 


«^)-<^r 


IL    ■•    W. 


1        2  21^1  M 

(1— -)(1-D...(1  ■  )  >n-\i 


+  th. 
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n 
n 


n 


; 


+ .  ^ 

ist,  die  Reihe  rechts  so  weit  fortgesetst.  Ms  si»  mon  seihst  sbbriofat 

Bezeichnen  wir  nun  wieder  den  absohiten  Wertb  von  x  darcb 
ti  den  absoluten  Werth  von  Rft  dutdi  )tft>  so  bt  oiFenbar,  wie 
gross  man  aach  i»nisiBit^  immer: 


^[ik\%  ftk^  jflk^^ 


also 


**  <l....(2A+2)'  *  +(2*+3)(2*+4) '  (2ft+3)(2*+4)(2*+5)(2*+6){^ 


+5)(2A+6)C, 
•f  in  iof.  1 


NiHimt  man  nnn  aber^  was  ofenbar  verstattet  ist,  A  so  an»  dass 

2*+3>ir,  also  gZ+S^l 
ist»  io  kt  oifenbar 

Weiui  aber  2t(  eine  poeitiT«  gerade  ZabI  beseicbnet,  so  bt  nach 
der  l/«bre  tqd  den  geometriscben  Progressionen 

-(äÄO*   '-C^)  -(lÄs) 
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woraus  sich  ergiebt,  dass,  wie  gross  auch  2n  soId  mag,  Imaet 

^^\W^  +(2*+3)  +• -+(2*1:3) 

i-(äfe) 

folglich  aocb 

*+ (2*1:3)+ (2:^:3)  +  (5^1)+ *"  •"«^ 

<__J__, 
'-(afe) 

uod  daher  Imch  dem  Obigen 


l....(2*+2)*       /    y   V 

'  "  V2*+3,; 


ist,  wie  gross  man  sich  auch  n  angenommeD  denken  mag,  oatir- 
lich  immer  unter  der  Voranssetsang^  dass 

2*  +  3>jr,    also  24^<1 
ist. 

LSsst  man  pon  in  der  aas  dem  Obigen  belcannten  Gleichung 


cosor: 


It 

1X374 ^«*(cos-)^- 


(1-J)(1-^...(1~^ 


1.2.3.4.6.6 «^^o«  )"-'(-F- 


u.  s.  fr. 


•f  A* 


/Kr  dm  SHntä  mtd  CetHmi  äureä  äen  B^pm.  46} 

die  positire  gaoze  Zahl  ii  Ws  UnMdlidie  waebiwii,  and  gebt  sn 
den  CrräüBen  über,  so  erhält  man  für  ein  anlmdlich  groMee  n: 

WO,  wenn  man  sich  nnr,  was  offenbar  yerstattet  ist,  2A -f  3 
grösser  als  x  angenommen  denkt,  R  eine  Crrusse  bezeichnet, 
deren  absoluter  Werth  kleiner  als 


l....(2*+2)'^ 


^(2* +3) 


ist    LSsst  man  nun  aber  k  in's  Unendliche  wachsen,  so  nähert 
offenbar 

■      1  / 


1 


"(tSTfs) 


der  Einheit,  und  nach  einem  bekannten  Satze  nähert  sich 

l....(2*+2) 
der  Null;   also  nähert  sich  auch 

r**+«  1 


l..,.(2*  +  2)'j      f    X     V* 


""(2*+3y 


und  folglich  nach  dem  Obigen  um  so  mehr  der  absolute  Werth 
¥on  R^  also  auch  R  selbst,  der  Null,  woraus  sich  unmittelbar 
ergieht,  dass 

.       a^         a^  x^ 

«>»*=»- o+rm-rrrrTe +•••'»  »"f- 

ist,  d.  h.  dass  man  den  Werth  von  cos^r  desto  genauer  erhält, 
je  mehr  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Glekbhalts- 
Zeichens  vom  Anfange  an  man  mit  einander  vereinigt 


m. 


Anhang. 


lit  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  AufiNttzes  im  We- 
saitliclien  erledigt    Da  indess  im  Obigen  ein  Paar  Sätze  In  An* 
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weniwmg  gabrackt  worden  tlod,  wMke  b«i'oi  BioiaeDtar'-UDtof* 
richte  ▼Mlaichl  nicht  immer  die  BerÜckeichtfgiBig  finden  dirften 
oder  bis  jetzt  gefunden  haben ,  die  eie  jedenfalls  ihrer  vielfacben 
Wiehtigl^eit  wegen  verdienen,  so  will  ich  über  diese  Sfttae  jetzt 
noch  Einiges  sagen. 

1.    Der  erste  dieser  SStze  ist  der  Satz»   dass  der  Brücfc 

sine 

e 

sich  der  Einheit  als  Gränze  n&hert,  trenn  v  sich  der 
Null  nShert.    Dies  läset  sich  aof  folgende  Art  beweisen. 

Fflr  den  beliebigen  Halbmesser  r  wollen  wir  den  Simm  ami 
die  Tangente  des  durch  den  der  Einheit  als  Halbroesetr  entspttp* 
chenden  Bogen  v  gemessenen  Winkels  durch  Sine  und  Tange 
bezeichnen,  indem  wie  gewöhnlich  sine  und  tange  sich  auf  den 
der  Einheit  gleichen  Halbmesser  beziehen.  Weil  nun  zwischen 
zwei  Punkten  die  gerade  Linie  die  kürzeste  ist,   so  ist 

2Sint;<2rr»   also  Sine<rr. 

Bezeichnen  wir  ferner  den  Flftcheninhalt  des  gleichschenkligen 
Dreiecks,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkte  des  mit  dem  Halbraeneer 
r  beschriebenen  Kreises  liegt,  dessen  gleiche  Sdienkei  r  shid 
und  dessen  Grundlinie  2Tangr  ist,  durch  />,  femer  den  Flfichen- 
Inhalt  des  demselben  Kreise  angehörenden  Seotors,  welcher  dem 
Bogen  2re  entspricht t  durch  S,  so  ist  offenbar 

Nun  iet  aber  nach  bekannten  elementar -geometrischen  Sitzen: 

iS=ir.2re=r^,    Z>=rTange; 

also 

rh)'^r Tang e ,    folglich  rv  < Tang e. 

ünket  ist 

Shre  <  IT  <  Tangv, 

folglich 

Sine  Tange 

also 

sin  e  <  e  <  tang  e. 

Ilief «SS  nrglehl  skht 


fBr  am  8^m9  «mI  C99km$  durch  äen  Bogen.  40i 

•in«      gJDP       «In© 


•in«  •       V         taug«' 
also  '  / 

1> >co«t>. 

tti  I  va  Att 

Daher   ist   Immer  s wischen  1  und  coso  enthalten;  nähert 

sich  aber  e  der  Noll,  so  nShert  sich  cose  der  Einheit  als  Gränze; 

also  mnss  das  «wischen  1  nnd  cose  liegende  sich    am   so 

mehr  der  Einheit  als  GrSnze  nähern,  wenn  e  sich  der  Naii  nähert. 

2.  Femer  Ist  hn  Obigen  der  folgende  Satz  in  Anwendung 
gebracht  worden: 

Wenn  an  eine  beliebige  positive  6r5sse  und  it  eInnB 
positive  ganse  Zahl  bezeichnet,  so  nähert  der  Brach 

sich  der  Nnll,  wenn  n  in*s  Unendliche  wächst,  nnd  kann 
der  Nnll  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt 

Es  giebt  verschiedene  Beweise  dieses  Satzes*);  mir  scheint 
jedoch  der  folgende,  wenn  auch  vielleicht  nicht  der  kürzeste,  aber 
doch  der  för  den  Anfönger  am  Leichtesten  verständliche  zu  sein. 

Man  nehme  die  positive  ganze  Zahl  Ar  so  au,  dass  A-f  l>ar, 
also 

*  <i 


ist,  was  ofleobar  immer  mSglich  ist.    Nun  ist: 

j»t* ^|;_      X 

l....(A  +  l)~I....A**  +  I* 


l....(A+2)~l....A'Fn**  +  2' 

a^*       g*         X        X        X 

u»  s.  w.. 


*)  IL«.  S.B.  meinen  Leilfadea  für   den  ertien  Usterricht 
!■  der  h6hereo  Aaalytit« 
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also»  weil  ^ 

sc  SD  SC  SC 

Ä+I'   Ffl'   *+3'   J+i'-- 

eine  Reihe  fortwährend  abnehmender  BrSche  ist: 


l....(A+l)~l....ife'rn' 
I....(Ä+^'^1....A  AA  +  V  * 
l....(A+3)  "<1....A'VA+1/   ' 

l....(*+4)  "^l^-aVa+i/  * 


oder,  wenn  wir 


n.  s.  w.. 


I  •  •  •  •  A 


setzen : 


l....(*+2)^*U+'/ 
l....(A+3)^*U  +  l/  * 


U.   8.   W. 


Die  Potenzen 


•  SR 

dea  ächten  Bruchs    ,    '  |   nähern  sich  nun   bekanntlich  der  Null 

immer  mehr  und  mehr  und  können  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 
werden,  wenn  man  nur  den  Potenzexponenten  gross  genug  wer- 
den lässt    Also  nähern  sich  auch  die  Grössen 


für  den  Sinui  und  Cosinus  durch  den  Bogen,  467 

fofgliGh  nach  dem  Obigen  am  so  mehr  aoch  die  Grössen 

:r*-l-^  a^i-^  orH«  _^*+4 

l....(Ä+l)'     l....(*+2)*     l.,..(Ä+3)'     l...,(ife+4)'  — 

der  Null  immer  mehr  und  mehr  und  können  der  Null  beliebig  nahe 
gebracht  werden ,  wenn  man  diese  Reihe  nur  weit  genug  fortsetzt 
oder  die  Glieder  derselben  nur  weit  genug  von  ihrem  Anfange 
entfernt  nimmt,  wodurch  unser  Satz  offenbar  vollständig  bewiesen 
ist,  indem  wir  zum  Ceberfluss  noch  besonders  bemerken«  dass, 
wie  aus  diesem  Beweise  von  selbst  hervorgeht»  die  Annäherung 
des  Bruchs 


1  •S.o. . .  .71 


an  Null  bei  wachsendem  n  nicht  immer  gleich  vom  Anfange  an 
stattfinden,   aber  jedenfalls  immer  endlich  einmal  eintreten  wird. 

Ais  eine  unmittelbare  Folgerung  hieraus  ergiebt  sich  der  fol- 
gende Satz: 

Wenn  :r  eine  beliebige  positive  oder  negative  Grösse 
bezeichnet,  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  nähert 
steh  der  absolute  Werth  des  Bruchs 


I    «Z.O.a.cft 


wenn  n  wächst,  der  Null,  und  kann  der  Null  beliebig 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug 
nionmt. 

3.    Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,    dass,    wenn  man 
eine  der  beiden  Gleichungen 

x^  x^  oc'^ 

*'"*=*- ro  ■•"  rTTs  ~  n:::? +■••• ' 

_      X*  x^  x^ 

co8a:=l-j-2     +  ri^TJ  - 1777^6  + 

bewiesen  hat,  die  andere  daraus  auf  verschiedene  Arten  abgelei- 
tet werden  kann.  Bemerkens  werth  scheint  mir  das  folgoyide  Ver- 
fahren, welches  noch  nicht  bekannt  sein  dOrfte. 

Ich  will  etwa  annehmen,    dass  die  Reihe 

ThtüXXIX.  81 
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bewiesen  aei,  und  will  Beigen ,  wie  darave  die  ReUie  Ar  den  Stow 
abgeleitet  werden  kann. 

Ich  gebe  dabei  von  einer  bekannten  goniometriacbeQ  ^ndKcheo 
Reihe  ane,  deren  Summe  man  auf  folgende  Art  leicht  findet   Es  i«t 

1  -l-  ooa2t  es  '2 CO« ICO« I, 

cos  i  -f  COS  3t  =  2  cos  V  COS  <, 

cp82i  -f-  cos  4i  =:  2  COS  3t  cos  t  > 

cos  3t -l' cos  5t  =  2  cos  4i  OQs  t » 

u.  s.   w. 

cos(n — 2)t-|-eosnt=s2eos(n  —  l)tcost; 

al#o,  wann  man  auf  beiden  Seiten   addirt  und  der  KQr%e  wegeo 
5ii  =  l-|-Gost-f  cos2l-f  Gos3t-f  ....  •^fmni 

setst: 

( Sn  —  cos(n  —  l)t — cosnt )  + 1  Sit  —  1  — cost ) 

«:^2t<I^ — 1 — cosfijloosty 

woraus  sich 

#  • 

2(l^cost')i$iis=l^cost-fcos(ii—l)t-f  cosnt 

—2  cosnt  cost 
=  1  — cost  +  cos(n  —  \)i  -f  cosnt 

§ 

—  cos(n  —  l)t  — cos(n  +  l)f, 

4sin;t'«.iS»  =  2sin4t'«+2sinitsln(n-fDt 
=: 2sin  it  (sin  4t  -f  sin(n  -f-  \)%\ 

>     3: 4  sin  Jt'sln  j(n  -f  ■)  t'.  cos  \ni 

ergiebt.    Also  ist 

^  ^  B\n\i  Hh  sin (n 4-4) t  ^^  sipt(n  +  l)tcosint     • 
^""  2siiilt  —  «init 

Setfl  man  nun  Tiissjr,  so  Ist 

t(l  •fcost-|'cos2t4-cos3t -!-•••• -fcosm) 

.^  2  sin  i(ar  4- 1)  cos  \x 
sin  \t 

IT 
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Lisst  mui  jetzt  io  dieser  Gleicbang,  indem  immer  ttt  =  ;r  ist«  die 
positive  ganze  Zahl  n  in's  Unendliche  wachsen,  also  den  absola- 
ten  Werth  von  t  in's  Unendliche  abnehmen,  so  ist  klar,  dass 

t(l  -f  cost-|-cos2t<|-cos3i-f ....  -f-cosnt) 

sich  der  Gränze 

2  sin  i^cos  Ix  =  sin  or 

bis  za  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  ond  kann  man  also  durch 
irgend  ein  Verfahren  die  Gränze,  welcher 

t (I  -t-  cos i-f- <^os 2t  -f  cos 3i  -f  . . . .  -|-  cos  itt) 

sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  immer  die  Gleichung 
111= jr  als  erRlIlt  vorausgesetzt,  noch  auf  eine  andere  Art  aus* 
drficken,  so  wird  man  dadurch  zugleich  einen  Ausdruck  von  sin  ar 
gefunden  haben.    Weil  nun  aber  die  Gleichung 

-       j:*         a?*  jr* 

als  bewiesen  Toraosgesetzt  wird,  nnd  nach  dem  Vorhergehenden  ffir 
«D  onendlich  grosses  n,  unter  Voraussetzung  der  Gleichung  ni=x, 

sinx= j(l  •!■  cost -f-  cos2>-|-  cosS^-f*  •  •  ••  -f  cosnO 

ist,  so  ist  fiSr  ein  unendlich  grosses  n,  wie  wir  uns  hier  der 
Kifrze  wegen  Jetzt  immer  ansdrScken  wollen; 

8inj;=:tt      1  . 

(t  {«  t** 

■•^       O  +  17^74  "■  1777:6+ ••• 

.1     2«t«  .     2«»*  2«»«     . 

■*"*~o  +  r7774~i....6+  ••• 

3^         3*t*  3«»«' 

+  '""1.2  +  T7:T7i^\...,6  *^-' 

u.  .8.  w. 

^'t?  +r774~  17776+" 


=>l    »+1 


i* 


-(l«  +  2«+3«  +  ....  +  n«)j^ 


<• 


+  (l«+2«+3*  +  ....  +  n«)j i 


f« 


+ 

31* 
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=ti    114-1 

l«  +  2«  +  3«  +  ....+n«  n^ 


n»                    1.2        j 

.  l«  +  2*  +  3«  +  ....+n«     n^     \ 
+                  «•                 •1....4 

l»  +  2«  +  3«  +  ....+n«     nn*« 
m'                  "  1 ....  6 

1 

+ / 

also. 

•             ••• •• 

weil  nt=a:  Ist,  ffir  ein  unendlich  grosses  n: 

• 

8indr=     x\i 

l«  +  2«  +  3«  +  ....  +  n«    x^ 
"                  n»                  '1.4 

,  1^  +  2^  +  3^4-....  + n^       sfi 
l«  +  2«  +  3«+....  +  n«      «^ 


+ 

Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze»  auf  dessen  Wich- 
tigkeit im  Archiv  schon  oft  hingewiesen  worden  ist*),  fiSr  b's 
Unendliche  wachsende  n 

l"«+2«+3«+....  +  n«  1 

Lira — 


Wendet' man  diesen  Satz  auf  die  obige  Gleichung  an,  indem  man 
n  unendlich  gross  annimmt,  womit  gleichzeitig  t  verschwindet,  so 
erhält  man: 

1     ar»       1       ar*         \       x^ 
sm:r==a:-5.j-^  +  g.|— ^-j.j— gf...., 

also 


sm  ar  = 


x^  jr*  x' 


Auf  ganz  Shnliche  Art  kann  man  umgekehrt  aus  dieser  Reil 
die  Reibe  filr  den  Cosinus  ableiten,  wobei  man  von  der  bekanoten 
Gleichung 

•    •  I  ^  o«  ■    •   Q-  •           ■    .      .      sinintsini(it-f  l)t 
smt-f  ^n2t-f-ain3t  + ....  4-sinm= --ri 

SUlit 

ausgeht,  welche  (iQr  m=:r  die  Form 

......  o.  ,.«.  .  .    f      -v      2sinlxsini(jp  +  0 

t(sint-|-sin2J4-sin3t-|-....-|-sinni)= .    ,. 


*)  Beweise  deMslben  t.  m.  Thl.  XXTIT.  S.  e.  nad  a  9ia 
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aBBinitiil^   woraus  sich  ffir  in's  UneDdliche  wachsende  n 
Luii.t(siDt  4- sin 2t  4-  sin 3t -|-  •*••  -1-610^0  =  28iD4^* 

=s  I  — cos  J?« 
also  rar  ein  unendlich  grosses  ft 

cosar  =  l  — t  (sin  t-f-sin2t-|- sin  3t -}-••••  +  sinnt*) 
ergiebt    Die  weitere  Entwickelang  überlassen  wir  dem  Leser. 

4.  Bei  Reihen  9  von  denen  ein  so  wichtiger  Gebrauch  zur 
Berechnung  von  in  der  ganzen  Mathematik  Anwendung  findenden 
Tafeln  gemacht  wird,  wie  von  den  Reihen  Rir  den  Sinus  und 
Cosinus,  ist  es  von  grosser  Bedeutung»  im  Besitz  möglichst  ein- 
facher Regeln  zu  sein,  nach  denen  man  die  Fehler  beurtheilen 
kann,  welche  man  begeht,  wenn  man  die  Reihen  bei  gewissen 
Gliedem  abbricht  Solche  Regeln  wollen  wir  jetzt  hier  noch 
entwickeln. 

Setzen  wir,  indem  von  jetzt  an  grösserer  Deutlichkeit  wegen 
X  immer  eine  positive  Grosse  bezeichnet: 


»in  (±  X) = ±  *  T  073  ±  r::::ß  t...±  rt^a-ry^-  *>""'+''' 

so  ist 

^9m44.  ^K^ii-l-t  ^)Bii-|4 


also 


^-±(""^^"  n....(2n  +  l)'"l....(2n+3){ 

i^"^^^"  ll....(2n+5)^l....(2n+^l 

±(— ir  Ji....(2«+9)      l....(2n+ll)J 
± 


Nehmen  wir  nun,  was  offenbar  immer  verstattet  ist  und  Im  Fol- 
genden stets  vorausgesetzt  werden  soll,  n  so  gross  an,  dass 
2n-f2>:r  ist,  so  ist  offenbar 

:g—-t-t  jrgw-f»  a:*M-ft  a:««-K 

i...(in+t)^  l....(2it+3)'     TZ(2S+5)^U.,(2«+7)' 

t...(2ii+9)  ^  l....(2n+ll)'  "•  *•  ""'' 
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and  nach  dem  Obigen  Ist  also   offenbar  :fe(*-)*  da«  Votaciclin 

TOD  F,  woraus  sich  ergiebt,  dass«  natQrlich  immer  unter  der  Vor* 
aussetzung,  dass  2n-f2>:r  ist,  F  Immer  gleicbej»  Vorzeichen 
mit  seinem  ersten  Gliede 

±i:::.(2iHT)  •<-»>• 

hat.    Setzen  wir  nun 

eder  der  Kfirze  wegen 

80  haben  nach  dem  so  eben  Beuiesenen  F  und  /\  offenbar  eot- 
gegengesetzte  Vorzeichen,  d,  h. 

sin  (dt  ^) — -X  und    sin  (:t  or)  —  J^i 

haben  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  dass  also  sin(-j:^)  immer 
zwischen  X  uhd  Xi  liegt,    oder 


-X$sln(±;r)<2:| 


ist,  wonach  sich  der  Fehler  immer  leicht  und  sicher  beortheilea 
lässt,  welchen  man  begeht,  wenn  man  die  Reihe  für  sin(J:jr)  out 
dem  Gliede 


a:««-» 


abbricht,    immer  voratis^esetzt,    dass  2tt-|-2>dr  ist 

Man  setze  ferner,    indem  jetzt  x  einen  beliebigen  positiTen 
oder  negativen  Rogen  bezeichnet, 

SO  ist 

i**»f*  ^*«-f^  .2^4^ 

also 
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J....(2»+2)""l....(2«+4)[ 
+  (— 1)*+  /l....(2ii+6)""l....(2ii+8)l 

^^     *^       /J....(2ii+I0)      l...(2n+12)J 
+ 

Nimmt  man  nun  2n-|-3  grösser  als  den   absoluten  Werth  von  x, 
so  ist  offenbar 


_     .  ;t««-M  ;»*"+•  ;**H-« 

l....(2ii+2)  ^  L...(2w+4) '     l....(2n+6)  ^  l....(2n-f8) ' 

r:..(5it+io)^i....(2w+j2)'  "•  •*  '^• 

und  das  Zeichen  von  ^  ist  also  (— )*+^ ,  so  dass  f  immer  gleiches 

Vorzeichen  mit  seinem  ersten  Gaede   | /o   _i_o\»( — 1)"^*  ^**' 

Setzen  wir  non 

ed«r  der   Kürz«  wegen 

cosÄ*  SÄ  af +^,    cosa?  =  ti  +fi ; 

so  haben  P  und  i^|  entgegengesetzte  Vorzeichen,  d.  h.  eos^-— üP 
and  cosar — JF|  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen,   und  es  liegt 

Mglieh  immer  cos:»  zwischen  X  nnd  Xi,  oder  es  ist  X^cosj?^Xi, 

wonach  sich  wieder  leicht  der  Fehler  beurthellen  ISsst,  welchen 
man   begeht,   wenn  man   die  Reihe   ffir   cos:i:   mit  dem   Gliede 

1 ST  •(—!)*  »bbrieht. 

Weil 

^»-^=  =fc  1. ...  (2« +i)  •<-*>'  "'"'  *»^*=l...(2M-2)-^~'^' 

tat,  80  kann  man  nach  dem  Satze  in  2.  die  GränzCn  X,  JF|  von 
^{■t^)f  tind  die  Grenzen  X,  X^  von  cos.r,  einander  beliebig  nahe 
bringen^  also  8in(db^)  und  cosor  mit  jeder  beliebigen  Genanigkeft 
liiitfsist  der  obigen  Redben  erhalfen,  wenn  man  nur  n  gross  genng 
iihiimt* 
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Ueber  die  Summe  der  Winkel  im  Vielecke« 

VOD 

Herrn  Director  Dr.  He  inen 
an  der  Realschule  sa  Dätteldorl« 


Der  Satz  des  Procias  von  der  WiDkeleamme  im  Polygon  wird 
fär  den  Fall»  dass  dasselbe  ein  eonvezes  ist,  bekanntlich  auf  den 
VOD  der  Summe  der  Winkel  im  Dreieck  basirt»  indem  man  von 
irgend  einem  Punkte  innerhalb  oder  einer  seiner  Ecken  dasselbe 
in  Dreiecke  zerlegt.  Man  nimmt  dabei  ohne  Weiteres  an,  dass 
die  Winkel,  welche  an  diesem  Punkte  in  Betracht  kommen,  sich 
alle  Summiren,  während  diese  Voraussetzung  doch  bei  nicht  coa- 
vexeu  Polygonen  unter  Umständen  falsch  wäre,  also  aus  dem  We- 
sen der  convexen  Figur  begrändet  werden  muss.  Das  hat  freiÜcb 
keine  Schwierigkeit,  aHein  auch  wenn  dem  Beweise  diese  Ergän- 
zung gegeben  wird ,  kann  man  es  nur  als  einen  Nothbehelf  oder 
aus  didaktischen  Rücksichten  gerechtfertigt  ansehen,  wenn  der 
spezielle  Fall  vom  Dreieck  dem  allgemeinen  Satze  vorangeht,  und, 
wenn  van  Swinden  in  seiner  Geometrie  (S.  die  Bearbeitung  von 
J  a  c  o  b  i  Satz  104)  sich  dahin  ausspricht,  „es  sei  unmöglich,  diesen 
allgemeinen  Satz  zu  beweisen,  ohne  die  Richtigkeit  fSr  einen  be- 
sondern Fall,  namentlich  das  Dreieck,  vorher  dargethan  zu  haben", 
so  liegt  hierin  offenbar  das  Geständuiss,  dass  es  f&r  die  Geometrie 
als  wissenschaftliches  System  wunschenswerth  wäre,  einen  andern 
Weg  einschlagen  zu  können.  —  Dem  gedachten  Satze  lässt  man 
stets  den  ebenfalls  von  Procius  herrührenden  Satz  folgen,  dass 
die  Summe  der  sogenannten  äusseren  Winkel  des  Polygons  AB 
betrage,  und  nicht  selten  wird  er,  weil  sich  sein  Beweis  aus  jenem 
allerdings  sofort  ergibt,  nur  als  ein  Corollar  angeftihrt  Dass  er 
wegen  seiner  Tragweite  und  hohen  Einfachheit  ein  gleiches  Recht 
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iMdbe»  ein  Hasfitoals  tu  sein  als  jener ,  dOrfte  wel  keinem  Zweifel 
unterliegen;  aber«  ist  ee  pdnilpiel  richtige t  daaa  in  einer  Wissen- 
Schaft,  welche  ihre  Wahrheiten  durch  Cembinatlon  uDmittelbar 
gegebener  oder  von  ihr  geschaffener  Begriffe  findet»  diejenigen 
Sätze,  welche  deren  weniger  enthalten,  den  flbrigen  vorangehen 
sollten,  60  wird  der  zweite  dem -ersten  Satze  selbst  voranzustellen 
sein.  Indem  in  ihm  ein  Element  weniger  vorkommt,  das  der  Sei- 
tenzahl. Diese  Ansichten  legte  ich  bereits  im  J.  1845  in  einer 
kleinen  Arbeit  nieder,  welche  im  Museum  des  Rheinisch -West« 
phälischen  Schulmänner-Vereins  Bd.  III.  S.  406.  u.  f.*)  aufglommen 
worden  ist«  Sie  ward  veranlasst  durch  eine  ebenfalls  dort  be» 
findliche  Recension  von  Herrn  Dr.  Druckenmfiller,  in  welcher 
derselbe  unter  Anderem  darauf  hingewiesen  hat^  dass  man  nicht 
berechtigt  sei,  wie  stets  geschieht,  den  Polygonwinkel  eines  regu- 
lären Vielecks  als  einen  hohlen  ohne  Weiteres  jmzunehmen,  und 
da,  um  dieses  zu  begrOnden,  der  Satz  von  der  Winkelsumme  auch 
fiEb*  nicht  convexe  Polygone  bewiesen  sein  müsse,  die  Geometrie 
dieses  Beweises  nicht  'entbehren  könne.  Die  in  mehr  als  einer 
Hinsicht  ausgezeichnete  Recension  scheint  aber  —  vielleicht  weil 
jene  Zeitschrift  dem  mathematischen  Publikum  ziemlich  fern  stand 
—  unbeachtet  geblieben  zu  sein,  und  so  ist  es  auch  dem  von  mir 
dort  mitgetheilten  Versuche,  diesen  allgemeinen  Beweis  den  obi- 
gen Ansichten  gemäss  zu  liefern,  ergangen.  Indem  ich  nun  auf 
den  Wunsch  des  geehrten  H.  Herausgebers  des  Archivs  denselben 
hier  nochmals  veröffentliche,  schicke  ich  aus  didactischen  Gründen 
ein  Paar  Vorbegriffe  und  Bemerkungen  voraus. 

1)  Jede  Gerade  theilt,  gehurig  verlängert,  die  Ebene,  In  der 
sie  liegt,  in  zwei  völlig  getrennte  Theile,  Seiten  genannt,  welche 
nur  die  Punkte  der  Geraden  gemein  haben,  und  man  sagt,  ein 
Punkt  liege  auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Geraden,  je 
nachdem  er  in  dem  einen  oder  andern  dieser  beiden  Theile  liegt 

2)  Ein  Polygon  heisst  convez,  wenn  es  ganz  einerseits  einer 
jeden  seiner  Seiten  liegt  Hieraus  ergibt  sich  sofort  fär  das  con« 
▼  exe  Polygon: 

a)  Die  Verlängerung  einer  Seite  kann  dem  Umfange  d.  h.  den 
übrigen,  nicht  verlängerten  Seiten  nicht  begegnen.  Es  hat 
daher  keinen  Rückkehrpunkt 

b)  Es  hat  nur  hoble  Winkel. 


*)  Mntenm  dM  Rheioisch  -  Weatphäliachen  Sehn Imänoer*  Vereins, 
r«dfgfrt  ven  Dr.  Graaert,  Dr.  Beinen,  Dr.  Sehoene  und  Dr.  W II- 
berg.    EMen.    Bideker. 
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c)  Auf  den  Hcbenkelii  6iB«s  seiner  Whikel  U»f0D  awser  «kr 
eigenen  nur  die  Winkelspiiten  der  nttcbeten  PolygoBwinkel ; 
die  Winkelspitxen  aller  übrigen  Hegen  iniieHinll»  seiner 
Winkelebenen. 

d)  Eine  Gerade  kann  den  Umfang  nur  in  zwei  Punkten  schnei- 
den. (Denn  wären  As  B,  C  drei  aufeinanderfolgende  Durch- 
scbnittspunkte  9  so  wurden  A  und  C  auf  entgegengesetzter 
Seite  der  durch  B  gehenden  Seite  des  Polygons  liegen.) 

3)  Der  Name  y,Anssen\nnkel''  ßr  den  Winkel,  welchen  Ae 
Verlängerung  einer  Seite  mit  der  folgenden  macht,  passt  offenbar 
nicht,  wenn  der  Polygon winkel  ein  erhabener  ist.  Man  konnte 
sich  freilich  2ur  Noth  mit  dem  Worte  „Ergftnsungswinkel  der  Po* 
lygonwinkel'*  behelfen,  allein  die  Ausdehnung  dieses  Begriffes  auf 
den  erhabenen  Winkel  hat  ftir  die  geometrische  Anschauungsweise 
etwas  anstOssiges,  und  so  bleibt  eine  eigene,  und  wie  es  uns 
selbst  scheinen  will,  vom  Begriffe  des  Polygonwinkels  unabbim 
gige,  Benennung  wünschenswerth.  Mit  Rficksicht  darauf,  dass 
flir  einen  auf  dem  Umfange  des  Polygons  Fortschreitenden  diese 
Winkel  die  Grosse  der  Wendungen  angeben,  welche  er  an  den 
einzelnen  Ecken  zu  machen  hat,  erlauben  wir  uns  das  Wort 
>iWendewinkel'*  in  Vorschlag  zu  bringen,  ähnlich  wie  man 
Wendekreis,  Wendepunkt  sagt,  und  unterscheiden  äussere  oder 
innere,  je  nachdem  sie  in  dem  Polygon  oder  ausserhalb  desselben 
liegen. 

4)  Obschon  von  den  beiden  folgenden  Sätzen  der  erste  in 
dem  andern  enthalten  ist  und  nur  im  Beweis  als  besonderer  Fall 
demnach  zu  behandeln  wäre,  so  scheint  es  doch  fSr  den  Unter- 
richt zweckmässiger,  sie,  wie  folgt,  zu  trennen. 


L  Die  Summe  der  Wendewtnkel  eines  eenvexen 
Polygons  beträgt  4/2. 

Es  sei  (Taf. X.  Fig.  1.)  ABCD...*X  das  conveze  Polygon, 
die  Verlängerungen  der  Seiten  AB,  BC,  CD....XA  Ober  B»  (J, 
D....A  hii^us,  seien  BA\  CB',  DC\...AX\  also  die  Wendewinkel 
ABC,  ä'CD.^.X*ÄB,  Zieht  man  nun  von  B  nach  einer  beliebi- 
gen andern  Ecke  S  eine  Diagonale  BS,  so  ßilH  dieselbe  gana  ia 
die  Winkelebene  des  Polygenwinkels  B  und  es  liegt  die  in  dor 
Ordnung  ABC^..,X  der  Ecke  S  vorangehende  Ecke  K  mit  C  auf 
der  einen»  dag^en  die  folgende  T  mit  ^  auf  der  andern  Seite 
dieser  Diagonalen ,  ferner  T  mit  B  auf  derselben  Seite  von  RS^ 
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•hlo  T  limerbatb  des  Wfnktb,  den  BS  mit  iler  Verttnlyerviig 
Sit  von  RS  bildet  Denk«  man  sich  aber  dovch  aUe  Ecken  mit 
A^iil' parallele  nnd  gieicbgeriehtete  Linien  (d. b. eolcbe«  w6Mm 
eloh  nach  demelben  8eite  40f  voa  B  nacb  dieeeo  EDckee  gezogen 
neo  Dingmittlen  erstrecken,  als  BA^  gesofi^,  ak  deren  erste 
fTil'aelbtst  and  let»te  AB  betrdcbtet  werden  kann,  CO,  DO.^RO^ 
SO.,.,XO,  und  reebnet  man  die  Winkel  A'BC,  OCD...ORS, 
OST....OXA  dieser  Parttlelen  mit  den  Seiten  BC^  CO....  RS, 
ST.,.,XA  in  derselben  Riebtang,  in  ureicber  der  erate  deraelben» 
der  Wendewinkel  A'BC  genommen  iitt  (alao  ven  den  Parallele« 
ge\<leaenna«een  naeh  der  Auei^enfteite  dor  fnigenden  Seite»  oder 
oaeh  weleher  in  Bezog  auf  diese  dos  Polygon  nicht  liegtX 
00  let  irgend  einer  derselben  OST  eleicli  dem  vorbergebendeii 
ORS,  ?eriiiehrt  am  den  Wendevrinkel  an  seiner  Ecke  R*S1\ 
foiglicb,  da  der  erste  dieser  Winkel  der  Wendewinkel  ^'AC selbst 
ist,  jeder  gleich  der  Summe  aller  vorbeigehenden  Wendewinkel. 
Der  cenvexe  Winkel  OXA  ist  demnach  gleich  der  Summe  der 
Wendewinkel  von  der  Ecke  B  bis  zur  Ecke  X  und,  da  er  auch 
dem  convexen  Winkel  ^J^'  gleich  ist^  der  letztere  mit  dem 
Wendewinkel  X*AB  aber  412  betrK»t,  aueb  die  Oesammtsumme 
aller  Wendewinkel  =  AR, 

II.  In  jedem  Polygon,  welches  keinen  Uöckkehrpunkt  hat,  ist 
die  Summe  der  äussern  weniger  der  Summe  der  Innern  Wende- 
winkel oder  kfirzer  die  algebraische  Summe  der  Wende^inkel 
eines  Umlaufs   =4/7. 

Gesetzt  das  Polygon  habe  neun  erhabene  Polygonwinkel  und  sei 
MINP=ilf  (Taf.  X.  Pig.2.)  einer  derselben.  Wir  verlängern  einen 
Schenkel  desselben  iUjfV  fiber  den  Scheitel  N  hinaus,  bis  er  dem 
Umfang  wieder  begegnet,  und  es  sei  F  dieser  nftcbste  Üorcb- 
schnittspunkt.  Das  Polygon  wird  hierdurch  in  swei  Polygone  I. 
und  II.  getheilt,  von  denen  das  eine  II.  den  Innern  Wendewinkel 
PNF  zum  Polygon  Winkel  erhSit,  wShrend  N  för  das  andere  1. 
aufbort  eine  Ecke  zu  sein.  Gleichviel  ob  nun  F  auf  einer  Seite 
des  ursprünglichen  Polygons  liegt,  die  StGcke,  in  welche  dieselbe 
durch  NV  getheilt  wird,  also  einen  gestreckten  Winkel  bilden, 
oder  in  einer  Ecke  desselben!  die  Linie  NF  mass,  well  gane  Im 
Innern  der  PIgnr  auch  ganz  innerhalb  des  Winkels  liegen ,  fveW 
eher  von  den  Stflcken  dieser  Seite  oder  den  Seiten  dieser  Ecke 
gebildet  wird.  Nennen  wir  diesen  Winkel  in  beiden  Fällen  F 
(im  erstem  ist  F  =  2R),  so  bildet  iVF  mit  den  Schenkeln  dessel- 
ben in  I.  und  II.  zwei  Polygonwinkel  a  und  ß,  deren  Summe 
gleich  F  ist  Nur  wenn  F  schon  ein  erhabener  Winkel  im  #r*> 
spräoglichen  Polygon  ist,  kann  einer  der  Winkel  anndß  wieder 
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«in  erhabener  sein,  und  da  der  erhabene  Wbkei  N  ab  solcher 
In  keinem  der  Polygone  1.  und  II.  noch  vorkommt ,  so  hat  jedes 
Dothwendig  wenigstens  einen  erhabenen  Winkel  weniger  als  das 
ursprQnglicbe.  Nun  ist»  wenn  p  einen  Polygonwinkel  beseicknet, 
der  zugehörige  Wendewinkel»  jenachdem  er  ein  äusserer  oder  innerer 
ist»  =212— p  oder  p — 2/Z,  =  j:(2/Z-*p)»  also  wenn  der  erstere 
additiv»  der  andere  subtractiv  in  Rechnung  gebracht  werden  soll» 
(2iZ— p)  der  gemeinschaftliche  Ausdruck  för  beide.  Bezeichnet 
also  S  die  algebraische  Summe  der  Wendewinkel  im  Polygon  L 
mit  Ausnahme  des  a  zugehörigen  (2/2 — a),  S*  die  algebnuscbe 
Summe  der  Wendewinkel  im  Polygon  IL  mit  Ausnahme  der  zu 
PNV  und  ß  gehörigen  (212— PiVF)  und  (2/2—/?)»  und  nehmen 
wir  ßlr  einen  Augenblick  an»  unser  Satz  gelte  fOr  alle  Polygone, 
welche  weniger  als  neun  erhabene  Winkel  haben»  also  auch  filr  L 
and  II.»  so  ist 

S+0J12— a)  =  412» 

S' +  (212-PiVF)  +  (2/2-/3)=412 ; 
ako 

5+S'+4/2— PAF+212-(a+/J)=8/2 

oder»  da  a+ß^  V, 

S+S^-PiVF+(2/2— F)=4/2, 

in  welcher  Gleichung  der  Ausdruck  links  offenbar  nichts  anders 
als  die  algebraische  Summe  £  aller  Wendewinkel  des  ursprüng- 
lichen Polygons  ist 

Nun  gilt  aber  der  Satz  für  alle  Polygone  mit  keinem»  also 
auch  mit  1»  2»  3....0  erhabenen  Winkeln. 


in.    Die  Summe  der  Polygonwinkel   11  in  jedem 
welches  keinen  Rflckkehrpunkt  hat»  ist»  wenn  n  die  Zahl  seiner 
Ecken  bezeichnet»  gleich  2nl2— 412. 

Denn  die  vorige  Gleichung 

2:  =  4/2 

geht»  wenn  man  jeden  Wendewinkel   w  durch  den  sugehörigeo 
Polygonwinkel  ausdrückt»  also  jedesmal  212 — p  flir  Ihn  setzt»  in 

2iti2— 17=4/2 
•der 

i7  =  2fiJ2— 4/2 

über. 
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XVIII. 


Das  sphärUjche  Dreieck  dargestellt   in  seinen  Bezie- 
hungen zum  Kreise. 


Von 


Herrn  Franz  ünferdingery 
Lehrer  ao  der  Marine -Akademie  su  Tri  es  t 


5.  1. 

Legt  man  durch  die  Ecken  A,  Ai  (Taf.  X.  Fig.  &)  eines  aphä- 
riachen  Zweieckes  einen  grSsaten  Kreisbogen  ^  Oil' ,  welcher  die 
gleichen  Winkel  A,  Ai  halbirt,  so  sind  die  sphärischen  Abstfinde 
OE,  OF  eines  jeden  Punktes  O  desselben   von  den  Seiten  des 
Zweieckes  einander  gleich,  denn  die  beiden  rechtwinkligen  Drei- 
ecke AOE  und  AOF  haben  gleiche  Seiten  and  gleiche  Winkel. 
Wird  daher  dieses  sphärische  Zweieck  von  einem  grussten  Kreis- 
bogen JBC  geschnitten,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  den  Drei- 
ecken ABC  und  AiBC  eingeschriebenen  Kreise  noth wendig  auf 
dem  Bogen  AOAi.    Ist  O  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  und   0|  jener  des  dem  Dreieck  AiBC 
eingeschriebenen  Kreises,  so  ist  auch  Oi  in  Bezug  auf  das  Drei- 
eck ABC  der  Mittelpunkt  des  äusseren  Berührungskreises,  wel- 
cher dem  Winkel  A  gegenüber  liegt.     Der  Mittelpunkt  des  äus- 
seren Berfihrungskrelses,  welcher  einer  bestimmten  Ecke  A  eines 
Dreieckes  ABC  gegenüber  liegt,  liegt  daher  immer  auf  demjenigen 
grOssten  Kreisbogen,  welcher  durch  eben  diese  Ecke  A  und  durch 
den  Mittelpunkt  O  des  eingeschriebenen  Kreises  geht. 

Ist  daher  O  (Taf.  X.  Fig.  7.)  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
ABC  eingeschriebenen  Kreises  und  zieht  man  durch  O  die  gröss- 
ten  Kreisbogen  AOi,  BO^,  CO^,  so  werden  erstens  durch  die- 
selben die  drei  Winkel  A,  B,  C  des  Dreieckes  ABC  halbvt  und 
sweitens  liegen  auf  denselben  die  Mittelpunkte  der  äusseren  Be- 
Tfihrungskreise.  Es  seien  0|,  O^  O^  diese  Mittelpunkte,  welche 
beziehungsweise  den  Ecken  A,  B^  C  gegenüberli^en.    Verbinden 
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wir  Og  mit  A  durch  einen  sphäriscbeo  Bogen  O^A,  so  wird  die- 
ser den  Winkel  BAn  halbiren.  Verbinden  wir  ebenso  O«  mit  A 
durch  den  Bogen  O^A^  so  wird  dieser  den  Winkel  CAm  balbireo, 
da  aber  ^  BAn  und  ^  CAm  sphSrische  Scheitelwinkel  siad, 
so  liegen  die  Bogen  O^A  und  O^A  in  einem  und  demselben 
grSssten  Kreis  oder  mit  anderen  Worten ,  der  durch  die  Mittel- 
punkte  O2  und  O^  gelegte  grOsste  Kreisbogen  geht  durch  den 
Eckpunkt  A.  Ebenso  beweiset  HMm,  dass  die  griHssten  (reisbe« 
gen,  welche  durch  0|«  0|  oad  durch  0|,  On  gelegt  werden,  auch 
durch  die  Ecken  B  und  C  gehen. 

Ferner  ist,    da  nach  dem  Obigen 

ist, 

d.h.  0^0^  steht  senkrecht  auf  AOj.  Ebenso  steht  0|0)  senk- 
recht auf  B0%  und  OiO^  senkrecht  auf  CO^: 

(1)  iiOiJLOgO,,  BO^tOiO^,  CQsiOiO,. 

G9  ist  nun  «unSchst  unsere  Absicht «  die  EntfemiuigeD  der 
Mittelpunkte  Oi,  O«»  0^  der  drei  äusseren  Berübrqngskreise 
unter  sich«  vom  Mittelpunkt  0  des  eingeschriebenen  Kreises  und 
von  den  Ecken  A,  B»  C  durch  die  Bestandtbeile  A9  Bf  C  umd 
<i>  69  c  def  gegebenen  Dreieckes  auszudrikken  oderi  kuri  gesagt 
die  Bexiehungeo  su  untersuchen«  welche  zwischen  dem  preiecfc 
Ol  0^0«  und  dem  primitiven  Dreieck  ABC  beateheo. 


h  dem  Drtieek  ABO^  let  AB=^c,  j^O^AB^^^O^^iA. 
^O^BA^W^'—iB»  mitbin  sind  eine  Seite  und  swei  «oliageude 
Wink«!  bekannt  und  man  hat: 

Cos  0^s=Cos  lACoshBCöse^ShilAStiklB; 

da  aber  bekanntlich 

Co,  i^  C««lll=  ^y^^^^t^  Sin  je. 

Sil»  MSI.  lÄ  «55i(« +£tZ)  jjüq  iCJ 
SO  wird: 


dar§e$i9Ui  im  $H»tn  BenieAuwffen  mtm  iCreise,  Ig) 

Co80b=^M^{Siiii(a  +  6+c)Co8c— Sin4(a  +  A-c)| 

und  wegen 

Sin4(a  +  6  — c)=SinU(a+6+c)— c| 

=Sin  Ka  +  fr -f  c)Co8c— Co8)(af  6-f  c) Sine, 

auf  dieselbe  i^rt  bestinimt  man  Cos  O«,   Cos  O^  und  hat  zur  Be- 
rechnung der  Winkel  des  Dreieckes  OiO^O^  die  Gleichungen: 

(2) 
Co8  0i=SinMCosi(al6lc),  Cou0^^8\niBCoBh(a  +  b +c). 

Cos  C^=;8in  iCCo8i(a  f  6  +  <?). 

Da  wir  nur  solche  Dreiecke  betrachten,  in  welchen  die  Seiten 
a»  6>  c  einzeln  genommen  kleiner  als  180^  sind,  so  Ist  auch 
il<18(K>.  19<180<»,  C<180o,  mithin  Sini^l,  Sini^,  Sin ^C  stets 
positiv.  Ist  daher  a  4-  6  «f  e  >  180^,  so  isl  Cos  t(«  +  6  -f  c)  nega- 
üv,  mithin  auch  SinOi,  SinO,,  SinOg,  oder  es  Ist  Oi>90<», 
Oa>  W^.  O,  >  90<».  Ist  aber  a\h\c<,  ISQo,  so  ist  Cosi(a-f  fr^^c) 
positiv  und  deswegen  O^  <900,  O,<90o,  O8<90o.  Die  drei 
Winkel  des  Dreieckes  O^  O^Og  sind  daher  entweder  gleichzeitig 
•toapf  oder  gleichzeitig  «pitz,  je  nachdem  der  Umfang  des  Drei 
ecfcos  ABC  ^9«ser  oder  kleiner  als  ein  halber  Qauptkreis  ist 

Zqsat?.    Ist  a4Hc  =  180^,  so  wird  CosO|=:0,  CosO^ssO, 
CosOgssO  oder  es  Ist  O^^Os  =  03=:  00^,  mithin  auch 

Ol  Oä=  Oj  O3  =  OaO,=90o 

und  das  Dreieck  OxO%0%  geht  in  das  gleichseitige  rechtwinkelige 
Dreieck  über. 

5.  3. 

Ist  O  (Taf.  X.  Fig.  6.)  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  und  ODJLa,  OEyb^  OC±c,  so  hat 
man,  wenn  AE^u,  BF^^v^  CI}==^w  gesetzt  wird,  nach  §.  1.  auch 
Ar  =  u,  BD=iv,  CE=iM>,  d.h.  die  an  demselben  Winkel  lie- 
genden  Segmente  sind  einander  gleich«    Mithin  ist 

a=e-ffp,    b^sn-t-w,    cszu  +  p; 
daher 
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c=J(a+  c— 6), 

€0  =  i(a  +  6  —  c). 

Ist  O]  der  Mittelpunkt  desjenigen  äusseren  Beröhmiigskreises, 
welcher  der  Ecke  A  gegenüber  liegt,  und  OiGX^i  O^ÜXb, 
OilJiCs  so  hat  nian^  wenn  BG=:u',  CG=:v'  gesetzt  wird,  nach 
J.  J.  auch  CH=zu\  Bl=v'  und  Alz=c  +  v'  =  AH=b+u';  und  da 
a=u'-|-r'  ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Segmente  m'»  e' 
die  zwei  Gleichungen: 

woraus  folgt: 

2ti'=«i  +  c— 6,  ti'=i(a+c— 6), 

2o'=a  +  6— c,         r'  =  i(a+Ä  — c). 


§.  4. 

Fällt  man  Tom  Mittelpunkt  O  (Taf.  X.  Fig.  7.)  des  eingeschrie- 
benen Kreises  auf  die  Seite  ö  das  sphärische  Perpendikel  OE, 
80  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  J£= ti= {(6  +  c — a) 
und  da  in  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  AOE,  tg  ^£=tgÖ^ .  Coa^A» 
so  ist 


mithin : 


tg  J(*  +  c—  a)  =  tg  OA . Cos  lA, 


*«'^^=       CosM      ' 


1*«*^^=     Cos  IC 

Erhebt  man  diese  drei  Gleichungen  zum  Quadrat  und  ersetml 
alsdann  Cos^i^l,  Cos^ii?»  Cos*iC  durch  ihre  bekannten  Werthe, 
so  erhäh  man  auch  leicht : 
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SiD  b  SIp  c  Sin  i(ft  -t-  c — q) 
V^^  — SlDi(a+6  +  c)Cos«l(6  +  c-a)'  . 

tA\  J  ♦•«n  Ä—     Sin  g  Sin  c  Si  n  i(a  -t-  c — ft) 

W  ^ig  ^^""Sini(a+6  +  c)Cos«t(a  +  c— 6)  * 

^^^__      SipaSipftSinUa-t-fe — g) 
^  ^^•^Sini(a+6  +  c)Co8«i(a  +  Ä-c)' 

Ferner  ist  auch  in  demselben  Dreieck  AOE: 

Sin  0£=Sinp=: Sio  OJ.Sin  \A, 
mithin: 

wobei  Q  den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  bezeichnet 


§.5.  , 

'  In  dem  Dreieck  AßO^  \stAB-e,  der  Winkel  beiilsgO^-j^jf, 
der  ¥^inkel  bei  B^909—iB^  man  kennt  also  in  demselben  eine 
Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  und  bat  nach  einer  be* 
kannten  Formel  der  sphfirischen  Trigonometrie : 

^     .^       tg  \BCoB  lA  +  Sin  j^  Cos c 

Es  ist  aber 
^   iM>n     lA      CosiC  CosjJSinjg       CosjC   S\nl(b  +  e^a) 


und 


Sin  i^  Cos  r  =  — ^;j^^j— .  g^jTgCos  c 


Cos^C   Sini(flr  +  c~6)    ^ 
folgßcb: 

oder  ancb»  well 

ShiJ(6  +  c— a)  =  Sin{c  — i(«  +  <5— *)! 

=Sinc  Cosi(ci-f  c— 6)  —  Cosc  Sini(a -f  c-ft) 


4t4 
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tot: 

^"■^-CosiCCoüiCo  +  c  — 6) 

und  ebeoso 

*«  ^  <^>  =  C^ii^  •  C5il(irF*^ ' 

.    „^  _Co»i^  Sine  

(5)  /  «  "«'»  -  Cos  iC  Cosi(6  +  c— o)  • 

_^  CosiC  Sina 

tgÄWi  —  c„g ,  ^  •  c^g  .(a  +  6  -  c) ' 

♦„rrt       C«"»i^  Sing 

-,_       CoBjiJ  Sin&   

*8^"«-CosiÄ'Co8«(6  +  c— «)■ 

Erbebt  man  die  erste  dieser  secbs  Gleichungen  snm  Qnadnt 
qmil  sobctitairt  dann  statt  CoiHB.'i^sHC  ihr«  dw«b  4ie  S«il»D 
Dtraisfkes  ao^cdrScktea  Werthe^  so  irird: 


SioV 


tgMO, 

SiD;(g4-6+c)Sini(a-fc-y-A)  SincSinft 

Sinai^ine  Siii4(a-i-&-i-c)Sint(«<f6— c) 


Sin  ft  Sine Sin«Ua-fc— &)      t^i(aic-*) 

*~  Slnl(a-|-e— «)SinKa-f-6— c) Co8«4(a+c-6)  ~       Slin*\A     ' 


BHhin 


(«) 


to^n       *gi(«  +  c-ft) 
*«^*'*-       SinM,"' 

**-'•*'«='     si<2[ — ♦ 
*«^^»=— süTiB--' 

♦»«n  —  *gt(o  +  ft--c). 
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Zasats.  Diese  letzteren  AusdrGcke  kann  man  auch  unmit- 
telbar ans  der  Figur  herleiten,  denn  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck CO,6  (Taf.  X.  Fig.«.)  ist  offenbar  der  Winkel  bei  C=äV^'-\C 
und  nach  §.3.  CG=u'  =  i(a+6— c),  folglich,  da 

tg  CG  =  tg  Ol  C.  Cos (900— iO 
ist: 

5.  6. 

Betrachten  wir  jetst  das  Dreieck  AOxC%  so  sitid  id  demselben 
auch  eine  Seite  AC=  b,  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
ZOiAC=^iJ»  j^ACOi=^W^+iC  bekannt,  nnd  man  hat  zur 
Bestimmung  des  Winkels  Oi  die  Gleichung: 

Co8«i=:SinUSin(90o  +  lC)Co8  6  — Co8lJCos(90o+lC) 

=  Sini^Co8iCCo8  6-KCosii4SiniC; 

da  aber 

Sini^CosiCr=^'"'^^.;|'^*t^>  CoslB, 

Cosj^SinJC»  ^J^ti^jJ^^^CoslÄ; 
so  wird 

Cosait=^5i^(si|,,(a  +  ^_e)Co*6  +  SioJ(6-fc-/f)J 

and  weil 

Sio  4(6 +  c-a)  =  SiD|6-l(«  +  *-^)i 

^SinÄCosie^+Ä--«^)— Co»6Sini(a+6— c) 


(7) 


Coc«,  =  Cos  ißCosK«  +  **-'^). 
Cotf/^t  —Cos  iCCos  l(h  +  c—  fl), 
Cosyi  =CosiilCosi(a  +  c  — 6); 
Cos«,  =Cos  i  CCos  l(a  +  c— *), 
Cos  ß^ = Cos  Jil  Cos  l(a  +  6  —  c), 
Cesya^rs  Cos  ;SCos  U^  -f  c— tf). 
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§.  7. 

Id   dem  rechtwiokeligen   Preiecke  BO^O^    ist 

tgA09=tgO,Oa.Co80s, 


miibin 


^0,0.  =  ^^. 


oder  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (5)  und  (2) : 

CoaÜ  Sine   l ^ 

tg  O^O^ -  p^g ic'Cos  4(*  +  c— ir)  ^  Sin iCCos Kä+  ä  +c) 

2Cosii<Sinc  1 

^        Sin  C       'Cos4(a  +  6+c)Cost(*  +  c— a) 


Sina  1 


weil 


Sin  4^'Co84(a  +  6  +  c)Co84(6  +  c— a) ' 


Sin c Sing Sing 

SiiTC  ""  SS^  •"  2Sin4i<Co84il* 


Auf  dieselbe  Art  bestimmt  man  tg  0|  O,,  tg  Oi  0%  und  erblltior 
Berechnung  der  Seiten  des  Dreieckes  OiO^O^  folgendes  Synitm 
▼on  Gleichungen: 

♦   n  n  _  Sing      1 

iK\    J  ^   r\  n  -^  ^'"^    l 

W    <   *8^i^t-SiniÄ'Co8i(«+^  +  c)Co8i(g+c-6)' 

A  f\  n  ^  ^'"^    1 

^  ^i  ^a  —  SlnJ  C  *  Cos  l(g + *  +  c)  Cos  i(g+6  -c) ' 

Zusatz.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  db 
Gleichungen  (5),  denn  es  ist 

tg  0,0,  =  tg(JO,  +  JO.)  =  i_tgjo,.tg^Ö, 

und 

tgJO,-|  tgilO, 

__  Cos'jg  Sin  c  Cos  t(g  Hh  &— c)  +  Cos«}  CSin  b  Cos  i(g  4-  c— *) 
""  Cosi^CosiCCosi(o-|-c-6)Cos4(a-fi— c) 


4arg€$ielii  in  iHnem  BeUekunfftn  %um  XrHs€,  48f 

Cifa«r 

ssar— SlDi(a+6  +  c)Sinl(a+c— *)Co8i(«+*— c)» 

■91011 

Cos'i  eSiD  6  Cos  i(a-f  c—  b) 
—  5I=::SiiiJ(a  +  *  +  <?)SiD4(o  +  6-c)Coäi(o  +  c— 6); 

folglich  die  Samme  gleich 

S\ni(a  +  b  +  e) 
Sina 

=  Slni(a  +  6  +  c) 
mid 

—  • 

*    An  J-*    An       Sin i(a -I- 6 -i- c) 

ig AO^+ ig AO^^  CosiÄCoaiCCosi(«  +  c-6)  Co8i(a  +  Ä-c)' 

Ebenso  Ist 
,     .     .^.    ^^       1      Sin 6 Sine ' 

_Co8i(a4-c-6)Co«i(o-f6-c)--SinfeSipc 
""         Cosi(a  +  c-6)Co8i(a  +  6~c) 

Cm  den  Zähler  dieses  Bruches  zu  reduciren,  ist  folgeode  Rech- 
muig  notbwendig.    Es  ist 

Cosi(a  +  c— 6)  =Cosl  i(a  +  *  +  c)  — 6| 

=  Cosi(a4-64-e)Cos6-|-Sini(a'|-Hc)8lnft 

aod  ebenso         '  ^ 

Cosi(a-|-6  — c)sCosKa'l-6+c)Cosc4-Sini(a-|-6-fc)SiDc; 

werden  diese  swei  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  so  er- 
hftU  man: 

Cosl(a  +  c— 6)Cosl(a  +  Ä— c) 
^    Cos*i(a-rft  +  c)Cos&Cosc4-Sin3i(a4-6-hc)Sin6Sine 

■ 

-fSfaii(a-f  ft-f  c)Cosi(a-|-6-|-c)tSinACose-hCos6Slnci 
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s=    Co5«i(a+6+c)Co86Co8c  +  Sin6Sinc— Cos*l(a+6+c)Sinlf«»e 

+ Sin  l(a  +  b  +  c)  Co*i(a + 6  +  c)Sio  (6  +  e) 
£=    Co8<i(a  +  6-f  e)tCo86CoHC— Sin6Sinc)f  SioftSioc 

+SiD  i(o  +  ^  +  <?)  Cos  J(«  +  *  +  c)  Sin  i(6  +  c) 
=    Co8  i(a+6+c)  t  Cos  i(o+6+c)  Co8  (6+c)  +  Sio  l(a+6+c)Sio(6+c)l 

-f-SinSSiDC 
=    Co8  l(ci  +  6+c)  Cos  J(^  +  c—ö)  +  Sia6  Sine; 

folglich  ist  obiger  Zähler: 

(J)  Cosi(«  +  «— 6)Co8i(a  +  6— c)— Sin6Sinc 

=  Cos  i(a  +  6  +  c)  Cos  1(6  +  c— «) ; 


und 


1     il.jn    f<.n       Co8i(a  +  6-hc)Co8U6  +  c^a) 
*""*8'*^«-^S^»~Ci8;(a  +  c-6)Co8i(fl+6-7) 


.   ^^ SinH«  +  6-|-c) 

tg^t^8-Cog  I  jjCosiCCosK«  +  6  +  c)Cosi(6  +  c^a)' 

und  weil  bekanntlich 

m 

CoajBCoaiC  _  Sinl(a  +  6  +  c)       Sinl(a4  6+c)         Sing; 
SlnU         ""  Sina  *     CosJÄCosiC  ~  SinU 

Istr   80   ist 

#  n  n  —  ^'"  ^  ' * 

tg^ii^»-SinlJ  •  Co8i(a+6  +  c)Cosl(6  +  r— a)' 

wie  oben. 

Das  re€btwitikelii;e  Dreieck  AOiO^  gibt  jetzt 

tg^0i=tg0|0a.Cösa4, 
oder  wenn  man  substituirt: 

'Cogjg  Sfnc  CogjC  Sin  6 

^  «kl IC  CSi^Üöirr^  ~  Sin i « ' CmÜoTH^) ' 


r 


dar^eutHt  M  seinem  Be%iekun§eH  mm  Wreiee. 


BIdI?  — Siöc 


Mdbt  gtfolgert  wterden  ktm 


F«mer  Ist  auch: 


ia{(a-f64c)Sini(a-fc-6) Sina8in6  SJn^c 

Sin  a  Sin  ^  "Sioi(6+c-a)Sinl(a+c-6) '  Cos«;(a4-6-f  c) 

Sin 6 Sine  Sin^l(g+ft-fc)  _  tg'Ka+ft't-c) 

■"  Sin;(6+c-a)SiDi(fl+*-K) '  Cos«i(a+6+c)  ""       Cd««i-rf      * 

Mao  hat  also  zur  Bestimmnng  der  drei  Perpendik^  d«i  Dreiecks 
OiOtO«  folgende  Formeln: 

Cosjl?         Sine         _CosiC         Sin  6 
**^^»""SiniC'Co8i(fl+*+c)"'SiniÄCosJ(a+6+«) 

""       CosU       ' 

^     CoBJA  Sine CosjC         Sina 

*g^^»-5iijC  •  Cos;(a+*+e) ""  Sin  i^'Cosi(a-|-6-|-c) 

"~       CosiÄ^      ' 

Cosii<  Sin  6  Cosjg         Sing 

*«^^»""SlnlÄ*Co8i(a+6+c)""Sini.l  * CÖsiCS+t+c) 

""       CosiC 

Zusatz.  Wir  babea. schon  im  Zusatz  des  9*  2.  auf  den  be« 
sonderen  Fall  aufmerksam  gemacht ,  trenn  Ver  Omfang  des  gege- 
benen  Dreieckes  ABC  einem  halben  grussten  Kreise  gleich  Ist 
Unter  dieser  Voraussetzung  fanden  wir  0|  =  Oj|  =  Og  =  90^» 
O^O£^0|O9::r0aOg=2  90^,  und  die  Gklöbuiigen  (9)  geben  dem 
entsprechend  auch: 

OtdxsL  0^=1  OgCse  900. 
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Da  sich  von  den  Ecken  dieses  gleichseitigen  rechtwinkelig««  Drei- 
ecks OiO^Os  aof  die  gegenüberstehenden  Seiten  bekanntlich  un- 
endlich viele  Perpendikel  fällen  lassen»  so  ziehen  wir  ans  des 
Vorhergehenden  die  bemerkenswerthe  Folgerung,  dass,  wenn  man 
die  Fusspunkte  A,  B,  C  dreier  solcher  in  Einem  Punkte  O  sich 
durchschneidender  Perpendikel  zu  einem  sphärischen  Dreieck  ABC 
verbindet,  dieses  stets  einen  constanten  Umfang  hat,  welcher 
einem  halben  grOssten  Kreise  gleich  Ist 


6.  0. 
Aus  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  OCOi  folgt: 

tgO,C=tgOOi.Co«a,.    tgOO,=*|^. 
•der  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (6)  und  (7): 

1  tgUa+c-b)   . 

■"SlD4CCo84Ä'Co«i(a+6— c)* 

da  aber 

SinjCCoei^     SinJ(o+c— 6)    „.  ,^    ,„    CotJ^« 

CoeM      = SÜTi^ '  S«nlCCo.iÄ=-§j^.Dj(«+c-«): 

•4»  wird 

.    ..^        Sin« 1  tgi(a+c-6) 

tgWWi-g5^SiDl(a  +  «r— 6)'Co«i(a+6-c)* 

Sing    1 

tg  OO,  -  j,^g  ,^  •Co»;(o+c-6)Co«i(a+6-c)' 

/iA\       ;        /in  Sin6 1 ^__ 

(10)       ^    tg 00,=  cHäiS  Co8i(6+c-a)Coei(o+6— c)' 

,    .,^,        Sine I ^_ 

lg  WW3  -  Cos  i  C"  Cosi(6+c-a)  Cos  l(o+c— 6)' 


5.  10. 

Wir  gehen  nun  Ober  zur  Auflösung  der  Aufgabe»  die 
der  Berfihrungskreise  eines  sphärischen  Dreiecke»  zu  berechnen» 
wenn  die  Seiten  oder  Winkel  desselben  gegeben  sind»  und  zur  Aus- 
mittelung  der  zwischen  diesen  Stacken  statthabenden  BeziehmigeB. 


dari^MüUi  in  seinen  Be%iehun§en  nnm  KreUe.  491 

BcmeicbDeD  wir  deo  Radial  des  eingeschriebeneD  Kreises  mit 
^y  md  mit  Pi»  Ps»  ^  d>®  Radieo  der  drei  äassereft  Berfibmngs- 
krnsey  welche  bezieliaogsweise  deo  Ecken  Ap  Bt  C  gegenflber 
liegen,  so  ist  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  AOE  und  COiG 
(Taf.  X.  Fig.  6.)  0£r=p,  OiG=r^,  tgp=:  Sinilf.tgU»  tgpi 
sSifiCCr.tg(900— lO;    da  aber  nacb  $.  3. 

/I£=i«=l(6  +  c— a),    CG=t*'  =  l(a+c— 6) 
ist,  so  wird 

tgp  =  tg4i<Sini(*+ c-a),    tg^,  =ctgiCSini(«+tf-^), 

nnd  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  zum  Quadrat  erhebt  und 
statt  tg^Mf  ctg'iC  ihre  durch  die  drei  Seiten  a,  b,  c  ausge- 
drückten  Wertbe  substituirt»  so  erhält  man  leicht: 

.        Sini(a4>6->-c)Sini(fe+c-o)Stni(a-t-c— 6)Sinj(a-t-fe-c) 

Sini(o  +  6+c)Sini(6^-c— a)Sini(a4>c~6)Sini(a+6->c) 
**^^""  Sin^Uö  +  c— a)  • 

Setzt  man  der  Kürze  wegen : 

(11) 

£ri>=8ini(a-|-6-|-c)8iDi(6-fc-a)Siiii(a-|-e— &)Siiii(a-|-ft— e), 

M  bat  man  znr  Berechnang  der  Radien  der  vier  BerObrungakrdse 
efaies  sphlriscben  Dreiecke«  folgende  Gleichungen: 

,  Hl 

**  — Slni(o+6+c)' 


(M) 


*«*»— Slni(6+c-«)' 
Hl 

_         Hl 
***»"•  Sin  i(«+6-c)' 


(13)  Hi*=:igftghtgfttgQf 


$.  11. 


BebanatHdi  iat 
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8liit(<''f  6fe)s^SioiaJBiii«Slatc 

-hSiniaCosi^Cosic 

4SiDioCo8iaCo6ii, 


und   fr«nD  man 


(14) 


SiniaSin^ASinic  :=^, 
Sin  \a  Cos  \b  Cos  ic  =  ^i , 
1  Sin46CosaaCo8aC=z/9» 
'   SinscCo8«a  Co6s6=:^s 


aß) 


«•tzt,   80  findet  man  laicht: 

8ini(*+c-a)=^=^/+-^.+^/a--^i, 

Durch  Addition  dieser  vier  Gleichungen  ergibt  sich  sogleich: 

und  w  enn  hiervon  nach  und  nach  die  Gleichungen  (15)  abgexogen 
werden : 

J  =iB,  (r^  +,—  +  T-? r-)> 


(16) 


Denkt  man  sich  hierin  statt  Hi  dessen  Werth  aus  (13)  substi-     | 
tuirt»  so  erscheinen  die  Grössen  Jf,^i,J^fJ%  Mlgliali  ituig»- 


I 


iMckt  dvrch'die  Radleift  ^»  ^i»  ^>  ^  der  vier  Berfilmifigskfeise. 
Wir  IrOdiMtt  daher  «inerseits  dorcb  Aaftösuiip:  der  Gleichangen  (14) 
hl  Bezug  attf  a,  6,  e  die  drei  Seiten  des  Dreleckee  ABC  dareh 
die  BeruhrungsradicD  darstellen  und  andererseits  dnrch  Eiimina* 
tion  der  drei  Seiten  a,  b,  c  aus  den  vier  Gleichungen  (14)  zur 
Bedingungsgleichung  gelangen,  durch  welche  die  ?ier  Radien 
der  BerObningskreise  eines  Dreieckes  mit  einander  verbunden  sind. 


§.  12. 

« 

Erhebt  man  die  Gleicbungert  (14)  zum  Quadrat,  Hlhrt  statt 
der  Cosinus  durcbgebeuds  die  Sinus  ein  und  setzt  Sln^iass^r» 
Sia^b  =  jf,  Single =z^  so  erhält  man: 

,  ^(l-y)(l-0=^t*. 
(17)  i 

9(1— *)(l-x)=^a*. 
j;(l-jr)(l-y)=^,« 

Wenn  man  die  letzten  drei  Gleichungen  mit  einander  maltiplicirt» 
das  Product  durch  xtfz  dividirt  und  aus  dem  Resultat  die  Qua* 
dratwnrzel  auszieht,  so  ergibt  sfcb  mit  Rücksicht  ai}f  die  ewt# 
Gleichung  leicht: 


(i-x)(i-»)a-«)=^^. 


und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  und   nach  durch  die  zweite, 
dritte  und  vierte  der  Gleichungen  (17)  dividirt: 

1  J^       1  ^i^a       1 '    ,      A^J^ 

odor 

woraus  mit  Leichtigkeit  folgt: 

«"•"■"^^V."  «"''*=3^^'  <^-'«S^?.' 

„n.=^.        *-.»=^.      -«'if-l^- 
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Um  also  die  drei  Seiten  des  Dreiecke*  durch  die  Bediee  i^ 
Berfibmogslcreise  ausgedrficlct  sa  erhalteo,.  i>raacht  maii  mir  ia 


diese  Formeln  statt  J,  ^i,  ^%,  ^t  ü>'*  '■>  (^^i 
sa  soitstituiren ,  und  erbStt  z.  B.: 


tg«io= 


tRP»     tgft      tg^/\tKP 


(18)<tg«i6  = 


Vtg( 

( 


— +  —    — 

*gPl        *Set       tW3 


L__LVJ. 

tgp/  VtBP 


tg«ic  = 


( 
(±. 


1  .  _J_  .  J    _ 

tg?  *ge»  tgp»  tg^y  vtgp 


^±.\(. 


tg^     tg^ 


( 


j^+  .     .. 

tg*    tge,   igpa    tg^y  vtg« 


»  +-j-_j-^a 


gegebeoeo  Wertht 


tgfft 


1 


tg^i 


tg^i 


1 


1 


tp^i 


T 


♦ß^ 


tgpt     tg^/ 


1 


tget 


tgeJ 


L^-L^ 


tg|>8        tg^ 


^Q% 


tg(J 


^^1 


tg^ 


Werden  die  GieichuDgen  (^')  mit  einander  mnltiplicirt  ond  be- 
rtfcksiebtigt  man  dabei  die  Gleichung  xyz:=^,  sa  folgt  als  Be- 
dingungsgleicbong  zwischen  dea  vier  Radien  der  BerObnmgskrelstf 
eines  sphärischen  Dreieckes: 

in  welcher  ebenfalls  statt  d,  d^^  d^f  d^  die  Wertbe  ans  (10)  in 
setzen  sind. 


«.  J3. 

Wenn  wir  in  der  Absicht»  die  im  vorhergehenden  Paragraph 
erscheinenden   Ausdrucke  mögliebst   einfach    durch    die 
99  Ol*  9%*  Q%  darzustellen»  f3r  einen  Augenblick 


(^ 


^9     •  '    tgPi 


und  die  Summe 


I 


] 


^     ^       tgp"'  tg^  ^tgpa^tg^ 

setaen,  so  wifds 


=  A  +  il,+X,  +  l,=2o 


(W) 


dar§eiUUt  in  Meinem  Betieknngen  %tim  Kreise.  496 

r^  +  7^  +r^^ — r^=2(tf-ili). 

il=iJ5ri(ir-X),  -^i=iÄi(a-A,),   d^—lHi(tf—X^.   ^.=i»i(cJ-X,): 

mithin  ist 

^^/,  +  //,^,  =  ill,«{(ff-l)(<r-ii)  +  (ff-A.)  (ff-i,)|; 

da  «ber 

(ff— i,)(tf-i,)  =  d>-(A,  +  i,)ff+  A,A,; 
«>  wird  die  Somme  gleich 

d.L  mit  Rflduicht  anf  die  Gleichong  (^f): 

(ff-i)(ff-Jli)  +  (ff-i,)(ff-i,)=iii+i»\ond 

(ff-l){tf-i,)  +  («-li)(<r-a,)  =  Uj+i,*,. 
^^#j  +^^,  =  ii7,*(iij  +  i,i,),    ^//,+  ^1^,  =  iÄ,«(ii,+ A, i,) , 

Es  ist  daher 

*^  *"  nün^iÄ"     **~^ivFMr* *^~  •*=  ii, + Ali.  • 

und  die  Bedingungsgleicbung: 

(.tf-;  i"i  **  (li,  +  A^)  (AA,  +  At  A,)  (AA,  +  A,  A,) ' 

oder,  mit  Anw^ndong  4w  Gleiehaogen  (^  und  (19),  naeh  einar 
Iciebtes  Radmmig: 
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(20)  Sin»iö 

'tgf tgp, +tgpats(»3V,tgp,    tgea"^tg(»,     WVtg^  tgea^tgp,    tg(»,y' 

.,ttg(>tgPttgPatgP3/  1        T        1    _  J^V  /'J.+J^  +  J L  "i 

*tg^tg(»a+tg(»,tg(>3Vtg(>i    tg(»a    tgc»8      tg?/\tg(»    tg(>t    tg^»      *g^' 

Sinne 
.tg(>tgg,tgp^tge3/  1    I    1   '    1 L\(J.J_.l LX 

*tg(>tg(»3+tg(>,tg()aVtg()|     t^Q^    fgPs       tg(»/\tg^"^tg(»,  "^tge,       tgpi/ 

(21)  Co«*itt 

„ttggtgp^tgpatgpa/  ^  I   i\    1 LV±._L4J L"^ 

"^tgc^tec»!  +tg(>2tg^8  Vtg(>  Mge,  "^tgPa      XgQj  KigiTt^QiigQ^     tgej' 

,tg(>tgp,tg()atg()3/l  ,1,1 1   Wl  ,    1    .   l L> 

tgptg(»a4^tgPitgPaVtg(»    tgPa   tgpg      tg(»i/Vtg(»    tgQi    tgct      tg^' 

Co8«lc 

,tg£tgMgf2tgj^/J. .  ±. .  Jl.  __L  VJ_  .  JL+J L  Y 

tg(>tgp,+fg(»l  tgPa  Vtg(>     tg(^B     tg(»8        tgPi/Vtgp     tg(»i      tg(>3        tgl^' 

^    ^  (tgptg(>itg(>atgP8)« 

^/J_.J..  J ±V— +— +  -^i ^""S 

\tg<»i     tg<%    tgc»»    tgpy  Vtgp    tgea    tgp,     tg(>,/ 

xrJLxJL+.l LYJL+J-+J-^J-^ 

V^»»      tgei     tg^a      igQ%/\^gQ     tgc>i      tg^     tg(?^y 
Ferner  ist 

Sto%,= 4Sin«iaCoa«ia  =  4  ^"-^>  ^-^'i^fTy ^"  *»>  . 
oder  mit  Anireedung  der  BeduignngggleichBeg  (^^: 


dait§B$tMt  in  $eMän  Betiekun^en  %um  Kretae.  4jn 

(7S\        \  Sin  *b  —  ^*g^^  ^  tg(i,ty^)  (tgptitf 8-»tg»,  tg^) 

^^  *  tgtftgc»4-ftg(»,tg(»j  ' 

'     -tg^^tgPa  +  igeitgea 

(24)  Sin«aSm«6SinV 

=  (tff*^^  +  ^^t*g^)  (*RC»*g(^  +  tg  C»i  tgPs)  (tgptgf,  +  tgpi  iget)- 
Aach   hat  nan  nach  dem  Obigen: 

oder  mit  Aowendang  der  Bedingnngsgleichung  i^'")*» 

Ca..i«Co..i6Cos.;c=        (.-A.)«(.-A,)»(a-»,)._ 

5_(<,_i)(ff_l,)  (tf_i^  (ff_A^ 

^*''  (g-ili)(g-Aa)(ff-A3) 
4  tf-X 

Beieichnet  e  den  sphärischen  Excess  des  Dreieckes  ABC,  so 
ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigtnometrie ; 

S^^^i'-^CosVCosnöCoa^ic' 

mitbin,  wenn  man  fllr  Cos'la»  Cos ^6,  Co^'ic  den  vorhin  gefon- 
denen  "Werth  setzt: 

oder 
(25)  Sio*i« 

<"  ^  L  V I  *     *  Y '  I  *  I  ^  -  Mf" '  I  *  I  *     'V 


$.14 
IH  befaumtikh 
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.  ,.  .  _  SiDUg-t-c-A)Sii»t(a+6-c) 
*  •     ~  Sini(a-|-6-|.c)Sini(6-fc— a)' 

ao  hat  man  mit  HUfe  der  Gleichnngen  (15)  auch: 


uod  so  haben  wir   auch  die  Winkel  de«  8pbäri9cheii 

ABC  durch  di^  Radien  seiner  vier  BerCIhningskreise  dargestellt 

Zusatz.    Ist  der  Umfang  des  Dreieckes  ABC  gleich  fSIO^, 
so  hat  man: 

i(a  +  6  +  c)=s90»,  Slnl(a  +  6  +  c)  =  l, 

i(6  +  c-«)  =  90»-a,  SiDi(6  +  c-«)  =  Co««, 

l(o  +  c-6)  =  90»— 6,  Sinl(a  +  c— 6)=:Co«6, 

i(a  +  6— c)  =  90»-c;  Sin4(a  +  6— c)  =  Co«e; 

mithin 

JVi*  =  Cos  «  Cos  6  Cos  e, 

und  die  Gleichungen  (12)  geben  alsdann : 

i^\  =  Cos  a  Cos  6  Cos  c, 

• 

.  ,        CosACosc 
*8P»=       Cosa     ' 

<^^  1  ^  ,         CosaCosc 

.   «         Cosa  Cos  6 


Femer  wird: 


Cosc      ' 


^  «g*ei^^  ^^  *^tos«aCos6Cose  Cos^ 

relglich  ist: 
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ltgii<=stgp,,  tgiÄ  =  tg(^j,  tgiC=tgp,; 

(28)) 

f       ^=2(»i,  i?=2(»a,  C=V 

Ist  also  in  einem  sphärischen  Dreiecke  die  Su^iipe  der  drei  Sei- 
ten gleich  180^»  so  sind  die  Winkel  desselben  beziehungsweise 
den  Darchmessern  der  gegenüberliegenden  "äusseren  Beruhrungs* 
kreise  gleich. 

§.  15.        . 
* 
Wenn  wir  die  Bezeichnung  der  vorhergehenden  Paragraphen 
beibehalten y  so  ist: 

Sin  A.  =  o' — To^ — »     Sin  B  =  '^. — tt. —  >     Sin  C  =  o^; — s; — 1 5 
SmoSinc  SinaSmc  SinaSin6 

mithin    * 

8i7  ' 
(29)  SinJSingSinC=s.^,^g.„',^^.^,^, 

nnd  wenn  wjr 

=  -  Cosi(^+ÄVC7)CoaJ(ß+C— /l)Cosi(i^+C— i?)Co8i(i4+i?-C) 
setzen»   so  ist: 
«•  '^g'  ^5„x  2/1'  ^.  2Ä' 


Sin  i?  Sin  C        "''""Sin^SinC*       "'" ""  Sin  ^  Sin  Ä 
nnd 

QO/8 

(30)  Sin  «Sin  *  Sin  c  =  gi„s^siD»ÄSin«C- 

Wird  ans  den  Gleichungen  (2^)  und  (30)  einmal  SinaSinftSinc 
eltminirt  und  Hi  bestimmt,  dann  Sin ^ Sin  J? Sin  C  eliminirt  und 
H*  bestimmt,  so  ergibt  sich: 

^'^  ^*  ""  Sin  ^  Sin  i?  Sin  C 

2//i« 
^^)  "'^  SinaSin6Sinc' 

Die  erste  Gleichung  gibt  die  RadicalgrOsse  Hi ,  ausgedruckt  durch 
die  drei  Winkel»  und  die  zweite  die  Radicalgrösse  £f' ,  jausgedrückt 
darch  die  drei  Seiten. 

Ferner  ist  bekanntlich: 

Th«U  XXIX.  '  83 
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SlniC       ""  Sine  '  CosiC       ""  Sine 

und  wenn  man  hierin  statt  Sine  seinen  obigen,' durch  die  dr^ 
Winkel  ansgedrOckten  Werth  setzt  und  dann  Sin  Ka -f  6 -f  c), 
SfoU^'f  ^  —  a)  bestimmt,    nach  einer  kleinen  Redaction: 

Sin  U«  +  *  +  c)  ==  .^sii^TJsiiJIßSh^ ' 

^•"•(^  +  ^"^>  =  2Sini^CosiÄCoslC' 
Mj;lieh: 

Sinj(ajJJM_^  1 ^-^X 

Hl  ""  Hx  '2Sinl^SiniJ?Sinir""  tg^' 

SinU^-f-c-g)       fr  I         1_. 

Wi  ""//i'2Sini^Cos;ÄCo8iC""tg^'' 

oder  weil  aas  (31) 

IT  _  Sin^SinJgSinC 

JTi^  ff' 

folgt ; 

1        2CosMCo»tgCosiC     _I 2Cosi.<Sin;gSitt;C 

tgp  -  H'  '   tgpi  -  ^'  • 

^ ff' 


(M) 


, ^^ 

'^^'  ~2Cosi^SiniÄSiniC* 

, H' 

^^^  —  'ICoelBS'in^ASmlC' 

, ff;^ 

'6<*»  — 2Cos4CSini/ISIniÄ' 

Diese  vier  Gleichungen  bestimmen   die    Radien  der  rier  BerOfa- 
niDgskreise   durch   die  drei  Winkel. 

.  Zusatz.  Aus  der  ersten  Gleichung  diesesParagrapheo  folgt  auch 

Sin.^^  2g, 

Sina       Sin  a  Sin  6  Sine' 

^d«r  woil  Bach  der  Gleichung  (32): 

2ffi ff' 

SinaSinftSine"*]^^ 
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00  ergibt  sich  auch  die  Relation : 

Sin^     S\uB       SinC     H' 


(34) 


Sina       Sin  6        Sine      //| ' 


§.  16. 

Anwendung    der  vorhergehenden  Forinelfi    auf  da«  Polardreieck. 

Sind  a',  V,  ^  die  drei  Seiten,    A ,  B' ,  C  die  drei  Winkel 
de«  dem  Dreieck  ABC  entsprechenden  Polardreiecke« >  «o  i«t: 

#i'  =  18(>>— /l.  ^'  =  1800— a, 

6'=180<^— Ä,  Ä'  =  180«— 6, 

c=:180»-C;  C'  =  lMo— c; 

mithin: 

i(6'+c'-a')=:  öOO— 4(ß+C-^),    i{B'-^C^A)=  90«— i(6+c-a). 


u.  8.  w.  in  8.  w. 

Sin}(a'+Ä'+cO=-Co«;(^+Ä+f7),  ~Co8l(^'+Ä'+C')=Sini(a+6+c), 
Sini(«'+c'~aO=  Co«l(Ä+  C-i<),  Co8i(Ä'+e-^')=Sini(6+c-a). 
Sini(a'+ir'-60=  CosK^+C-Ä) ,  Cosi(J'+e-ß')=Sini(a+c-6), 
SiDl(o'+6'-c')=    Co«J(i4+Ä-0,     CosJ(^'+Ä'-<?')=Sin;(a+6-c). 

Setzen  wir  daher  für  dus  Polardreieck: 
V==Siol(a'+6'+c')Sioi(6'+c'-a')Sinl{a'+c'--A')Sinl(a'+A'--c')v 

1:'»=:  — Co«i(i<'+i?'  +  C')Co8i(Ä'+  C-il')  Co8i(i<'  +  C-^B) 

XCo8i(^'+i?'—C'). 
«o  i«t  offenbar 

Ist  ^'  der  Ra^iu«  des  dem  Polardreieck  eingeschriebenen  Kreises 
und  sind  Qi  ^  Q%,  Qz    ^'®  Radien  der  Hnsseren  Beruhrungskreise    % 
desselben,  welche  beziehungsweise  den  Ecken  A' ,  B' »  C  gegen- 
flberliegen»  so  geben  die  Gleichungen  (12): 

K  K 

*«*'  =  SinKa'+V  +  c') '    *«^'  =  Sin  1(6' Vc'-o')  "■  •'  ^" 

93* 
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oder  nach  dem  Obigen: 


C08i(/1+Ä+C)' 


(35)  < 

,      ,_  W   

*«<*  ~     Cos  },(A  +  C—  Ä) ' 
'8  m  —    i^.i; 


Cos  i(/<  +  ß  —  C) ' 
und  die  Gleichungen  (33): 

K'  K' 

U.  9.   w. 

also  auch: 

'ß^    ""2SinlaSiniÄSlDic' 


^i 


(36) 


"  9 

c 


*8^i'-2SmiaCosi6Co8i 

*-,^  / ^1 

tgc»2  —  2Sini6Co8iaCo8ic' 

i  X    /— Hl 

i^Qz  —  2SinicCosiaCo8l6' 

Diese  zwei  Systeme  von  Gleichungen  geben  die  Radien  der  Be- 
rfihrungskreise  des  Polardreiecfces«  ausgedrdckt  durch  die  .Winkel 
oder  Seiten  des  Hauptdreieckes. 


5.  17. 
Ans  den  Gleichungen  (35)  folgt  auch: 

Cosi(^  +  Ä+C)=-|^^,, 
Cosi(Ä  +  C-^)=     ^M 

Co8l(il  +  ß-C)=     S-i'y. 


J 


darffeMieUi  in  Meinen  Beziehungen  nuM  Kreise.  Q03 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  berfickeichtigt»  daaa 

•     Cos  '(il +^  -f  C)  -f  Cos  i(Ä+  C-  A)  +  Cos  l(A  +  C— Ä) 
+  Co8i(il-fi?— C)  =  4CoaiilCosliBCo6iC, 

■ 

so  erhält  man  sofort: 

oder 
1.1.     l  1        4Co8^<Co8iÄCo8iC_  2   r      .  _^- 

tgf,^'tg^''w"~^= fi' -tT;  f""""  ^>i' 


mitbin  ist: 


g(>""'vtg(»i''*"tg^'+ti^   tg^7* 


el>en80  hat  man»   weil 

— Cosl(i<  +  Ä  +  C)— Cosl(Ä  +  C— ^  +  Cosl(il+C— Ä) 

-t-Cosi(^-f^-C)  =  4CosiilSiniiB8iniC 
ist: 

1.1.1  1        ACo»\ASm\BS\ii\C      2    .      .  _^, 

W*"i^"^^y-fiV  = TT — =^^\.^^^(m, 

ond  es  ergibt  sich  daher  folgendes  System  von  Gleichungen: 

J.=  ./'JL..J_.J_    ±\ 

tge     •Vtg(.,'"*'tg(^'+ig«.,'~tg(,7' 
(37)         < 

X-.^-Lj.  1   +_1 L^ 

tge,~''Vtge'"^tie?'^tgp.'    tgp,7' 

tg«»~'Vtgp'  ^  tgft'  ^tgp,'    tgf,'/ 

darch  deren  Sammirang  Dachstebende  roerkwfirdige  Relation  ent- 
steht : 

1  '      .     '      .     J L._i_j._L.a.    '     • 

^^  tge+t^  +  ti^  +  li^-tge'  +  tge,'  +  tge,'+^7' 
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mni  wwiii  maii  hiefvon  nach  «nd  nach  ^  «•!#*   iwelte,   dritit 
und  vierte  Gleichung  in  (37)  sobtrahirt: 


(39) 


tg^i'""'Mg(i^tg^^tg^     tg^i^' 

_i Y-L+J-  .  J A^^ 

tg^'""*Vtgi?"^tg^i'^tgp,     ige«/' 


tg^'""'Vtg^^tgp,  ^tg^  tg^y 

durch  welche  letzteren  Gleichungen  die  Radien  der  BariIhnaiSir 
kreise  des  Polardreieckes  berechnet  werden  kOnnen,  wenn  Jeae 
des  Hauptdreiei^kes  gegeben  sind. 

$.  18. 

6ie  JBWiaditfn  den  Radren  der  BerGfaningskreUie  de«  Polar- 
dreieckes bostehende  Bedinguagsgleichung  wird  natiHicfa  aus  jener 
(22)  abgeleitet,  wenn  man  alle  in  ihr  enthaltenen  q  mit  Stricbis 
versieht,  so  dass  man  hat: 

(40) 

.(tg(>'tgg,'^^tgg,'t8to')(tgp'tg<..'4tgp.'tgfa')(typ'tKp.'-t^<to'tgg.'> 

(tg?'tgff,'tgfe'lgp,')» 

~Vtgft'^tg*.'^tgft'    tgp'yVtg<?'^tge,'*tgft'    tgft7 

/  I       1       1  • i_\/  1       1       I i_\ 

^  Vtg»'^tgft''tg^3'    tgfc7Vtg?'''tgft'+^S'    tg«,'^' 

Brsetst  man  in  dieser  Gleichang  tg^',  ^i9t»  ^S9s'>  ^9t'  ^^^^ 
Um  Werthe  in  (39)  und  bedient  sich  zagleich  zur  AbicSnaDg 
der  Bezeichnung  des  $.  13.,  so  wird  der  ZShIer  des  ersten  Thei- 
tes  gleich: 

{9-1)  (<»-*,)  *  («-»,)  (d-i,) »  i       i     '(ff-il)((r-i,)(<i-l^(*-i^ 
I         1  1  K  —  I  JU^-f>i», 

X  J  (<f-i) (ff-A,)  +  (ff-i,) (ff-i,)  ( l      j  X  (<f-i)(<f_i,)(ff-iy«r-i,y' 

(«-^(«-i.)  +  (<»-i,).(«r-A,)  i  '  •  ^  (#-A)(«-4,)(*-i,)(*-a,) 


I 


ämffMU  im  •rtüwi  Bniekmg^m  mm  MrHBi,  gOQ 

oid  der  Neooer  des  entoi  Tbdlt«  gleich 

l 

,(tf_A)(a-ii)(tf-A,)(0-A,)}«- 

tte  alefa  ferner  der  iweite  Tbeil  der  BedlDgeegsglelebuDg  ?erirw* 
delt  io 

•0  bat  mao  statt  (40): 

(a-A)(tf— A,)(a-Äa)(<r-ls)     -**^^*»' 

eine  Gleichung,  welche  mit  jener  (J*^)  identisch  ist  und  unmittel- 
bar In  die  BedingasgsgleichaBg  C^)  übergeht,  wenn  isao  statt 
1*  ^  9  ^»  ^  und  6  seine  in  §.  13.  angegel>enen  Werthe  snbsti- 
tnirt»  wie  schon  frflber  gezeigt  wurde.  Die  Bedingongsgleiflinng 
(22)  bat  also  die  nierkwfirdige  Eigenschaft«  dass  sie  ungeindert 
bleibt,  wenn  man  in  ihr  tgp,  tg^,  tg^,  tgQ^  dureh 


1 

tg«1 

[■•■♦gpi 

+ 

t 

1 

1 

tgp3 

1 

♦gp 

•l 

«g* 

+   1 

^«g?i 

+ 
1 

1 

tges 

1 

tg«i 

1 

tgp 

"•"tg?, 

+ 
) 

1 

tgft 

1 

<g0t 

i 

tgp 

^tgpi 

"•^tg^^ 

1 

ersetzt. 


$.  19. 


Ist  O  (Taf.  X.  Flg.  8.)  der  Mittelpunkt  und  r  der  Radius  des 
dem  Dreiecke  ABC  umschriebenen  Kreises,  und  legt  man  durch 
diesen  Punkt  die  drei  sphärischen  Hauptbügen  OA,-  OB,  OC, 
so  Ist  OA=zOBs=OC=sr9  und  es  entstehen  offenbar  drei  gleich* 
seheokelige  Dreiecke:  OBC,  OAC,  OAB,  deren  Winkel  all  ^ 
Basis  durch  folgende  drei  tileichungeu  bestimmt  werden: 

ei+iOi  =  ii    Ui+Wi=:B,    ug+Vi^C; 
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dieselben  geben  in  der  That  mit  Leichtigkeit: 

Fällt  man  nun  von  O  auf  die  Seite  a  das  sphärische  Perpendikel 
OD,  so  ist  tg6'Z>=tgOC.Cosif|,  oder,  weil  CD^\  ooach  den 
Obigen,  tg2a  =  tgr.€osti|,    und  hieraus: 

(41) 

.„,_  tgjg \^\b         tgjc     . 

da  aber  bekanntlich 

CosJ(ir+C-^).=5in|^*SI»C  und  SinC=g5^,. 

SO  ist  auch 

Ux 

■ 

und  demnach 


Co8i(Ä+C-il)=  2Cos>aSini6Sio>-' 


>.Ax                         .          2  Sin  la  Sin  16  Sin  ic 
(42)  tgr=: -jj , 


nach  welcher  Formel  r    berechnet  werden   kann,    wenn  die  drei 
Seiten  des  Dreieckes  gegeben  sind. 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  jener  {^^^  §.  13.  verbindet, 
so  erhält  man  auch : 

tgr   SinaSin6Sinc 

Sinjf"-  W^         ' 

oder  weil  nach  (32) 

8inaSin6Sinc  =  — «f~» 

so  wird: 

Sin^e 

oder  endlich,  da  Sini«=— Cosi(^-|-£-|-0  ist: 

(43)  tgr=:-?2Ü^±^>. 

nach  welcher  Formel  r   berechnet  werden  kann,    wenn  die 
Winkel  des  Dreieckes  ABC  gegeben  sind. 


dar9WUÜt  in  iehten  Bniehunfftn  tum  Mreise.  Q07 

^asats.    Nach  dem  Obigen  ist: 


Sing  Sing  Sin  6  Sine 


mithio  auch: 


Sina 
Sin 


ina       ^2SiDiflSini6Sinic  ^     ,   ^     iap     i 

and  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichang  (42): 

^^Äv   Sina       Sin 6       Sine      ^        ,^     ,    ^     ,.^     .    . 
<^^  Si^=SSÄ=SbC=2*g^tCo«i«C<>«l^Cosicl. 


§.20. 

In  dem  Nebendreiecke  AiBC,  welches  an  der  Seite  a  liegt» 
ist,  wenn  wir  AiC=bi,  AiB=Ci»  ^AiBC^Bi,  ^AiCB—Ci 
setzen: 

mithin : 

i(«+*i+Ci)=180O-l(6+c-^),    i(^+Bi+Ci)=l80o-J(»+C-A 

i(a+Cj-6J=i(a+6-c),  1(^+Q-Äi)=i(^+Ä-C), 

Sioi(a+6i+Ci)=Sini(6+c-:ii),— Co8i(/l+i?i+Ci)=+Cosi(i?+C-^), 
Siii4(6i+c,-a)=Sini(a+6+c),  Cosl(Äi+Q-/l)=-Cosi(^+Ä+C), 
Siiiifa+Ci-Äi)=Sinl(a+&— c),  Co8l(^+C,-J?|)=:+Cosi(2l+Ä-0, 
Sin4(a+Äi— Ci)=Sini(a+c-6);     Cosi(i4+J?i-C|)=+Co8l(^+C^Ä); 

woraus  folgt»  dass  die  mit  Bi  und  i^  bezeichneten  Radicale  in 
beiden  Dreiecken  ABC  und  AiBC  gleichen  Werth  haben»  und 
wenn  wir  den  Radius  des  denk  Dreiecke  AiBC  umschriebenen 
Kreises  mit  ri  bezeichnen»  so  ist  nach  (41)»  (42)  und  (43): 

.„ tgjg —tgia tgU 

,  **^i  "*  Cos i(Äi  +  Q  —  il)  ""  Cos  i(/l  +  J»  +  C)  ""  Sin  ie ' 

2  Sin  ia  Sin  i6|  Sin  Ici       2  Sin  in  Cos  i6  Cos  jo 

tgri= jff^ = gr , 
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tgr,= 2p s^  = ^, 

Wenn  wir  noch  die  Radien  der  mnechriebenen  Kreise  der  bei- 
den an  den  Selten  b  und  c  liegenden  Nebendreiecke  mit  r^  und 
fji  beseichnen  und  alles  zusammenetellen ,  so  hat  man  folgeade 
drei  Systeme  von  Gleichungen: 

(«)      «s'-^'  ♦«'.=IÄ'  *s'-.=^Ä-' 

2Sin^aSiii|6Sin>c 


(46) 


\%T   = 


tg*'l  = 


tg  »•«==: 


^1 

2SiniaCo8.;6Cos;c 

2Sin|6CosJiaCos«c 

^_ — _ 


(47) 


2SinicCo8laCos:6 

*8'«= h: — • 

»gf  —  gi  . 

_        C08i(»+C-i<) 

*g  n  =      -ffi ' 

*5'^» —  JJi f 

tirr    -         COSIM  +  Ä- C) 
«g»^8  — ^^> • 

Werden  die  Gleichungen  (46)  mit  einander  multipllcirt^  so  «gUbl 
sich  mit  Anwendung  der  Gleichung  (II)  auch  die  llelation:    ^ 

^  'tgrtgr,  tgr^tgrjrr^. 

Zusats.    Aas  den  Gleichungen  (45)  folgt: 

'  tg»*!       H'^%      tgr» 

woYon  man  sich  auch  leicht  durch  die  Betrachtung  der  Figur  ftber* 
seugen  kam;  dettn  ist  O'  (Tar.X.Fig.80  der  Mittelponlit  des  deai 
Nebendreiecke  AiBC  umschriebenen  Kreises  und  man  Allt  mnai 
die  Seite  a  das  «phiriscbo  Perpendikel  O^D  vmd  Terbindet  O* 
mit  C,  so   ist   \tk  dem   rechtwinkligen   Dreiecke   <yCD: 


dmrfeiieHi  Im  $rtmem  9e%lekut9§$n  um  Kreist.  S09 

tgCl^srtgO'CCos^, 
oder,  weil  CD  =  \a,    (yc  =  r,   und  nach  $.20, 

iet: 

tgia  =  tgr.Sinif9  a.  s.  w. 

Ans  den  Gleichungen  (49)  wird  auch  erMchtlich,  das«,  da  t 
aar  von  a  und  rg  abhSngig  ist,  alle  Ober  derselben  Seite  a  errich- 
teten Dreiecke  gleichen  sphärischen  Excess  oder«  was.  dasselbe 
Ut,  gleiche  Winlcelsaninie  haben,  wenn  ihre  an  dieser  Seite  He- 
geoden Nebendreiecke  demselben  Kreise  eingeschrieben  sind. 

» 

§.  21. 

Wenden  wir  die  im  rorigen  Paragraphen  entwickelten  For- 
aMlo  sef  das  Pofardreleck  an,  indem  wir  den  Radios  des  dem- 
selben umschriebenen  Kreises  mit  r'  und  mit  ri',  r«',  r^'  die 
Radien  der  den  drei  Nebendreiecken  umschriebenen  Kreise  be- 
seiehnen»  welche  in  derselben  Ordnung  an  den  Seiten  a' ,  b',  e* 
liegen,  so  ist,  der  in  $.  16.  eingeführten  Bezeichnung  gemäss: 

CosiiA'  +  B'  +  C')      ,    ,      2Sinla'SlniÄ'Sinii?' 
tgr'ss ■ -gi p    tgr   = ^ , 

^      ,         CöBl(B'  +  C''-A')      ,      ,     2Sinia'Cosi6'Coslc' 
XgTi  =     jgr »    tgri  Ä -^ -^ , 


oder: 


(ßO) 


(W) 


n.  ».  w.                                         u.  a.  tr. 
tgr»  = -ff^ , 

.      ,      Sin  i(6+c-q) 
tgr.  = gj . 

■        ,      SiDi(a+c-6) 
♦«'•= H, ' 

,      SJiii(a  +  6-£) . 
tgr,  = ^  , 

.      2CosMCosii7CosiC 
tgr»  = fp . 

,     ICoslABrmlBSXnlC 
tgr/  «=  — -         jf . 

.      ,     2Co8iÄSinl/ISiniC 
tgr,'  = ^, . 

,     1CoB\CSin\AS\ti\B 
tgr,'= gB 
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Durch  MultlplIcatioD  der  61eicbang«o  (50)  mit  einander  erhält 
man  auch  mit  Rücksicht  auf  (11)  die  Relatioo: 

(52)  tgr'tgn'tgra'tgr,'=  |^ . 

und    durch  Moltiplicatioo   der  Gleichungen  (47) ,  (36)   and  jener 
(12),   (50)  mit  einander: 

(53) 
tgr  tgQ'  =1,    tg^  tgr'  =1,    also  r  +p'  =90<>,     e  +*■'  =90^, 

tgr,tg9,'  =  l,    tgft,tgr,'=l.  r,  +  p,'=90o,    p,+r,'  =  90o, 

tg''8tge,'  =  I,    tge8tgr,'=l;  r,  +  (f'  =90»,    j,+r,'=(»>. 

Die  Summe  der  Radien  des  einem  Dreieck  eingeschriebenen 
Kreises  und  des  dem'  Polardreieck  umschriebenen  Kreises  ist 
also   constant   und  stets   gleich  einem  Quadranten. 

Weil  tg9tgr^  =  tgrtg^',  so  hat  man  auch  die  Proportion 
tg^:tg^'  =  tgr:tgr',  welche  in  Worte  gekleidet  lautet:  Die  Tan- 
genten der  Radien  der  eii^eschriebenen'und  umschriebenen  Kreise 
eines  sphärischen  Dreieckes  und  seines  Polardreieckes  stehen  m 
directer  Proportion. 


§.  22. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (53)  und  (39)  mit  einander 
erhält  man  auch  ohne  Schwierigkeit: 


(54) 


_,/  I  11  1    \ 

**^ '* "  *  (ti^ + ^,  ■*"  ti?;  ~  W ' 

'^'■'"•ltg,)  +  tgft+tge,    tgQ,J 

zur  Berechnung  der  Radien  der  umschriebenen  Kreise ,  wenn  jene 
der  Berührungskreise  g^eben  sind«  Werden  diese  Gleichnngeo 
addirt,  so  folgt: 

(B5)  tgr  +  tgr.+tgr,  +  tgr,=ji^  +  ^^+J^  +  J^. 
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und  wenn  hierron  nach  and  nach  die  Gleichnogen  (54)  abgezogen 
werden : 

^  =i(tgr|+tgra  +  tgr8— tgr)  =  tgr'. 


(M) 


j—  =  i(tgr  +  tgr,  +  tgra— tgri)=tgri', 
J^  =  i(tgr +tgri  +tgr3— tgra)  =  tgr«', 
^  =  l(tgr  +  tgr,  +  tgr,  -  tgr,)  =  tgr»'. 


§.  23. 

Um  die  drei  Seiten,  die  drei  Winkel  und  den  sphärischen 
Elxcess  des  Dreieckes  ABG  durch  die  Radien  r,  ri,  r^,  rg  der 
umschriebenen  Rreise  zu  bestimmen  und  die  Bedingungsgleichung 
ka  erhalten,  durch  welche  diese  letzteren  mit  einander  zusammen- 
hängen, braucht  man  nur  aus  den  Gleichungen  (IS),  (26),  (25) 
und  (22)  mit  Hilfe  der  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Rela- 
tionen die  Radien  der  Beruhrungskreise  zu  eliminiren,  und  erhält 
nach  einer  leichten  Rechnung  ohne  Weiteres: 

'^    '  *  tgratgrj'    ^  tgr,  tgr,      »  tgr,  tgr, 

*»  •''— (tgr,+tgr,+tgr,-tgr)(tgr+tgr,+tgr,-tgr,) ' 

««\   )  ta^'H      (*g^^^*S^«^•*S*^»~*S'•')<*S^•-^tg'•^+tgra— tgra) 
(öö;   ^  »g  •"-(tgr.+tgra+tgrj-tgrXtgr+tgr.+tgr.-tgr,)' 

tg«.  in      (tgr+tgra+tgr,— tgr,)(tg»:-f  tgr,  +tgr3— tgr,) . 
^  •         (tgr,+tgr,+tgr,-tgr)(tgr+tgr,  +  tgr,-tgr,)' 

(60) 

^  (tgr  tgri  -f  tgr,  tgr,)  (tgrtg  r,+  tgr,  tgr»)  (tgr  tgr,  +  tgr,  tgr,) 

L(tgi'i  +  'g*'»+tg»"8— tg>*)(*g''+*g»'i +  *«»'«- tgi'i)  1 
(tgr  +  tgr,  +tgrg— tgr,) (tgr +tgr,  +tgr,-tgr,)  ( 

=  ^«'^''itg»-,tgi^. 
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i.  24: 

Wenn  man  j^om  sphärischen  Dreieck  auf  seine  kSrperlielie 
Ecke  flbergehty  so  entspricht  dem  eingeschriebenen  Kreise  eia 
Kegel»  weicher  diesen  letsteren  zur  Basin»  mit  der  kOrperlicheo 
Ecke  eine  gemeinschaftliche  Spitze  hat  und  die  SeitenflächeD  des- 
selben berfihrt  Die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  des  ein- 
geschriebenen  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  ist  die 
Axe  des  eingeschriebenen  Kegels,  und  der  Winkel,  welchen  diese 
mit  den  Seiten  des  Kegels  bildet,  reprSsentirt  den  sphärischen 
Radius.  Denkt  man  sich  zwei  Seitenflächen  des  Kurperwinkels 
Ober  die  dritte  hinaus  erweitert,  so  entsteht  eine  zweite  körper- 
liche Ecke,  deren  eingeschriebener  Kegel  ein  äusserer  Berubrungs- 
kegel  der  ersten  ist,  und  so  wie  jedes  sphärische  Dreieck  drei 
äussere  Beröhrungskreise  hat,  so  hat  Jede  dreiseitige  körperliche 
Ecke  drei  äussere  Berührungskegel.  Die  spl^ärischen  Bogen, 
welche  wir  im  Vorhergehenden  immer  mit  OiO^»  OiOs,  G^O^ 
bezeichnet  haben,  sind  alsdann  die  Winkel,  welche  die  Axen  der 
äusseren  BerObrungskegel  mit  einander  einschliessen.  Die  Bogeo 
OOif  00^^  00^  sind  die  Winkel,  welche  die  Axen  der  äusse- 
ren Berfihrungskegel  mit  der  Axe  des  eingeschriebenen  Kegels 
bilden.  Ebenso  entspricht  dem,  einem  sphärischen  Dreiecke  um- 
schriebenen Kreise  ein  Kegel,  welcher  jenen  Kreis  zur  Grund- 
fläche hat  und  durch  die  Kanten  des  KSrperwinkels  geht,  n.  s.  w. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  können  die  vorhergehenden  Sätze, 
Relationen  und  Formeln  unmittelbar  auf  die  dreiseitige  korpef- 
liehe  Ecke  fibertragen  und  zur  Losung  vieler  stereometrtscher 
Aufgaben  verwendet  werden. 


§.  25. 

Wir  gehen  nun  Ober  zur  Ableitung  einiger  Relationen  zwischen 
den  in  den  ersten  neun  Paragraphen  berechneten  Distanzen  und 
den  Radien  der  eingeschriebenen  uimI  umschriebenen  Kreise« 

Ans  den  Gleichungen  (3),  (6)  und  (9)  folgt  durch  Multiplication: 

igOA.igOB.tgOC-^       CosM ^sJB Comic     ' 

igO,Ä.igO,B.tgO^C^—^^ ^^g «51^"" 

oder 


■ 
■ 

i 


dür§€$itUi  in  $etH€m  Beatehvngen  %um  h'rHte.  5|3 

1 


'^Co«i(6+c-o)Co»!i(«+c-6)C6«i(«+A-c)' 

n  t  I 

1 

^  Cos  U«  f  6  4-  c) « W  4(<i  -f  c— &)  Cos  i(a+6  --  c) ' 
•der  weil  nacli  (12)  uod  (33): 

» 

^^^  ""Slni(«  +  6  +  c)'    ^^^  ~'2Co8iilGo8lÄCo«lC' 
,  Ui  , H\ 

and  w€fini  fiir  lur   Abkflrsiing 

(61) 
^•=Co«i(a+*  +e)ro«i(Hc- ö)  Co8l(«+«— *)  Co»i(a+*— «) 

^^  .    ^^     «     •   ^,  Co8l(«  +  *  +  c) 
tg  0.4 .  tg  OÄ.  tg  OC  =  2  tg«p  ^:  — "^^^^-^ . 

tgO,il.tgO,l?.tgO,C==ätg^,^J— ^^5__I1 z. 

t 

Da  aber  nach  dem  Obigen: 

j=J  ^  «7— ^=2tgr.tCo8iaCo8lÄCo8jc}, 

so  wird: 

(63) 

* 

tgOA  AgOB  .tgOC  =4tgV  tgr. )— ^gT^CoBinCosilCo« 

« 

tgO^A.igO^B.tgO^C^zitg^Q^igr.  |  "**^  /"  XoaigCoaiftCoaicj , 

— i^^ -XoaJaCo8j6Co8ic[ . 


c  , 
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§.  26. 

Ebenso  geben  die  Gleichungen  (8)  oud  (10): 

tgOOi.tgOOft.tgOO, 

Sin  a  Sin  6  Sine  1 


Cos  \A  Cos  iÄCos  iC'Cos*i(6+c-a)Cos«l(a+c-6)Co8«i(o+6-c)' 

tgOiO.tgOiO^.tgOiOs 

Sin  a  Sin  6  Sine*  1 


"~Cosi^  Siu  iÄSin  JC'  Co8«4(a+6+c)Cosaj(a+c-6)Cos^i(a+6-cy 
oder  mit  Rücksicht  auf  das  Obige  und  weil 

Sin  a  Sin  6  Sin  c  =    ^f 

ist  • 

tg  OOi.  tg  OO,.  tgOO,  =  4  tgp  2^ Xi ^' 


tg  Ol  O.  tg  Ol  O, .  tg  0. 03;=  4  tgft  ^' .  ^5?^^|±5=^> ; 

also  auch: 

tgOOi.tgOOa.tgOO, 

=  16 tg e tg«r .  j ^'"''^t*"'"-<'o«»qCogi&Coaic  j  ', 

tgOi0.tgOiO,.tgO,0, 
1=  16tg9,  tg«r .  j  ^''«'(Hc -l)co8-aCoBi6Coaic  j  '. 

tgOjO.tgOaOj.tgOaO, 

|=16tgp,tg«r.  j^SfMg^^CosiaCosIÄCosicj  ', 
tgO,0.tgO,0,.tgO,0, 

g:16tgfatg»r .  j  ^'''*y~^WiaCoai6CoBtc[  *. 

§•  27.  I 

Multiplicirt   man  die  Gleichungen  (63)   der  Reihe  nach    mH 


(63) 


(64) 


darpesteUt  in  »einen  BeUekungen  %um  Krelte.  gI5 

%'«>  tff'«i>  tg*^.  tg*^,  und  erhebt  die  Gleichangen  (02)  mm 
QMdrat,  so  sind  die  zweiten  Tbeile  derselben  besiehangsw«ise 
eliiaoder  gleich,  und  es  ist  daher  auch: 

(tg  OJ.tgOü.tg  OC)*=  tg»p.(tgOOx.tgOO,.tg  OO^), 
{tgOiA.tgOiB.tgO^O*=ts»9i41teOi0.tgOtOt.tgOtO,), 
(tgOa/<.tgO,fi.tgO,C)«=tgV(tgO>0.tgOaO,.tgO,Oa). 
(tgO,A.tg  0,  Atg  0,0«=lg»e,.(tg  O,  0.tgO,  0,.tgOb  o.). 

§.  2a 

Multiplicirt  man  der  Reihe  nach  und  paarweise  die  Gleicbnu- 
geo  (62)  und  (63)  mit  einander  und  setzt  zur  VereinfachoDg  der 
Resultate: 

tgß  =stgr.^  -^^^^J^^i^^Co8laCosJ6Cosic|, 

tg«,  =tgr.  J  ^^^^^^^^^:^^Co8  4aCos4*Co8ic|, 

tgRt=tgr.\ *-^^ ^Co84oCosi6Go84e|, 

tg R, = tgr . ^  Cosl(M_6-£) ^^^ ,^ p^^ , ^ ^^^ ^^ ^ , 

so  ergibt  sich  sofort: 

(teOA.tgOB.tgOO  (tgOOt.tgOOt.tgOO,) 

=  64tgV.tg»i?, 
(tgOiil.tgO,ÄtgOiC)(tgO,  O.tgO,  Os.tgOi  O,) 

,«,     ,  =64tg»ft.tg»Ä,. 

(«)     < 

(tgO,i<.tgO,B.tgO,C)(tgOa0.tgO,0,.tgO,Ob) 

=  64tg»p..tg»Ä„ 

(tgO,iltg  OjÄ.tg  O,  C7)(ig  Oj  0.tg  O,  O,  .tg  O,  O^ 

l  =Mtg»p,.tg»Ä,. 

5.  29. 
Moltiplicirt  man  endlich  die  GleichuDgen  (62)  der  Reihe  nach 
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Bit  (iigR)^»  (4tg/7i)>,  (4tgl2s)s,  (4tglZ,)'  und  erhebt  die  Gki^ 
«hmigeD  (68)  «im  Quadrat,  so  sind  die  iweiten  Theile  derselbe» 
paarweise  etnander  gleich  und 'man  hat  demnach  aechs 

/  (tgOOi.tgOO^.tgOOs)« 

=64tg*Ä.(tg  Oil  .tg  OÄ.  tg  0C)=:  256  tg^ptg^Ä, 

(tgOjO.tgOiOs.tgOiO,)« 
=64tg«Ä,.(tgOii4.tgOiÄ.tgO,C)=25Ctg«^itg«Ä,. 

(tgO,0.tgO»Oi.tgOaO,)« 
=64tg»Ä,.(tgO,J.tgO,Ä.tgO,C)==266tg«e»tg*JZi, 

(tgOjO.tgOsOj.tgOsO*)« 
=:64tg»Äs.(tg03/4.tg03Ä.tgOaC)  =  266tg*(?,tg*Ä,. 


§.  30. 

Wie  in  der  sphärischen  Trigonometrie  überhaupt,  so  wurde 
auch  in  dieser  Abhandlung  der  Kugelradius  gleich  Eins  gesetit, 
und  es  ist  hinlänglich  bekannt,  dass,  wenn  durch  Einfthnug  des 
Radius  R  alle  Gleichungen  linear  gemacht  werden,  sich  dieselben 
leicht  fiir  das  ebene  Dreieck  modißciren  lassen,  wenn  man  die- 
ses als  ein  sphärisches  von  unendlich  grossem  KugeJradios  be- 
trachtet. Dieser  Uebergang  kann  auch  bei  den  hier  as(gesteUtea 
Relationen  und  Formeln  meistens  mit  Erfolg  bewerksteirig;!  wer- 
den, und  wir  bemerken  hier  schliesslich,  dass  f&r  das  ebene  Drei- 
eck als  Grenze  z.  B.  die  Gleichungen  (12)  fibergehen  In: 

^     0  +  6  +  C      ^*      b-i-c^^a 
Die  Gleichungen  (13)  und  (42)  geben: 

abc 

wobei  ^  den  Flächenraum  des  ebenen  Dreiecks  bezeichnet,  b 
dieser  Beziehung  ist  es  interessant,  die  in  den  ((.  26.— 29.  ent- 
wickelten Relationen  mit  jenen  zu  Fergleichen,  welche  Herr  Roaip 
im  Archiv.  Tbl.  XXVII.  p.  348.  u.  f.  för  das  ebene  Dreieck 
synthetisch  bewiesen  hat. 
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Miscellen 


Regentbarg,  en  dee  Hereiiegebef. 

Anliegend  fiber4ieiide  ich  Ikoen  zor  gMigeii  Mittheilang  Im 
Arehiy  ein  Paar  Aufsätze,  von  denen  ich  daflir  halte,  dass  sie 
derselben  werfh  sind,  und  benfltze  zugleich  dfe  Gelegenheit»  Herrn 
Dr.  Stamm  er  meinen  Dank  hiermit  auszudrücken«  dass  er  mich 
▼OD  einem  Irrthuro  geheilt  hat.  Gewohnt»  bei  Betrachtung  geo- 
metrischer Wahrheiten  den  ganzen  Gedankengang  ohne  irgend  eine 
Figur  zu  machen,  habe  ich  dies  auch  bei  meinem  Beweise  fiir 
den  Satz  von  den  Kantenwinkeln  einer  körperlichen  Ecke  gethan, 
vad  mir  die  Figuren  erst  dann  gemacht,  als  ich  angegriffen  wurde. 
Die  Eile,  mit  der  ich  erwiederte,  Hess  abermals  nicht  zu,  dass 
ich  meinen  Irrthum  bemerkte,  und  erst  jfingst,  als  ich  im  3.  Hefte 
TU.  XXVUI.  dieses  Archivs  meine  Erwiederung  las  und  die  Figu- 
ren genauer  ansah,  fielen  mir  die  Schuppen  von  den  Augen  des 
Geistes  und  erkannte  ich,  dass  in  der  Fig. 3.  Taf.  VI.  der  um  das 
Dreieck  AO'B  beschrlebei»e  Kreis  die  Linie  OC  itomi^t  zwischen 
ff  und  C  zum  zweiten  Male  schneiden  mOsse,  wenn  der  Satz 
des  Mittelgliedes  in  meinem  Beweise  auf  alle  Fälle  richtig  sein 
solle;  denn  in  dem  Falle,  in  welchem  der  in  Rede  stehende  Kreb 
Aber  (y  hinaus  die  Linie  OC  zum  zweiten  Male  schneidet,  ist  die 
Wahrheit  des  Mittelgliedes  in  vielen  Fällen  über' den  Haufen  ge- 
worfen. 

Regensburg,   den  4.  Juni  18S7. 


Es  handelte  sich  einmal  um  die  Wahl  eines  Mitgliedes  för 
das  Längen -Bureau.  Die  ausgezeichnetsten  Mathematiker  warben 
mn  diese  Stelle  und  um  Arago's  Stimme.  Arago  hielt  jedes 
Wort  der  Erwiderung  för  uberfklssif.     Jedem»  der  zu  ihm  kam, 


018  MHceUen. 

sagte  er  Dur:  yyCauclij  ist  unter  den  Bewerbern.^  UbA 
wenn  der  Concurrent  fortfuhr  hervorzuheben,  was  ihm  Anspmdi 
auf  die  Stelle  gebe,  so  wiederholte  Arago:  »»Ich  habe  Ihnea 
nur  XU  sagen,  dass  Cftuelij  unter  den  Bewerbern  ist^ 


Von    dem    Herant^eber. 
I. 

Der  folgende  allgemeine  arithmetische  oder  algebraische  Sati 
leistet  zur  AbkQrzung  vieler  Rechnungen  wesentliche  Dienste: 

Wenn  zwischen   zwei  Gr5ssen  u,  e  zwei  Gleichnn- 
gen  von  der  allgemeinee  Perm 

(ap  +  a^tt-f  (6p-f  6i)e  -f  cp'\-ei  =0, 

(ap'+ai)«  +  (6p'+6i)e  +  cp'  +  ci=e 

Statt   finden,    so  ist   unter   der   Voraussetzung,    dass 
p — p^  nicht  verschwindet: 

6c|  —  cbi  C€ii — aci 

abi  —  bai  abi  — •  boi 

Eliminirt  man  nSmIich  aus  den  beiden  obigen  Gleichungmi 
erst  9,   dann  ti,   so  erhält  man : 


+  icp  +  cO(bp'+bO-(bp  +  bO(cp'  +  Ci) 
l(iV>  +  a,)(6p'  +  6i)-(6p  +  6,)(flp'  +  ai)|e 
-(cp  +  ci)  (ap'  +  Ol)  +  (ap  +  Ol)  (cp'  +  cj 


J=0, 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

(ap  +  Ol)  (bpH  6,  )^(bp  +  bO  (ap'  +  ai)  =  (a6-  ba^)  (p  ^p% 
und  ganz  eben  so: 

(cp  +  ei){flp'  -f  Ol)  —  (ap  +  Ol)  (cp'  +  c{)  =  (ca^  -aci)  (p  — /O. 

(epi-  ci)(bp'  +  bi)'-(bp  +  b^)(cp'  +  c^)=(cb^^bci)(p^pOi 
also  nach  dem  Obigen: 

(P— P01(a*i  — *ai)ti  Kc6,— 6ci)|  =  0, 
(/>— P')  t(a*i  — 6ai)e  —  (cai  —  aci)|s=0; 


Miiceiien.  519 

folglich  mter  der  oben  gemachten  Torauseetiang : 

(aft|  — Äai )  «  +  (cÄj  —  bci)  ^  0, 

(a6i  — *ai)e  —  (esj— aci)  =  0; 
ood  daher: 

^wie  behauptet   wurde.     Dass  u,  e  von  den  GrO^aeo  p^  p*  ganz 
anabbängig  siod,  bemerkt  Jeder  sogleich. 

Man  kann  dies  auch  zweckmissigcu  einer  algebraischen  Uebungs- 
aofgabe  benutzen. 


II. 

Debet  einen  allgemeinen  Satz  von  den  Kegelschnitten. 

TorRUifig  bemerke  ich  im  Allgemeinen,  dass  alle  Fomeli«, 
welche  im  Folgenden  zur  Anwendung  kommen  werden,  Ib  der 
Abhandlung  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIX.  entwickelt  sind,  anf  welche 
ich  daher  ein  für  alle  Mal  verweise. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Ellipse.  Die  Anomalien  der  End- 
punkte der  Hauptaxe  sind  0  und  180^.  Ist  nun  m  die  Anomalie 
irgend  eines  anderen  Punktes  der  Ellipse,  so  sind  die  Gleichun- 
gen  der  beiden  von  demselben  nach  den  Endpunkten  der  Haupt* 
aze  gezogenen  Geraden: 

ftjpcosiU'f  oysinitf  =     a6co«iai, 
hx  sin  \u —  ay cosiii=  —  a6sin \u\ 
oder: 

y=-(a— d:)cot4tt, 

b 

y=-(a+a;)tang4ti. 

Bezeichnen  wir  nun  den  von  den  beiden  in  Rede  stehenden  6e- 
raden  an  dem  Punkte  der  Ellipse,  von  welchem  sie' ausgeheD, 
nach  der  Seite  der  Hauptaxe  eingeschlossenen  Winkel  durch  ** 
«o  ist  nach  den  Lehren-  der  analytischen  Geometrie : 
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also: 


oder 


6*  «,  a*F« 


cos  17=: 


folglich  cos  17  positiv,  and  daher  V  spitz.  Also  ist  nach  dem  Obigeo: 

tangü=:±^5y, 

w^nn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  T 
positiv  oder  negativ  ist. 

Bezeichnet  endlich  bei  der  Parabel  C7  den  Winkel,  welcfteo 
die  von  einem  beliebigen  Punkte  derselben  aas  parallel  uud  gleic& 
gerichtet  mit  der  Axe  gezogene  Gerade  mit  der  von  demsdbeo 
Punkte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogenen  Geraden  «&- 
schliesst;  so  ist  offenbar,  wenn  Jl,  F  die  rechtwiokligeo  Coor* 
dinaten  des  in  Rede  stehenden  Punktes  der  Parabel  bexeichnes: 

« 

F  F 

tang(1800—  17)  =  ±  ^ ,    also  tang  Ü=T jf  5 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  F 
positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  Ist  mit  derselben  BestimmuDg 
wegen  des  Vorzeichens: 

tang  17=  T  yjr=  T  ^=T  y  • 

Nach  allem  Bisherigen  lässt  sich  der  folgende  Satz  aassprechen: 

Bei  jedem  Kegelschnitte  verhalten  sich  rfick- 
sichtlich  der  absoluten  Werthe  die  trigonome- 
trischen  Tangenten  der  vorher  durch  V  be- 
zeichneten  Winkel  umgekehrt  wie  die  Ordlnaten 
der  betreffenden  Punkte  des  Kegelschnitts. 

Anmerkung.    Bei*m  Kreise  wird  tang  (7  unendlich,  also  C7 
constant  ein  rechter  Winkel,  wie  bekannt. 
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Literarischer  Berieht 


cxni. 


t      ■!        >l        I  »I 


Angrastlii  ümilg  Cancbyt 

der  gtoMe  BegruBder  der  neuen  strengen  Analysb, 

fttorb  am  23«t«n  Mai  1857 

auf  seinem  Landsitze  bei  Paris: 
Welcher  Verlust!! 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik» 

Geschichte  der  Tarlationsrechnung.  Brater  Theil. 
Von  F.  Gieael.  (Eluladungaachrlft  zu  der  Feier  den 
Schr<)der8clien  Stifta^Actua  im  Gymnaaium  zn  Torgau 
aito  5.  April  1857.)    Torgan.    1857.    4^. 

Je  mehr  dergleichen  Gelegenheitaachriften  aich  binfig  der 
T^rdienten  Beaichtnng  entziehen»  desto  mehr  halten  wir  es  fiBr 
«ose? e  Piicblt  die  Leser  den  Archivs  >  namentlich  alle  Liehhaber 
hiatoriscker  Forschung  auf  uMtbematischem  Gebiele,  auf  diese 
^aeeshichte  der  Variationsrechnung  aufmerksam  au  machen*  welche 
in  ihr#m  btS'  jetzt  Torliegenden  ersten  Theile  von  dem  Probleme 
«•»  4e.r,  Bira#||y«loebroBe  bis  zu  Lagrnnge's  Essai  d'nne 
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Douvelle  inöthode  pour  d^lerminer  le«  maxlflia  et  ml* 
nima  des  formules  intägrales  indefiniee  Id  den  Mölaa* 
ges  de  Philosophie  et  de  math^matique  de  la^soci^t4 
royale  de  Tarin  poar  les  ann^es  1700 — 1761  reicht  Eine 
sehr  danicenswerthe  Zugabe  zu  dieser  mit  Sachkenntniss  verfass* 
ten  Schrift  ist  die  in  den  Anmerkangen  (8.31.  —  S.  45.)  enÜMl- 
tene  überaas  reichhaltige  Literatur.  Wir  wOnschen,  dass  der  Htrr 
Verfasser  die  Fortsetzung  seiner  Arbeit  bald  verOfentlidien  aoge 


Arithmetik. 

Aasgleichang  der  Beobachtungsfehler  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsummen.  Mit  zahlrei- 
che,n  Anwendungen»  namentlich  auf  geodätische  Mes- 
sungen, von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik 
an  der  polytechnischen  Schule  zu  Karlsrahe.  Mit  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Braunichvrelg: 
Vieweg.    1857.    8. 

Nach  Entwickelang  der  nothwendigsten  vorbereitenden  Sitia 
aus  der  WahrscheiDlichkeitsrechnung   enthfilt  diese  mit  grosser 
Deutlichkeit  verfasste  Schrift  zuerst  eine  sehr  vollständige  D•^ 
Stellung   der  Theorie  der  Ausgleichung   der  BeobachtuogsfeUer 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadratsummen,   und  dann  ctse 
buchst  lehrreiche  Sammlung  von  Beispielen,   in  solcher  Manoig» 
faltigkeit,   wie  man  sie  unseres  Wissens  in  keiner  anderen  ihnli- 
chen  Schrift  findet,  hauptsächlich  in  Bezug  auf  Geodäsie,   wenn 
auch  Physik  und  Astronomie  keineswegs  leer  ausgegangen  sind. 
Wir  sind  überzeugt,   dass  diese  Schrift,   eben  so  wie  die  beidci 
verdienstlichen  Abhandlungen  des  Herrn  Verfassers  über  densel* 
ben  Gegenstand  im  Archiv.  Tbl.  XVIIL  Nr.  XIV.  und  Tbl.  XIX. 
Nr»  XIV«,  hauptsächlich  auch  der  vielen  lehrreichen  Anwendun* 
gen  wegen,   vieUachen  Nutzen  stiften  und  besonders  auch  das« 
beitragen  wird,  ein  richtiges  Urtheil  über  die  Grannen,  innerliaB» 
welcher  die  in  Rede  stehende  Methode  nur  angewandt  werdea 
darf  und  angewendet  werden  sollte,   zu  vermitteln,  worin  gewiss 
noch  sehr  vielfach  gefehlt  wird,   da  von   derselben  gegenwärtig 
auf  Gott  weiss  was  alles  für  Dinge,  z.  B.  die  Wollproducttoii  der 
Sehaafe  u.  dergl.,   Anwendung  gemacht  wird,    was  freiBcii  die 
gröbste  Unkeantniss  des  eigeniileben  Wesens  dieser  Methode  ve^ 
räth.    Wir  empfehlen  daher  allen  Denen,  die  mit  der  Berechnung 
von  Beobachtungen  und  Versuchen  sich  zu  beschtUtigen   habeSf 
angelegentliiAst,   sich  verler  mit  dem  Inballa  :der-  yorüegeniia 
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■■Bganintofilfn  Sokift  voUk^nnmi  TfKtrtpt  u  sMidieo,  mn  fiM 
deutliche  Einsicht  in  das  eigentliche  Wesen  der  Methode  der 
kleinsten  Qnadratsummen  za  gewinnen  und  ihren  Unterschied  Fon 
den  Methoden  der  Interpolation,  womit  sie  leider  nur  zu  hSofig  ver- 
wechselt  wlrd^  sich  recht  klar  zu  machen»  wozu  wir  ein  besseres 
HdUiMDittel  als  die  vprliegende  Schrift  jetzt  picht  zn  empfehlen 
wGssteo. 


Physik. 

Grnndriss  der  Physik  nach  ihrem  gegenwirtigea 
Standpunkte  ?on  Ph.  Spiller.  Zweite  wesentlich  ver- 
besserte'  und  erweiterte  Auflage.  Mit  Wi  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.  Triest  Literar.  artist.  Abthei- 
lung des  Oesterreichischen  Lloyd«    1857.    & 

Uieser  Grundriss  der  Physik  verschmäht  nicht«  wie  so  viele 
andere  derartige  Lehrbücher,  eine  in  zweckmässige  Gränzen  ein* 
gescblossene  Anwendung  der  Elementarmathematik,  und  bertick- 
sicbtfgt  überall,  wo  es  am  Orte  ist.  In  anerkennnngswertber  Weisen 
und  theliweise  rae^r  alf  andere  ähnliche  Schriften,  die  Anwendung 
der  Lehren  der  Physik  auf  das  Leben.  Aus  diesen  Gründen,  und 
auch  seiner  zweckentsprechenden  Vollständigkeit  wegen ,  empfeh- 
len wir  das  deutlich  abgefasste  Buch  unsern  Lesern  zur  Beachtmig. 


Preisaufgabe 

der  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Classe  der  kaiserlleb 
dsterrdchischen  Akademie  der  Wissenschaften. 

Eioe  der  fublbaraten  Luckea  unserer  gegenwjurtigQn 
astronomischen  Kenntnisse  ist  der  Mangel  irgend  nra-^ 
fassender  Helligkeitsmessangcn  von  Fixsternen.  So  sehr 
Terdienstlich  die  bisherigen  jLeistongen  dieser  Art  ^  be- 
sonders Ton  Argälander,  dann  vcm  Heis  o.  A.  sind, 
so  können  dieselben  doch,  da  sie  lediglich  auf  Schätzim* 
gen  mit  freiem  Auge  beruhen  >  nur  äs  Vorarbeiten  bo; 
trachtet  werden.  So  lange  aber  eigentlich  photometoische 
Bestunmungen  in  grösserer  Anzahl  fehlen ,  isti«  B.  w^lmr 
alt  VoBig  genugende  Sternkarten  nöcb  an  jg^uere  Be- 
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obtfebtüiig  der  I^ehtfwhihmte  yimI'  MgeMMrten  Ver* 
äiiderlichen  za  denken.  Da  nun  andererseits  dardk 
die  Arbeiten  von  Steinbeil,  J*  Herscbel,  Dawes  etc. 
der  Weg  20  solchen  Untersuclmngen  völlig  angekdiBt 
ist,  so  findet  sich  die  kaiserlidie  Akademie  reranlaast, 
folgende  Preisfrage  aaszaschreiben ; 

Es  sind  möglichst  zahlreiche  und  mög- 
lichst genatttt  photometrische  Bestim- 
mungen Ton  Fixsternen  in  solcher  An- 
/    Ordnung  und  Ausdehnung  ,  zu  lieferni 
doss  ^er  heutigan  Stornkande  dadurch 
ein  bedeutender  Fortschritt  erwächst 
Diese  Preisaufgabe  wurde  bereits  in  der  feierfichea 
Sitzung  der  Akademie  bm  30.  Mai  1854  ausgoschriebea, 
da  f^bor  bis  zum^  festgesetzten  Termine^  dem  31.  December 
185&,  keine  Abhandlung  zur  Lösung  derselben  eiogelai|;^ 
wbr,  in  dfer  feierlichen  Sitzung  am  30.  Mai  1857  emeoert 
Preis:  DreihundertStuckk.k. österreichische Moiix- 
docafton«  Termin  der  Einsendung:  31. December  IS6O0 
Die  Ertheilung  des  Preises  erfolgt  am  30.  Mail861. 

Die  um*  einen  Preis  werbenden  Abhandlungen  dirfen  den 
Nnmen  des  Verfassers  nicht  enthalten,  sind  aber,  wie  aUgfmein 
üblich»  mit  einem  Wahlspruche  am  Terseben,  Jeder  Abhandlnmg 
bniehiv^rsieieltfir^  mit  demselben  Motto  versehener  Zettel  hat 
zoliegen,  d^  den  Namen,  des  Verrassera  enthält.  In  der  feier* 
liehen  Sitzung  am  30.  Mai  1861  erciffnet  der  Vorsitzende  den  Ter- 
iilegeHen  ZeUel  jener  Abhandiong,  «reicher  der  Preis  soeriannt 
wmrde,  nnd  TerkOndet  den  Namen  des  Verfassers«  Die  fihrige» 
2(f^el  werden  uneroffnet  verbrannt,  die  Abhandlungen  aber  auf* 
bewahrt,  bis  deren  Verfasser  sie  zurfick  verlangen. 

'  Theilung  eines  Preises  unter  mehrere  Bewerber  findet  nicht  Statt 

Jede  gekrSnte  Preisschrift  bleibt  Eigentbom  ihres  VerfusMs; 
^fascbt  es  derselbe,  so  wird  die  Schrift  von  der  Akademie  als 
abgesondertes  Werk  in  Druck  gelegt.  In  diesem  Falle  erbSit  der 
Verfasser  ftnfzig  Exemplare  utfd  verzichtet  aufdas  Eigentbumsrecht. 

AIihiEffifdliingei ,  welche  der  VerOfantlichung  wtifdig  sind »  ohne 
jfidiMb.dm.Pieii  erbaltefi  z«.li9bep,  kanndn  mit  KnwiUigiiiig  4/m 
y^fbi^inß  jeptwe4fr  ja  den  3chnften  der  i^kademie  oder  tmch  ah 
abgeson^erto  Werke  nerausgegeoen  werden. 
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Arithmetik« 

Tbeorie  and  Anwendung  der  Determinanten.  Mit 
Bezielinng  auf  die  Originalquellen  dargestellt  von  Do c- 
tor  Richard  Baltzer,  Oberlehrer  am  städtischen  Gym* 
nasium  zu  Dresden.    Leipzig.   (Hirzel.)    1857.    hoch  4^. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CVIII.  S.  4.  haben  wir  die  schone 
Sebrift  von  Francesco  Brioschi  in  der  mit  einer  Vorrede  des 
Herrn  Prof.  Schellbach  in  Berlin  versehenen  deutschen  lieber- 
Setzung  von  Herrn  Oberlehrer  Bertram  in  Berlin  angezeigt 
Herr  Doctor  ^altzer  sagt  In  der  Vorrede  za  seiner  Schrift:  «»Dass 
er  den  Moth  gehabt  habe«  seine  Schrift  neben  und  nach  der 
Schrift  von  Brioschi  herauszugeben,  gründe  sich  haupts2chlich 
«of  die  Verschiedenheit  in  der  Anlage  und  Ausfiihrung  seiner 
Arbeit  Um  den  theoretischen  Kern  des  Gegenstandes  möglichst 
rein  herauszuschälen,  habe  er  die  Haupteigenschaften  der  Deter- 
minanten und  die  darauf  gerundeten  Algorithmen  in  synthetisch 
genau  articulirtem  Vortrage,  wfe  er  den  Lehrbficbem  von  Alters 
ber  eigne,  abgehandelt  und,  wo  es  nSthig  schie%  durch  einfache 
Beispiele-  erläutert  Es  kOnne  zur  klaren  Einsicht  in  die  Lehr- 
«iixe  eines  Systems  nur  erwünscht  sein,  bei  jedem  Lehrsatze  die 
Summe  der  Prämissen,  auf  denen  er  beruht,  immer  gegenwärtig 
zu  sehen.  Dagegen  habe  er  die  Anwendungen  auf  Algebra,  Ana- 
lysis  und  Geometrie  in  einen  besonderen  Abschnitt  vereinigt,  um 
diffch  grosseren  Zusammenhang  leichtere  Auffassung  und  in  den 
rinsdnen  Materien  eine  gewisse  Vollständigkeit  erreichen  zu  kOn- 
nes.  Ceberall  aber  habe  er  mit  unablässigem  Bemühen  den  Lebr- 
•itzen  und  Beweisen  möglichste  Präcision  zu  verleihen  gesucht, 
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wo  sie  derselben  noch  zu  entbehreo  schienen.    Bei  Annahme  tob 
Bezeichnungen  und  Benennungen  in  diesem  Gebiete  habe  er  ängst- 
liche Vorsicht   anwenden  zu  müssen  geglaubt,    weil   die  neoer» 
Mathematik  ohnedies   von   manchen   Ausschweifungen  zügelloser 
Terminologie  mit  Sprachverwirrung  bedroht  werde*).    Besonders 
aber  habe  er  gewünscht»  seiner  Arbeit  dadurch  einigen  Werth  zu 
verleihen,  dass  er  so  viel  als  möglich  bis  zu  den  Originalquelleo 
vorzudringen  suchte,    uro   die   ersten  Erfinder  von  Methoden  and 
die  ersten  Entdecker  von  Lehrsätzen  citiren   zu  können.     Solche 
Citate  seien  nicht  pur   ein  Qpfer,    welches  die   spätere  Zeit  dea 
früheren  Offenbarungen  des  Genius  schulde,  sie  bilden  ein  Stuck 
Geschichte  der  Wissenschaft  und   laden  zum  Studium  der  hohen 
Werke   ein,   aus   denen  die  Wissenschaft  aufgebaut  ist,    und  io 
denen  noch  immer  reiche  Schätze  ruhen.    Freilich  kunoe  er  Dicbl 
erwarten,  dass  sein  Suchen  hierbei  allemal  zum  Finden  des  Rich- 
tigen gefuhrt  habe;    er  hoffe  aber,   dass  verlautete  Irrthfimer  za 
gelegentlicher  Aussprache  des  Richtigen  V^eranlassung  geben  wer- 
den. '*  —  Wir  haben  über  diese  so  bescheidenen  Aeussemoges 
über  eine  wahrhaft  tüchtige,  offenbar  mit  grosser  Liebe  zur  Sacke 
von   ganz  selbstständigem  Standpunkte  aus  unternommene  Artielt 
eine  grosse  Freude  gehabt,   und  stimmen  dem  Herrn  Verfasser 
im  Allgemeinen  überall  vollständig  bei,   namentlich  aber  auch  da- 
rin,   dass  seine  Arbeit    neben    der   allerdings   trefflichen    Arbeit 
von    Brioschi    aus    den    von    ihm    selbst    angegebenen    Grün* 
den  sehr  wohl  bestehen  kann  und^  ihren  eigenthümlichen  Wertb 
hat.    Will  uns  jedoch  der  Herr  Verfasser  erlauben,   vns  selbst 
noch  auszusprechen,   worin  wir  den  Hauptunterscbied  zwischeo 
beiden  Arbeiten  finden,   so  wollen  wir  bemerken,    dass  uns  der* 
selbe  hauptsächlich  darin  zu  liegen  scheint,    dass  der  Charakter 
der  Darstellungsweise  seiner  Schritt  hauptsächlich  und   vorherr- 
schend ein  combinatorischer  ist   und  schon  darin  den  deut- 
schen Mathematiker  erkennen  lässt,   dass  dagegen  der  italie- 
nische, vorzugsweise  der  französischen  Darstelhingmreise  sidi 
zuneigende  Mathematiker  darin  sich  kund  giebt,    dass  seine  Eni- 
Wickelungen,  w#^n  auch  allerdings  vielfach  corobinatoriacfaer  Na* 
tor,  doch  auf  einem  weit  mehr  eigentlich  analytisebe«  eder 
ealcnlatorisehen  Wege  zu  den  gesuchten  Resultaten  gelaiigea» 


*)  Eine  aehr  richtige  und  aehr  zu  beherzigende  Betnerlrnngf  Bfss 
denke  nur  x.  B.  an  die  Ohm 'sehen  babylonischen  TkürMie  in  dlesar  Ba- 
siehang!  an  denen  aber,  Gott  tei  Dank,  freilich  jtftzt  nicht  n»«lbr  ge« 
hiMi  wird ,    und  die  daher  dem  vollai&adigen  Einstnrse  aahr  mfee 

G. 
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Wm  ffir  btenlt  gans  in  d^  KIrse  «agen  and  MMhdte»  wttf^ 
wifd  J«der  wkiMD,  wer  den  Bntffiektlvngsgani^  der.  ganflen  ana- 
lytisch«» WisMüBdbalt  nach  de»  yenchiedeDen  Rlchlnngeti  bin 
gman  kenat  ^vA  sof gfkltig  ^r Folgt  iuit  $  gruaserer  Aiianihrliobbail 
bedarf  es  hier  nicht.  Ab«r  eben  dieser  verschiedenartige  Cbflrafcr 
ter  bdder  Schriften  Ist  ftlr  uns  hit er essant  gewesen,  and.bestiniail 
vns»  nechmais  avezosprechen,  das«  wir  voUHoainiidn  der  Meming 
sind,  dass  beide  sehr  wehl  neben  einander  bestehen  ktoaea^  dnd 
dass  jede  ihren  eigentMImIkhen  Werth  bat,  'weshalb  wir  auch 
nicht  anstehen,  die  nene  Baltzersche  Schrift  unseren  Lesern 
recht  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen,  ganz  eben  so,  wie  wir 
dies  frfiher  mit  der  Schrift  Fon  Brioschi  gethan;  das  Studium 
derselben  wird  einem  Jeden  vielfache  Belehrung  gewähren,  wobei 
wir  uns  auf  die  oben  von  uns  angegebenen,  von  dem  Herrn  Ver* 
fasser  selbst  namhaft  gemachten  Gesichtspunkte  beziehen. 


/ . 


Astronomie, 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  MajestSt  auf  Öffentiieh« 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  BireetdV 
der  Sternwarte.  Dritter  Folge  Sechster  Iband.  J^hf'^ 
gang  1956.    Wien.  1857.    8.  ' 

Wir  freuen  uns  sehr,  wieder  einen  neuen  Band  der  Annalen 
der  so  thätigen  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  anzeigen  zu  kOnnen, 
durch  deren  überaus  regelmässige  Publicirung  ihr  so  vielfach  verdien- 
ter Director,  Herr  v.  Littrow,  sich  ein  grosses  V^erdienst  um 
die  Wissenschaft  erwirbt,  und  wünschen  sehr,  dass  er  in  dieser 
so  erfolgreichen  und  wichtigen  Thätigkeit  nie  ermüden  möge. 
Der  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender:  Resultate  der  •Pla- 
neten-Beobachtungen am  Meridiankreise  in  den  Jah- 
ren 1844  bis  1850.  >-  Beobachtungen  der  neuen  Planeten 
am  Refractor  in  den  Jahren  1853  bis  1856  von  Doctor 
K.  Hornstein,  Adjuncten  der  k.  k.  Sternwarte,  wobei  wir 
bemerken,  dass  überhaupt  alle  Rcfractorbeobachtungen  an  der 
Wiener  Sternwarte  von  Herrn  Doctor  Hornstein  herrühren  und 
von  demselben  redigirt  werden.  —  Den  Schluss,  als  Fortsetzung 
von  Annalen  Folge  3.  Band  III.,  bilden  Zusätze  und  Verbes- 
serungen zu  dem  Kataloge  der  nördlichen  Argelander- 
schen  Zonenbeobachtungen  von  Herrn  Wilhelm  Oeltzen, 
Aaetstenten  der  Sternwarte.  —  Neben  diesen  eigentlichen  astro- 
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oMktoehtii  ikidbaditeiigen  werdea  «ndi  m^teorologiflclM  B#olNieli* 
tangeo  io  den  KreU  der  Arbeiten  der  Wiener  Steniwirte  geiogea» 
die  eleii  mf  Barometer»  Tliermemeter»  Doe^tdrudc,  Wind,  Wil- 
terang«  Blasiniam-  und  Miniinnni-Tliemionieter  nnd  Ombrometar« 
aUgemelne  Bemeriningen  besiehen»  «nd  tSgKeli  dreinMÜ :  6  Uhr  Mor- 
gen»,  3  Ulur  Naehmittags»  10  Ulir  Aliende  angestellt  werdea;  Ten 
dienen  meteorologisclien  Beobaclitnngen  liegen  nna  die  tob  Hern 
Adolf  Joseph  Pick  eorgftitig  redncirten  nnd  iiteanimengeeteü-' 
ten  Jahrginge  1861»  1652»  1863»  1864»  1866  vor. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  dl  eciense  matematiche  e  fisiche  compilatl 
da  Barnaba  Tortollni.    (Vergl.  Lit.  Ber.  Nr.  CXU.  S.  7.) 

Gennajo  1867.  Sulla  partislone  dei  namerL  Nota  del  SIg. 
Prof.  Francesco  Brioschl.  p.  6.  —  Teorema  de  Sig.  Syl- 
▼  est  er.  Sulla  partislone  dei  numerl  (Estratto  dal  2^.  Quatoiy 
Journal  ec.  e  dall'  Illustre  autore  comunicato  al  redattore  netf 
epoca  della  sua  dimora  In  Napoli.)  p.  12.  —  Sulla  partizione  dii 
numerl.  NoU  del  SIg.  Prof.  Paolo  Volpicelli.  p.22.  —  Sulh 
▼ariadoni  periodiche  del  nagnetismo  terrestre.  Memoria  seconda 
de  P.  A.  Secchi  D.  C.  D.  G.  p.  27. 
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Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  unä 

Physik. 

Alroa^ach  der  Kaiserlicbep  Akademie  der  Wis«eD- 
Bchaften.  Siebenter  Jahrgang.  1857.  Wien.  K.  B.  Hofr 
nod  Staatsdruckerei.     (Brauniüller*)    8. 

Wir  haben  im  Archiv  schon  itiehrmals  auf  die  Wichtigkeit 
dieses  Almanachs,  hauptsächlich  in  literar- historischer  Rücksicht» 
filr  die  mathemati^ichen  und  physikaKschen  WissenscbafteÄ  hin- 
gewiesen. Aber  aitcji  abgesehen  hiervon  enthält  derf^elbe  in  aflen 
Jahrgängen  sehr  werth volle  uissenschafttiche  Beiträge ,  wovon  der 
vorliegende  Jahrgang  wieder  ein  sehr  erfreuliches  Zeugnlss  ablegt. 
Zunächst  liefert  der  ausführliche  Bericht  des  General  -  Sekretärs, 
des  Herrn  Prof.  Dr.  Anton  Seh  rütter,  ein  sehr  anziehendes  [iil<l 
von  der  weitverzweigten  Thätigkeit  der  Akademie  nowoiil  im  All- 
gemeinen, als  insbesondere  ihrer  mathematisch -naturwissenschaft- 
lichen Klasse,  wobei  zwei  verstorbenen  Mitgliedern  der  Akademie: 
Franz  Adam  Petfina  *)  in  Prag  und  Johann  Nep.  von  Fuchs 


^  Fraiis  AHaro  Petrins,  der  dem  Krci«e  den  Archivs  näher  strfat 
«U  von  Fachs,  ward  xii  Semil,  einem  re<;hi«rhen  Städtchen  im  Jung- 
bvaxtaner  Kreise  Böhmens  am  24.  Decembcr  1799  als  der  Sohn  eines  in 
Mrfßgen  Verhftltiijssen  lebenden  Schneiders,  der  später  das  Geschnft 
•is0«f  Weilers  und  Gamhändlers  beHneb,  geboren,  and  schwang  si^h, 
mM  Aeiisehwrerlgsten  äassereo  Verhältnissen  kämpfend,  dorch  eisernen 
Fleiss  und  rastlose  Thätigkeit  bis  ma  der  Stelle  als  P^fessor  d^er  Phj- 
sikan  der  frager  UairertltAt,  wosa  er  mit  Allerhdc):ster  EhUchliessnng 
vom  27.  Aifg.1844  eraannC  wurde,  empor,  nachdem  er  seit  dem  90.  Ang.  1837 

Thl.XXIX.Hft.8.  3 


3  UiwrmrtteJUr  Birteki  CXV. 

lo  Mflnchen»  ein  s«br  ebrenroUes  Denkmal  gesetst  wird.     Iß 
besonderen  Danke  Ist  ea  ansaerkennen,  dasa  Herr  Prot  Seh  rot- 
ier in  dieaem  Jabrgange  die  Mühe  nicht  geacbeuet  bat,  die  toB- 
attodigen  Titel  aller  von   der  Akademie  in  dem  Zeitraome,    aof 
welchen  alcb  dieser  Bericht  beliebt,   veröffentlichten  AbbaiidlaB- 
gen  auf  S.  82  bia  S.  92,  nach  den  Gegenständen  geordnet»    nit- 
sathellen»  waa  den  literar- historischen  Werth  des  Almanachs  ii 
jeder  Beslebung  zu  erhöben  geeignet  ist  —  Ausser  dem  Beriet 
des  General -Sekretfirs  enth&lt  der  voriiegende  Jahrgang  noch  die 
Rede  des  Priaidtaten  der  Akademie,  dts  Herrn  Freiberm  Dr.  Aa- 
dreas  von  Baumgartner:  »»ober  das  mechanische  Aeqai* 
yalent  der  Wärme  and  seine  Bedeutung  in  den  Nator- 
Wissenschaften 'S   die  diesen  so  bedeutungsvollen  und  in  der 
Wissenschaft  Epoche  machenden  Gegeoatand  wieder  in  so  überam 
lichtvoller  und  jedem  gebildeten  Publikum  allgemein  verständlicher 
Weise  snr  Ansobanimg  bringt»  dasa  wir  dem  Talent  des  lloebTe^ 
ehrten  Verfassers    in    dieser  Beziehung   nur   von  Neuem  uneere 
lebbafteate  Bewunderung  haben  zollen  können  *).    In  sociaf-poli- 
tischer  Beziehung  sehr  interessant,  aber  dem  Kreise  des  ArcÄ/fs 
etwaa  ferner  atehend,    ist  auch  die  Rede  des  Herrn  Regiemog»- 
ralha  Rittera  von  Burg:    »»über  den  Einfluss  des  Mascki- 
nenwesens  auf  unaere  aocialen  Verhältnisse**,  die  dct 
vorli^geiid^n  Jahrgang  in  sehr  würdiger  Weise  schliesat. 

Aonnaire  de  rAcad^mie  Royale  des  seiences,  de» 
UUr^a  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  IflML  Vimgt» 
dtn^i^me  annde.  Bruxelles  185(i-1867.  Viogt-troisi^at 
4nii4?*    Braxellas  1857. 

Dem  vorher  angezeigten  Alroanach  der  k.  k.  dsterreicbiacliea 
Akademie  der  Wissenschaften  schliessen  sich  in  wflrdiger  Weise 
die  beiden  neuesten  uns  vorliegenden  Jahrgänge  (1856  and  18S7) 

Profe^or  der  Physik  am  Lyeeum  zu  Linz  gewesen  war.  Seine  flaapi» 
verdieoste  aof  dem  Gebiete  der  Wissencnhaft  gehören  der  Elrctridtätt* 
lehre,  snm  Theil  auch  der  Optik  ao,  wobei  er  nberall  eine  durch  nod 
durch  praktische  Richtung  verfolgte ,  and  von  seinen  besonderen  Tlttaals 
In  der  Verbeeeerung  von  Apparaten  und  Methoden  das  rühmlieliate  Seng* 
alt«  abl^e,  Iieider  entriss  ihn  am  2r.  Juli  1866  ein  sa  friher  Ted 
der  WIeeeatchaft  im  5rslen  Lebea^ahre  naoh  knrser  Eraahheit  ia  MÜH 
eiaer  aadi  allea  Seltea  hia  aaregeaden  Thitiglieil  aad  naali  im  veiki 
Krall.  Ein  biteraeeaatee  VemeicbalM  aller  Sohrifitis  Pelf  laa'a  ki  aaf 
8.  1^  bis  S.  134  ml^tbellt. 

*)  Wir  werden  diese  treffllchf  Bede  wie  Ihre  aiehl  nüader 
lieben  l^aiiK^aferiaaei^  wieder  im  Archive  afinheleae  MiObaU^i. 
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dw  oAiiiiiiair«<<  dcir  Ktnipilleh  B#lgbeb«i  AkA^aiiie  der  WUh 
MiMeliafteB  in  BrAssd  an,  Aber  das  wir  i««b  «dbon  MIer  frÜMr 
ta  vaaera  IMerariaDba«  Bariehtea  nibare  Naohridtt  gegebao  babm« 
Aaaaar  den  gewftbnileben  Mittbaltungea  iber  die  Orgimiaattla«  aild 
ScUckaala  der  Akademie  entbilt  der  Jabrgang  I8S0  swai  In  be* 
Jcanater  rortraffHcber  Waisa  ran  Harrn  A.  Qaatalat  tarfuMa 
MNatieaa  biagrapbiqaea*'  über  swei  verdiente  MatbamaMM 
aad  Phyaikar,  die  aUen  Leaem  daa  ArcUra  dveh  Ihre  Sehriftau 
bekannt  alnd:  PaganI  und  Crabay,  deraa  caabt  aeh5ti  anaga^ 
Afcrfe  Biidaiaaa  dieaen  Uagrapkiaelien  Nattaan  batgegabett  ilnd« 

Gaaparin  Micbel  Pagani  war  geboren  am  12. Februar  1796 

an  San- Giorgio  Im  Rilnlgreich  Sardinien,  ala  der  Sobn  einer 

alten  und  hiSchst  achtbaren  Familie.   Urepranglich  sam  GeistKcben 

beatinmt»  entsagte  er  doch  bald  dieser  Laufbahn  und  widmete  aicb 

auf  der  UniTersitfit  zu  Turin  mit  Vorliebe  mathematischen  Studien, 

»dem  er  haoptsicUicb  in  Plana  und  Bidoae  treffUebe  Lehrer 

Teiabrte.    „Sea  etudea  terrainäea'S  iAti  sein  Biograph  fort,  g^ll 

fut  nommä  prorlaoirement  aoz  fonctions  ^%  conaailler-^maitra  da  b 

monnale  k  Turin.    Jeune  encore»  avec  ooa  Imagination  ardanta, 

U  r^yait»  comme  tant  d'autrea«  Tindäpeadance  de  Tltalie.    Beao* 

conp  de  m^u  camarades,  ayant  ätd  entrahida  par  lea  affalraa  poU* 

tiqaea,  se  virent  forcöa  de  quitter  leur  patrie.    Lea  aflairea  ayaol 

chaogd  da  face»  bien  qu'il  ne  partagedt  point  en  tont  l'oplnlon  da 

9%B  caaaradea,  11  jugea  prudent  de  a'dtolgaer,   aaaa  oapendant 

aroir  rien  k  aa  charge»  et  ponr  ne  paa  lea  abaDdoaaer  aamoment 

du  danger.    U  qnitta  tont:   patrie,  parebta  et  earri^e;  al  Uleo» 

dana  aa  bontd,  apr^s  un  söjour  d#  deoz  ana  en  Suiaae,  a&  11  tat 

recbercbd  et  aimd  par  taua  les  bonmea  da  talent,  le  condniait  k 

Bmzellea,  o4  Q  re^ut  rhoapUalUd  la  plua  gem^eaae." 

la  Briaael  gab  er  Privat- Oaterricht  and  gewaaa  aweimid  dea 
Preia  bei  der  BelglacbeD  Akademie  in  den  Jahren  1884  and  Mi 
fibar  die  beide«  fdgeadea  Aufgaben ; 

„On  aalt  que  les  Ügnea  splriques  ou  aectiona  annulairea  aotft 
dea  courbea  formte  par  Tintersection  d*un  plan  avec  la  surfaca* 
du  aolide  engendrd  par  la  circonvolution  d'un  cercle  autour  d'aa 
axe  donnd  de  position;    on  dömande  Täquation  gdnörala  de  cea 
caarbea  et  une  discuasion  compl^te  de  cette  äquation." 

„Dn  fit  flexible  et  anlfemidbMat  paaant,  dtant  aaapenda  par 
rnoa  de  nt^  extr^mltto  k  un  point  fixe,  et  aoulev^  par  aon  aatra 
axfrdmitd  k  une  hauteur  et  k  une  diatanee  qoefooaqua,  A  Ton 
vlaiit  k  lieber  cefte  secottde  extrdmit^,  et  k  abandonner  aiilal  ca  fli 
t  raetiöfl  Kbre  de  la  pesanteur,  on  demande  lea  drconataneat  da 
goo  motnremettf  dam»  f  eapace  auppoad  vtde. 
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Im  Jahre  lÜSys,  w««|e.  Pagani  fe  die  Akademi«  der  Ww» 
•ctalteo  «  Brawel  aurgeBoininen .  im  Jahr«  1826  sum  »»m 
dwtlMJheo  Profe«»«r  in  L&wen  ernannt  nnd  1832  ab  prtfette« 
«rdinaue  des  scienoes  nach  Lattich  versetzt  Am  Schluw  ii|t 
sem  Biograph:  ,.C««t  ä  l'Ägo  de  43  ans  qu'il  abandeane  co  <|Ht 
qiie  «orje  la  carridre  mathematiqae  pour  se  Jivrer  ä  des  tranu 
dm»  ordre  inWrieur,  qu'il  renonce  a  l'emploi  de  Imllaiite«  q.ifr 
t68  iBtellectuelles  p«ur  ni»  plu«  s'oceoper  que  de  qoestioi»  qoi  »m 
reut  accIdenteHamant  aon  attention.«  Er  «eheint  seit  die«er  U 
m  Kranicheit  verfalUn  zu  sein  nnd  starb  am  10.  Mai  1855  n 
W o  u  b  r  oc h  t  eg  e  ra  bei  A 1 08 1.  Die  Biographie  dieses  ausgeMidi 
neten  Mannes  ist  in  vielen  Beziehungen  sehr  interessant  und  l«br 
reich,  un4  Herr  Quetelet  verdient  vielen  Danit  für  dieselk 
so  wie  auch  für  das  vollständige  Verzeichniss  der  SchriAen  P« 
gani's  auf  S.  114— S.  116. 

i 

Jacques  Guillaume  Crahay  gehörte  seit  dem a  Mai  11» 
der  Akademie   der  Wissenschaften  in   BrSssel  als  eines  ikw 
thätigsten  Mitglieder  an,    und    war  zo  Maestricht  geboren  la 
3.  April  1789.    Im  18ten  Jahre  wurde  er  nach  dem  Wunsche  » 
nes  Taters  Notar,  im  SSsten  —  am  19.  Februar  1817  -  Prtf» 
eor  der  Physik  und  Chemie  am  AthenSum  su  Maestricht   In  W« 
1834  wurde  er  von  den  Bischüfen  zum  Professor  an  der  btiirf 
sehen  Universität  zn  Luwen  ernannt    and  starb  dort  an  ein» 
schmerzhaften  Krankheit  nach  langen  Leiden  am  21.  Odober  1855. 
..Louvain  perdit«  -  sagt  Herr   Quetelet   am  Schioss  «i«« 
Hiojfiapbie  —  „un  de  ses  professeurs  les  plus  renommes,  etlA» 
d«mle  royale  nn  de  ses  membres  les  plns  dävoues  et  le»  pl« 
Instruits.    L'ane  et  l'aatre  perte  sera  diflicile  k  tiposet.  atjtk 
rep*te,   I  homme  que  nous  regrettons  ne  se  distinguaH  pas  »«» 
£ar  les  qualitds  du  coeur  que  par  les  connaissances  de  Tesp*-' " 
Seme    wissenschafUichen   Arbeiten^nnd   Beobachtungen  fcewp« 
sich  hauptsächlich  auf  Meteorologie;   ein  vollstSndixes  Ven»«* 
Jiiss  seiner  Schriften  flndet  sich  S.  131— S   136 


Arithmetik. 

Cardanu»  Formel,  dereji  Verwandlang  snr  ßertek 

nung.der  Wurzeln  von  Zahlengleichungen  foa  detGe 

.H tau  *»_/**_ Q  =  o.    nnd  eine  allgemeine,  aus  j«»«' 

abgeleitete  Form  der  Wurael»  der  letzteren.   !•«••»» 
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4e«  4reili^a.iaderijfthrl9e»  ITtolilemes  von  l>octor 
fLBttchner^  Professor  am  Herzogliohen  Gymnaslam  sut 
Uildbiirghaitsen.  Hildbnrgbausen.  (Ke^selrmgO  '  1%7-  ^*' 


\ ' 


Es  ist  aus  dieser  mit  vrenig  Klarheit  verfassten  Schritt  io  4er 
That  schwer  zu  sehen,  welches  drelhundertjahrli^e  Problem 

in  derselben  gelöst  worden  ist.    Naturlich  kann  hier  nur  von  dem 
sc^eDaAnteir  irrediteiUeti  Falk  bei  den  eubisehen  CletchnDgeo  dia 
R(  de  sein.     Dieser  Fall  Ist  aber  seit  sehr  langer  Zeit  darcb  :die 
KreisfuDctionen  oder  strenger  die  goniometrischen  Functionen  so 
vollständig  und  in  so  vollkomqaener,  zugleich  so  schöner  und  ele- 
ganter Weise  gel5st»  als  es  nur  irgend  gewünscht,   verlangt  und 
•rwartet  werden   kann.    Soll  nun  von   einer  neuen  ErGndung  bei 
dieser  Sache  die  Rede  sem,  so  konnte  dieselbe  nur  darin  bestehen, 
dass  anf;h  im  irceduciblen  Falle,  wo  bekanntlich  alle  drei  Wurzeln 
reell  sind',  diese  drei  Wurzeln  bloss  mittelst  der  gewöhn-, 
liehen*  algebraischen    Functionen    nur   durch   die  Coef- 
ficienten  der  gegebenen  Gleichung  in  völlig  entwickel- 
ter, ohne  alle  unberufene  Einmischung  des  Imaginären 
völlig  reeller,   endlicher,  also  völlig  geschlossener^ 
FoTiB  ausgedrückt  und   dargestellt   würden^.     Wer  nurt 
aber  diese  Au%abe  gelöst  hätte,  würde,  weil,  wie. schon  bemerkt» 
die  Lösung  des  irreduciblen  Falls  durch   die  Kreisfunclioneii  4ii 
der  schönsten  Weise  längst  vollständig  gelungen  ist,  natüriich  fucli 
die  in  allen  Beziehungen  fdr  die  gesammte  Wissenschaft  hö>chst 
i^khtige  Qtid  einflussreiche  Entdeckung  gemacht  haben, ^  dass  äpcb 
die  Kreisfunctlonen,   oder  eigentlich  und  strenger  die  gooieinMri^ 
sehen  Functionen,  bloss  mittelst  der  gewöhnlichen  algebpaiseben 
Functionen  in  reeller,    endlicher,   völlig  geschlossener  Form  sicli 
ausdrücken  und  darstellen   lassen.     Aber   welcher  Mathematiker 
hält  dergleicbee  noch    für  mf>glicfa?!    Am  allerwenigsten  faKatso 
ftwas  völlig  Unerhörtes   der  Herr  Verfasser  der  vorliegendeii 
Schrift  geleistet,  und  wir  fragen  daher  noch  einmal  billig,  welches 
drei  hundertjährige  Problem   dehn  hier  eigentlich  gelöst  ist  oder 
gelöst  sein  soll?    Wir  sind  ganz  entschieden  der  Meinung,  dass 
hi^  gar  kein  Problem  mehr  zu  lösen  ist,  sondern  im  Weseritli« 
eben    Alles  längst  vollständig  uncf  zwar  in  sehr  schöner  Weise 
abgetban  ist,  auch  In  anderer  Weise  gar  nicht  abzutlNin  Ist.    Was 
etwa  neeb'  sn  tbun  wäre,   könnte'  sieh  nur  etwa  auf  Verallgemei- 
uerung  und  Erweilerung  der  längst  gegebeneh  Losung  beziehen 
eder  methodische  Zweeke  verfcigen;-  denn  4m  'W^esentHchen 

*  I  *)  Also  nldil  etwa  darch  di9  aerle«  iafiflitaa.  •   .     i    '  i   i 
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By  1>enl#on  OlniRted,  LL.  D.  Profe^'sor  of  Niatural  Phi- 
to8ophy  and  A^tronomy  in  Yaie  College.  Waichiogten 
City.    1856. 

Appendix.  Record  of  Auroral  Phenomena  obser- 
ved  in  the  higher  northern  latitudes.  Complled  by 
Peter  Force. 

Nach  einer  Einleitung  enthält  die  erste  Schrift  folgende  Kapi- 
tel: ClassiOcation  of  auroras.  —  Bistory  of  the  recent  secular  pe- 
riod.  —  Law8  of  the  aurora  borealis.  —  Origin  and  cause  of  the 
aurora  borealis  —  und  verbreitet  sich  über  alle  diese  Dhige  in  äus- 
serst lehrreicher  Weise ,  so  dass  wir  auf  dieselbe  Alle,  fvelche 
sich  nir  die  Lehre  %'om  Nordlichte  interessiren,  besonders  auf- 
merksam machen. 

Das  zweite,  118  Seiten  in  gross  Quart  umfassende  Verzeicb- 
niss  der  in  huheren  Breiten  erschienenen  Nordlichter  ist  offenbar 
mit  dem  gr5sslen  Fteisse  und  der  grOssten  Sorgfalt  zusamvleD^e- 
stellt,  und  jedenfalls  für  die  nähere  Kenntniss  des  in  Redeste- 
henden  Wichtigen  Phänomens,  dessen  y^llig  genügende  Tii«oi*e 
immer  noch  anter  die  pia  desideria  geh9rt,  von  der  grGssten  Widh 
tigkeit. 


Vermischte  Schriften. 

Annali   di  scienze  matematiche  et  fisiche,   cc-npi- 
latidaBarnaba  Tortolini.   ( Vergl.  Literar.  Her.  Nr.  CXI      >.  4.) 

Feh b rar o  1857.  Sülle  variazioni  periodiche  de  magnetismo 
terrestre.  Memoria  seconda  del  P.  A.  Secchi  D.  C.  D.  G.  (Con- 
tinuazione  e  fine).  p.  33.  —  Sopra  la  serie  dopple  rieorrenti.  Me- 
moria del  prof.  Enrico  Betti.  p.  48.  —  Sur  rinduetion  ölectro* 
stitique.  Quatri^me  lettre  de  M^  P.  Volpicelli  ä  M*".  Regoanit. 
p  Ol.  —  Nuovo  registratore  roeteorologico  de  P.  BertelJi  Bar- 
na.bita, p.  68.  —  Sulla  trasformazione  delle  funzioni  elUtiche. 
Nota  (leLprof.  F.  Brie  seh  i.  p.  70.  —  Sopra  il  volume  della  pira* 
mide  triangolaxc;.  Nota  del  cav.  Faä  di  Bruno,  p.  77.  —  ^ecro- 
logia  (Agostino  Luigi  Cauchy). 

Marzo  1857.  Le  due  Comete  del  1857.  Nota  del  Prof.  Igna- 
sio  Calandrelli.  p.  81.  —  Sui  poligoni  inscritti  e  circoscritti 
alle  coniche.  Del  prof.  B.  Brioirchi.  p.  119.  —  Sulla  trasfor- 
mazione delle  funzioni  ellitiche.  Nota  del  prof.  F.  Brioschi. 
(Continuaziöne.)    p.  125;^ 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

LeibnItzeDS  Ansprach  auf  die  Erfindung  der  Diffe- 
renzialrecbnnng.  H.  Sloman»  Dr.  Leipzig.  Druck  rou 
B.  G.  Teubner.    1857.    4«.    1  Tbir. 

Dieses  erbSnuliche  wissenscbaftlicbe  Producta  för  dessen  Wid- 
mung der  berfihmte  Shr  David  Brewster,  „der  Biograpb  New- 
ton's^,  und  Herr  J.  Edleston  Esq.  sich  hoffentlich  höflichst 
bei  dem  Terfasser,  Herrn   Dr.  Sioman  in   Paris,    so  viel  wir 
frissen^ ^hurtig  aus  Hamburg,  bedankt  haben  werden,  bezweckt 
nicfats;;»    nngeres,  als  den  grossen  Leibnitz  als  einen  Plagiarius 
an  den  Pranger  zu  stellen,   und  die  Ehre  der  Erfindung  der  Dif- 
ferentialrecbnung  lediglich  und  einzig  allein  fOr  Newto  n  in  Anspruch 
SU  nehmen»    Wir  ehren  jedes  wissenschaftliche  Streben  auf  diesem 
Gelrieteder  Geschichte  unserer  Wissenschaff  und  jede  auf  demsel- 
ben  sich  kund   gebende   Ansicht.    Wenn  dieselbe  aber  in  einer 
•olehen  Weise  dem  Publikum  vorgeführt  wird,   wie  in  der  vorlie- 
geaden  Schrift ^  emp5rt  sich  unser  Inneres.    Es  ist  uns  widerlich, 
Tide  Stellen  aus  derselben  zum   Beleg  des  Obigen  anzuführen. 
Aiber  Einiges  mfissen  wir  doch  sagen.    Was  Leibnitz  betrifft,  so 
wird  derselbe  auf  fast  allen  Seiten  in  der  unwürdigsten  Weise  charak* 
tarlsirt,    so  dass  es  in  der  That  sehr  schwer  ist.   Einzelnheiten 
henrorsuheben,  weshalb  wir  uns  mit  der  folgenden  Stelle  (S.  517.) 
fccignfii^en  wollen:    „Es  passt  ganz  zu  der  diplomatischen  Feinheit 
des  Advocaten  und  Staatsrathes  Leibnitz,   der  an  den  Consul 
Oldenburg  schreibt,  dass  er  diesem  nicht  plump  schreibt,  Do 
cremet,   wie  wir  mit  einander  stehen,   meine  Erfindung  ist  wenig, 
reffaiduiffe  mir  heimBch  das  mehrere,  was  man  bei  Euch  hat,  denn 
eibnitz  schrieb  nicht  an  einen  Spion,  den  er  ndi  Cleld  Ibe« 
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ütoelfteii' lifttief  sondera  an  einen  Freand,  von  dem  er  nur  wollte, 
das8  er  Ihm  als  Landsmann  ein  wenig,  ohne  zu  wissen,  dass  dies 
viel  sely  dienen  sollte.*'  —  Von  Johann  Bernoalli  and  L^Ho* 
pitai  erdreistet  sich  Herr  Sloman  auf  S.  81.  su  sagen:    »»^^s 
Leibnitz  für  die  Differentialrechnung  tbat,  auch  wenn  er  sie  nicht 
erfand y   ist  noch  unendlich  viel  mehr,   als  was  Fermat  gethao, 
wie  d^nn  überhaupt   kein  Franzose  vor  der  Mitte  des  folgenden 
Jahrhunderts  etwas  darin  leistete,    da   L'Hospital,   der  reiche 
und  einflnssreicbe ,  nur  dem  armen  Bemoulli  gestohlen  hat,  was 
er  sich  zueignete,  w.ozu  Bernoulli  AesMalliy   wcH  iliaa  Ale 
I«eetlonen  ylünKeDil  besahli  waren »  schwieg/'  —  HIebei 
wird  einer  der  wQrdigsten  unl  verdentesten  Veteranen  unter  den 
*  Mathematikern  und  Physikern  der  Jetztzeit,   der  in  hohem  Grei- 
senalter  in  Paris   noch   lebende  treffliche  J.  B.  Biet,    (Ibefall, 
wo  seine   bekannten   verdienstlichen  historischen  Arbeiten  irgend 
eine  Gelegenheit  dazu  darzubieten  scheinen.  In  der  mm^ivdigsteo 
Weise  im  eigentlichen  Sinne  verh5hnt,  indem  es  z.  B.  8. 86.  keifst-' 
„MaiTsieht,  dass  Montucla,  wie  nur  Biet,  den  man,  seitdem 
er  die   dreifache  Krone  der  Akademie  auf  seinem  Haupti  verei- 
nigt —  eine  Ehre,   die  wenig  Sterblichen  zu  Theil  wird  —  Aocb 
jien  grdssten  Mann  Frankreichs  nennen  muss,  nidU-tbut,  as-w.** 
und  «uf  S.  72.:    «»Dass  Herr  Bioit  einen  «elcl^ea  Charakler  akM 
vversteht,  begreifen  wir,  doch  ist  dies  nicht  jNewIon'«,  sondera 
JBi.o^'s  Schuld»  der  weder  einen  englieoben  Charakier,   wie  dea 
JNewton's,  noch  einen  deutschen  Cbarakler«  wie  den  Bemomh 
Ji'«,  sondern  höchstens  einen  balbfranzOsiscben»  xrie  den  L^ib- 
nitz^AS,  WL  lieben  im  Staude  ist*)."    Auch  sMcht Ben  Sloman 
lUieraU  die  VeMUen«te  franzoisiscber  Malhematiker  herabnnnelaeni 
freilieb  für  Jeden,   der  die  Grösute  derselben  kennt,   obne  Erfolfi 

Eben  «o  wie  ich  werden  alle  Leser  des  Archivs  tos  efaiOT 
sniehea  Scbrift,  ganz  abgesehen  von  i4iren  wissensobaftildien  Be- 
sultaten,  wenn  ^e  Oberhaupt  »olobe,  gehOrig  begründet,  enIhMli» 
jM  Widerwillen  sich  abwenden.  Ich  bin  der  abgeeagteste  Fend 
jedes,  nmmeisten  jedes  H4ssenscbnftliehen  ^^eandals.  Wenn  aber, 
wie  im  nrerliegenden  FaUe,  ein  Mensch  sieh  erdreistet,  4m  0ha- 
rak4»r  grosser  verstorbener  oder  lebender  MUmier  4n  elaor  anlehea 
Wieise  darzustellen,  wie  in  voiilegeMler  "Schrift  freaehielit,  m 
halte  idi  ee  Ar  nwine  Pflicfht,  audiefcn  dOTmutegen,  «rea  füiihAM 
fUnd  ein  solcher  Mensoh  ist,  «nd  ieh  «telM  daher  nicht  «»,  im 
Lesern  Am  Archive  ganz  offen  ^le  folgende  ^erbaaüobetCeBchiebl» 
an  erzählen,  indem  ich  •dies  naroentlieb  dem  ^tnelliehin,  ;aa 


^)  Onas  iMtiimmt  elnsr  nicht  4mi«n  «t^^hen  d*eo«idhoB 
wni idAi  «mm  Mamwm'm.    (S.  oacUMr.) 
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aus  würdigen  Biot  and  meinen  wissenscbaftlicben  Coliegen  in 
Frankreich  überhaupt  unbedingt  schuldig  zu  sein  glaube,  damit  sie 
erfahren»  mit  wem  sie  <ee  hier  au  thiw  haben« 

Herr  Slomann  hat  bekanntlich  eine  Schrift  geschrieben,  unter 
dem  Titel:    »»Versuch  die  Differenzialrechnune  auf  an- 
dere  als  die  bisJierige  Weise  zu  begründen.    Paris  1856. 
8.»  welche  mir,   wahrscheinlich  auf  dem  Wege  des  Buchhandels» 
1<A  weiss  nicht  wdher,  zur  Besprechung  in  den  literarischen  Be- 
•iMiten  des  Archivs  zugesandt  wurde,    die  aber   unteiüilieb  und 
aacftliis  jetzt  unterblieben  ist»  weil  ich  dieselbe  keiner  Besprechung 
wertb  faidt»  worin  ich  mich  vieiieicht  irren  kann.     Genug  aber»  es 
^fllt  di'es  m^ine  Ansicht.    Hierauf  liess  mich  der  Herr  Verfasser 
^rch  eine  dritte  Person  ersuchen,   die  Schrift  im  Archiv  zu  be- 
urtbeilen.    Ich  erklärte»  dass  ich  dieselbe  dazu  nicht  Rlr  geeignet 
%alte,  und  die  Besprechung  unterblieb  abermals.     Nun  bekam  Ich 
eltiien   Brief  des  Verfassers   aus  Parts  mit   einer   Art  Antikritik 
^gegen  eine  Hi  der  »»Zeitschrift  fflr  Mathematik  und  Pfiy- 
mW*^  ersdAenene  Beurtheilung  dieser  ScfaHft»    welche  Beurthel- 
^ng  Ich  weder  damab  gelesen  hatte»  noch  jetzt  gelesen  habe.    Zu- 
^eich  ward  mir  in  diesem  Briefe  eine  Art  Doucear  von  100  Francs 
-^geboten»   insofern  ich  die  fragliche  AntrkTitrk  in  das  Archiv  atif- 
•nehmen  wirde.    Ja,  —   man  denke  sich,    was  ein  Journal -Her- 
aosgeber  sicli  bieten  lassen  muss!  —  dem  Briefe  war  eine  halb 
durcbsefinlttene  Banknote  zu  100  Francs  beigelegt»  unge- 
'führ  mit  dem  Bemerken»   dass  zu  gehöriger  Zelt  späterhin  die 
dazu  passende   andere    Hälfte   eingefordert   werden  kOnne. 
DJe  fragliche  Antikritik  gegen  die  in  der  Zeitschrift  für  Ma- 
Jbejoatik  und  Physik  erschienene  BeurtbeiUing  der  oben  ge* 
nannten  .Scbriß  ist  in  das  Archiv  dessenungeachtet  nicht  aufge- 
nenunen»  «ondern  durch  die  Post  an   Herrn  Ooctor  Slomao   fai 
Pari^  aiit  der  halbdurchschnittenen  Banknote  zn  100  Francs  so- 
^lickgesandt  worden,   eine  Empfangsbescheinigung  derselbea  aber» 
wie  es  eigentlich  Pflicht  und  Schuldigkeit  gewQ^en  n^re»  bis  jetzt 
aipht  leiflgegangen.    Dies  ist  der  einfache  Hergang  der  Sache  im 
Wies  entliehen»  da  ich  das  Genauere  jetzt  nicht  angeben  kaiui 
und  will»  weil  ich  liier  nur  aus  dem  Gedächtnisse  jgeschriebes  habe. 
Jeder  bilde  sich  nun  selbst  ein  Urtheil!  »«Joh.  Bernoulli  scji wij^ 
AesMArlli^  weil  jjim  -die  Lection^en  gut  Jl)eJB,ahit  wurden«'' 
Jfjjr  schien  Sphweigen   bei  so  bewandten  Umständen  nicht  am 
Octean^Q^n«  ^^  w^ni^  ich  auch  irgend  ain  eigentljphes  Unrecht 
ia  domganaen  Verfahren  zq.  erkennen  geneigt  bin»  was  4cb  hier  zmi 
Sebluss  noch  ganz  ausdrücklich   bemerke.     Ein  Jeder   wird  und 
fluig  sich  das  Beste  denken!!  Grüner t. 
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Astronomie« 

(Aus  der  Berliner  Vossischon  Zeituog) 

,,  Mann  heim  den  30.  September  1857. 

Die  hiesige  Sternwarte,  die  im  vorigen  Jahrhunderte  durch  des 
Ez-Jeauiten  Maier  Beobachtungen  und  die  Schriften  der  Pftlser 
Akademie  einen  Namen  erhalten  hatte»    war  schon   seit  einiger 
Zeit  in  ihrer  Existenz  bedroht»  da  Staatsmittel  nicht  vorgesehen 
waren,   einen  Astronomen  länger  zu  unterhalten,    geschweige  die 
Instrumente  nach  dem  Stande  der  Wissenschaft  zu  ergSnzeo.    Eli 
junger  Astronom,   Dr.  Neil,  welcher  mit  so  geringem  Gehalt  hi 
den  letzten  Jahren  hier  augestellt  war,  dass  er  nicht  davon  leben 
konnte,  hat  in  den  letzten  Tagen  seine  Stellung  aufgegeben.    Ver- 
geblich war  eine  Fürbitte  Alexanders  v.  Humboldt    för  das 
Fortbestand  der  Anstalt,   die  unter  Anderm  eine  sehr  beMcM- 
liche  Bibliothek  besitzt    Nun  wurde  dieser  Tage  eine  Sobaerip- 
tion  auf  einmalige  und  Jahresbeiträge   zur  Besetzung  der  Stdle 
eines  Astronomen  in  Umlauf  gesetzt,   und  hat  in  kurzer  Zeit  Hi 
so  günstiges  Ergebniss  gehabt,  dass  eine  bescheidene  Besolduag 
jetzt  schon  gesichert  ist.    Zu  gleichem  Behuf  hat  schon  früher  em 
hiesiger  Rentner,  H.  Scipio,  die  Stiftung  eines  Kapitals  io  Aus- 
sicht gestellt,  so  dass  die  Erhaltung  der  Anstalt  für  unsere  Stadt 
ausser  Frage  ist" 

Je  seltener  dergleichen  Ztige  edler  Aufopferung  fthr  die  VHasen* 
sdiaft,  deren  sich  bis  jetzt  in  grosser  Anzahl  namentlich  nur  Amerika 
rfihmen  kann,  besonders  in  Deutschland  sind:  desto  mehr  vei^ 
dient  eine  solche  That  in  den  Annalen  der  Wissenschaft  aufbe- 
wahrt zu  werden,  und  das  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik^ 
nimmt  daher  mit  Freude  Act  von  derselben,  indem  es  zugleich 
den  edlen  Bürgern  Mannheims  im  Namen  der  ganzen  mathemati- 
schen Wissenschaft,  hauptsächlich  aber  ihres  schönsten  und  hucb- 
sten  Theils,  der  von  keiner  anderen  Wissenschaft  an  Grossartigkeit 
des  Objects  und  der  Tiefe  der  wissenschaftlichen  Behandlung 
übertroffenen  und  übertreff baren  Astronomie,  hier  den  wSrmsten 
und  Innigsten  Dank  abstattet  In  Cincinnati  bauete  der  uner- 
müdliche Mitchell  bloss  durch  Unterstützung  dortiger  Bürger 
eine  prachtvolle  Sternwarte*),  und  das  nicht  minder  prachtvolle 
Dndiey-Observatorium  In  Albany,   dem  jetzt  der  tr^Hlche 


*)  M.  t.  eine  ausführliche  Relation  im  Archiv.  Thl.  XXV.  S.  119. 
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Gottld  ftls  Uireetor  vorsteht,  das  Dach  Charles  E.  Dudley» 
veB  dem  in  der  anteii  angefilhrten  interessaulen  Schrift  S.  9.  gesagt 
nrkd:  ^C.  E.  Dudley  was  a  man  whose  Sterling  merits  woald 
bave  ensared  a  high  place  among  the  first  Citizens  of  Greece  or 
Roroe»  in  the  virtvous  age  of  either  republic,  wheu  int^rity  and 
patriotism  were  the  ooly  passport  to  populär  eminence'',  haapt- 
sftehllclft  aber  nach  Mrs.  Bfandtna  Budlej  benannt  ist, 
verdankt  seine  ganse  Entstehung  gleich  hochherzigen  Gesinnungen. 
In  der  Schrift:  »»Inauguration  of  the  Dudley  Observa- 
tory,  at  Albany»  August  28»  1856.  Albany  1856."  heisst  es 
S.  21.:  », Three  gentlemen»  Messrs.  Thomas  W.  Oleott»  Wm. 
H.  De  Witt  and  Ezra  P.  Prentice»  immediately  contrihoted 
D.  1000*)  eacb»  and  Mr.  De  Witt  subsequently  increased  his 
subscrtptlon  to  D.  1500.  Genl.  Stephen  Van  Rensselaer  con- 
tribnted  several  aeres  of  valuable  land  as  an  appropriate  site  for 
the  buildlng.  After  this  Mrs.  Blandina  Dudley  —  a  name  now 
known  to  yoa  all  as  synonymous  with  rounificence  and  patriotism» 
sabsribed  the  suro  of  D.  12000  in  token  of  her  respeet  for  the 
memory  of  a  devoted  husband;  and  in  the  act  of  incorporation» 
the  Institution  received  by  vote  of  the  Trustees»  as  a  testimony 
of  their  gratitode»  the  name  of  Dudley  Observatory";  femer 
heisst  es  S.  30. :  »»Knowing  the  splendid  triumphs  of  German  and 
Freoch  mechanic  art»  knowiog  the  ezalted  reputation  that  most 
worthily  adorns  Repsold's  name  —  the  trustees  of'  the  Dudley-Ob- 
servatory  have  yet  confided  the  construction  of  this  exquisitely 
delicate  Instrument  to  our  countryman »  and  the  great  Dudley  He-* 
Kometer  (for  which  Mrs.  Dudley,  who  had  so  munificently 
raised  he  D.  6000  to  D.  8000»  faas  now  raised  the  D.  8000  to 
D.  14500),  IS  to  be  built  by  our  countryman  Spencer,  here  in 
this  city  of  Albany."  Und  endlich  schliesst  ela  Brief  der  Mrs. 
Blandina  Dudley  mit  folgenden  Worten r 

„Albany»  August  14»  1856. 
To  the  Trustees  of  the  Dudley  Observaiory: 

For  the  attainment  of  an  object  so  rieh  in  Scientific  rewards 
and  Nationaly  glory»  guarantied  by  men  with  reputatiens  as  ezal- 
ted and  endoring  as  the  skies  upon  which  they  are  written»  con- 
tribolions  should  be  geoeral»  and  not  confined  to  an  individual  or 
a  place. 

For  royseif»  1  offer  as  my  share  of  the  required  endowment» 


^  D.  bedtaCet  Dollar,  da  daa  eigentliche  Zeichen  dafür  nicht  in 
der  Dmcierei   war. 
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älre«^  itisdd,  and  tTtsting  that  tbe  mm»  whliA  yott  k^^  ^^» 
<b*  tlitf  ObBorvatoiy  maj  Mit  be  eanaidered  aa  au  oadeaerted  eMH" 
pKment,  arf^  tint  it  #HI  not  diiniaiBk  tH  puMie  r«gard«,  by 
givhigr  to  Ibe  Inatitutiod  a  sceatrogly  kidhidnal  chao-acter. 


I  reniain«    Gentlemen» 

Your  «obediviit  aervMt 


BLANBWA  DUDLET,- 

lim  i»t   d'^e   Tbat    einet    amerikaaiscibeD    Da-nre«! 

Giaiiz  lo  gleicham  Sliwe  aber  bandelten  jede  Maamllei—f 
Bürger  V  denn  auf  das  Mebr  oder  Minder  der  Gabe  keaMst  ea  bi«r 
nicbt  an ;.  nur  die  Gesinnung  adelt  die  Tbat  Freue  dich  Daatgcb* 
landy  necb  solcbe  Bürger  zu  besitzen ! 

Das  Mafinbefaner  Observatorium,  an  welchem  ausser  dem  oben 
gcnairoted  verdienten  Ex-Je^uiten  Maier  aueb  Nicofaf  xxxA  eine 
iSnrgeriö  Reibe  von    Jahren    selbst  der  berühmte   Seburaacber 
efn'e  kurze  Zeft  wirkten,   verdiente  aber  auch  die  Erhaltung,    bi 
drtem  Itl  Pubs  hohen  thurmartigen  viereckigen  Gebäude  mit  vier 
Stockwerken  eingerichtet,   gteicht  es  sehr  der  alten  Sternwarte  io 
Bertin.    imd  genügt  freitich   den    Ansprüchen   der   Wissenschalt 
nicht  mehr ;    es'  bat  aber  immer  verdien^tltcbe  Arbeiten  gefie/er^ 
die  man  amf  besten  aus  Zacb's  monatlicher  Correspondena 
kennen  lernt,   und  schon  manche  alte  Sternwarte  ist  wieder  ao 
bergericbtet  worden,  dass  sie  brauchbare  Arbeiten  liefern  konnte 
was  ja  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  schon  mit  In^ 
Strumenten  von  kleineren  Dimensionen   muglicb  ist.     Sie  ist  ioi 
Jabre  1772  mit  einem  Kostenaufwande  von  70000  Gulden  im  Westen 
der  Siadt  in  einem  der  das  Scbloss  umgebenden  Gärten   erbaet. 
und  die  Mauern,  vor/ü'gjicb  die  Fundamente,  sind  von  sehr  be- 
trächtlicher Dicke.    Die  Treppe  steigt  in  einem  elliptisch  geform- 
ten  Treppeahaose  \tm  124  Fn^»  Breite  empor.    0^  Beobacb- 
timgasaal  Air  düe  grosMeree  Instrumente  befindet,  eder  befand  sMr 
wenigsten»  sons«,    t»  der  aweüen  Etage     Die  Anzahl  der  Instrtf- 
nrente  wair  weaigateiie  firOher  eine  seht  grosse.    Der*  ttst^-  D^ree^ 
tor  war  der  schon  oben  genannte  Ex-Jesnit  Christian   Mtfi^r, 
welcher  v'a^er  in  Schwetzingen  beobachtet  hatte,   im  Jahae'  1783 
starb  und  den  1780  gestorbenen  J.  Metzger  zum  €rehülfen  hatte. 
Ihm  folgten  in  der  Direction  Ch.  König  von  1784  bis  1786.  J.  N. 
Fischer  von  1786  bis  1787,   dann   P.  UngesehTck.    wc^cber 
starb,  bevor  er  das  Observatorium  bezogen  hatte.    Im  Jahre  1788 
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fSamnSmx  R^g^r  Barry  die  DTreetlon,  wtricbm  wttfltsd  #0r 
Krieg»,  die  anf  dia  RavafatioD  folgtaa  i  sich  xor  Elnatellimg  der 
Beobachfungan  genulbigt  sah.  Im  Apvil  wurde  ibn  xwar  aem 
Gewalt  ah  Aatronoin  wiader  aoageaablt,  ibm  aller  aogteiefa  die* 
Besorgiing  tob  Licht ,  Hettsung,  Correapondena  mid  amkre  Ana- 
gaben,  welche  aoaat  Tofa*  Gouvefnement  bestritten  zu.  werden 
pfl^en,  aafgebüf det.  Ihm  folgte  Schumacher  und  dann  Nl- 
eelaiy  nach  deaaen  Tode  die  Sternwarte  wohl  viele  Jalwe  Ter* 
wiiel  geweaen  ist,  bis  dann  endlicb  Herr  Neil  eingeaetat  wund«» 
der  nun  aber »  wie  wir  an  uaserm  gröaaten  Leidweaen^  bSren ,  jetat 
aoeb  geauthigt  iai,  sein  Amt  aufzugeben. 

Möge  es  y  wozu  ein  so  ruhmvoller,  in  Deutschland  bisher  noch 
nicht  vorgekommener  Anfang  gemacht  worden  ist,  gelingen,  die- 
sen Tempel  der  höchsten»  edelsten  und  schönsten  der  T?|ssen* 
schalten  zu  erhalten!  Grunert. 


Physik. 

M.  E.  Bary's  neue  physikalische  Probleme.  Fffr 
die  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten,  Gymna- 
aten,  Realschulen,  so  wie  fflr  Studirende  und  Lehrer 
der  Mathematik  und  Physik.  Von  Dr.  F.  A.  Korschel, 
ordentlichem  Lehrer  an  der  Realschule  zu  Burg.  Mit 
3£apfertafein.    Halle.  Schmidt.  1857.   8.   1  Tbir.  6  Sgiv 

Herr  Korse  hei  bat  sich  jedenfiille  durch  die  ala  solche 
oMits  zu  wllfiacben  übrig  lassende  Uebersetzung  dieser  ausge* 
leiehnete«  Sammlung  physikalischer  Probleme  um  unsere  höhe- 
ren  Lehranstalten  ein  Verdienst  erworben,  und  dieselbe  wird, 
neben  den  anderen  bere^  vorhandenen  Aufgaben  -  Sammlungen 
dieser  Art,  nameatlicb  dem  ausgezeichneten  Buche  von  FHed* 
aer  (2|e  Aufl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXII.  S.&.)»  gewiss  zur  Förderung 
des  phyaMraHeehen  Unterrichts  beitragen.  Zur  näheren  Charakte- 
rUruog  der  empfeblenswerthen  Schrift  bemerken  wh*  Felgeiidea« 
Disa  die  Sammlung  hauptaäcblich  ein  mathematisefaea  Gepräge 
n  sich  tragen  wärde»  veratand  sich  bei  der  Schrift-  eisfe«  franzO« 
•ischeD  Autor»  auf  diesem  Gebiete  ganz  von  selbst;  denn  In  Frank« 
viich  weis»  man  Magst»  dlass  der  physikalische  önterricht  auf 
bMere«  LebnKiatalten  durchaus  mathematisch  ertheifC  werden  nniss» 
Vena  er  seinen  Zweck  nicht  verfehlen  soll.  Ja  Herr  Bary  ist  i» 
'kaem  Bacbe  sogar  ao  weit  gegangen,  dass  er  wenigstena  Im 
Mten  Tbeile  die  physikalbchen  Aufgaben  nach  den  verschie- 
denen wa-tlieBiAttaelfteii  Methoden  geordnet  hat,  mit* 
Mat  welcher  sie  am  aweckmäseigsten  gelöst  werden ;   und  dies 
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firind  keineswegs  die  den  Grebieten  der  Me^anik  angebSceMUre 
Aufgaben,    bei  denen   die  matbematiscbe  LGsoog  sieb  gaas  ▼od 
selbst  rerstehty   »nd  die  eben  desbalb  in  den  zweiten  Tbeil  ver- 
wiesen,   nicbt  nacb  dem  obigen  Princip,    sondern  mit  ricbt^ero 
Takte  nacb  der  Versdiledenartigkeit  der  Materien  geordnet  wor- 
den sind,   sondern  recht  eigentlicb  dem  Gebiete  der  Pbysik  als 
solcber  angebOrende  Probleme.    Dnrcb    die   obige  Ordnung  der 
Aufgaben  des  ersten  Theils  ist  zugleicb  aucb  deutlich  ausgespre- 
eben,    wie  sehr    man  in  Frankreidi  dem   sehr  richtigen  Prmcip 
huldigt,    dass  der  physikalische  Unterricht  auf  höheren  Lebrmu- 
stalten   in   seiner  Rückwirkung  hauptsftchlich  mit  xur  Forderung 
und  Belebung   des   mathematischen   Unterrichts    benutzt    werden 
müsse:  alles  Ansichten,  die  auch  von  uns  stets  lebhaft  im  Arebir 
vertreten  worden  sind.    Die  folgende  Inhaltsanzeige  wird  von  der 
Reichhaltigkeit  des  Buchs  Zeugniss  ablegen.    Erster  TheiL 
Kap.  I.    Beispiele  von  Problemen ,  die  eich  ohne  BÜlfe  der  Mä- 
themaük  lösen  lassen.    Dichtigkeit  fester  Körper.     Kälte  dnrcb 
Ausdehnung  der  Gase.    Spannungen   eines  Dampfes  Ira  VacBon 
und  in  der  Luft  zu  vergleichen.    Durch  Experiment  ein  StrebftalD* 
Electrometer  zu  graduiren.    An   gegebenen  Punkten  eines  Stihl- 
Stabes  alternative  Pole  von  möglichst  grosser  Kraft  bervorzobnn* 
gen.    Eine  ^uitarre  ohne  HCilfe  des  Geh9rs  zu  stimmen.    AHe 
Saiten  einer  Guitarre  klingen  zu  machen,  indem  man  eine  anscblSgt 
Ohne  Hülfe  des  Gehurs  das  Intervall  zweier  Tone  auszumitteln. 
Kap.  II.    Beispiele  von  physikalischen  Problemen,  die  durch 
die  Arithmetik  gelöst  tverden.    Dichtigkeit  eines   für  Ffiissigkefe 
dorrlidringbafen  Kiirpers.  Atmosphärendruck.   Vergleicliung  zweier 
Luftwägungen  unter  verschiedenen   Umst&nden.    Numerische  Be- 
stimmung der  Schwingungen  des  c.    Warum  klingt  die  tiefste  Saite 
der  Guitarre,  wenn  man  die  beiden  höchsten  anschlägt.    Kap.  IIL 
Beispiele,  die  durch  Geometrie  gelost  werden.    Optische  TSu- 
schungen    bei    einer  Bewegung.     Achromatisches    Spiegetprism«. 
Stabiles   und   labiles   Gleichgewicht.    Kap.  IV.    Bespiele  durch 
Algebra  gelöst.    Lultliallon.    Mariotte'scbes   Gesetz.    Fehler   de^ 
Näherungswerthe  für  lineare  Ausdehnung.    Berechnung  der  Greniie 
der  Ladung  einer  leydener  Flasche  durch  einen  Electrophor.    Ge- 
schwindigkeit   der    Abkühlung    im    luftleeren   Räume.      Kap.   V« 
Beispiele  durch  Trigonometrie  gelöst.    Electrische  Kräfte  durtk 
ein  gewöhnliches  Electroscop  zu  messen.     Bedingung,   dass  ein 
Spiegelprisma   achromatisch    sei.      Elementare    Berechnuni^   des 
Minimums  der  Abweichung  eines  Lichtstrahls,  der  durch  ein  Prisma 
gebt.     Berechnung  der  Grenze,  des  Verhältnisses  zwischen  dem 
Zuwachs    des    Einfallswinkels,  .und   dem    des   Brechungswinkels. 
Bestimmung  der  Näherung  anderer  optischer  Näberungsausdrücfcs. 
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PiMwrlning  lAer  Penteeaastiken.    BestimiiniDg  d«8  KanCeDwfaikebi 
eiM0  Prisma,    damit  die  Zerstreaung  des  weiaMo  IJcbta  eiaam 
gegebenen  Winkel  gleicli  sei.    Kap.  VI.    ßei^Hele,  durch  geO" 
metrische  Oerter  getost.    Ort  der  conjugirten  Brennpunkte  einer 
leuchtenden  Geraden  in  Bezug  auf  einen  reflectirenden  Kreisbogen. 
Innere  Oberfläche  eines  um  eine  Axe  sich  drehenden  Gefasses, 
an  dessen  Oberfläche  ein  schweres  Molekel  in  jedem  Punkte  ruhet, 
Maximum  der  Standfläche  eines  Menschen.    Minimum  der  Licht- 
menge aufder  Verbindungslinie  zweier  leuchtender  Punkte.  Kap.  VII. 
Beispiete,   durch  empirische  Formetn  getost.    Vergleichung  des 
Luft-  und  Quecksilberthermometers.    Relation  zwischen  den  Spann* 
kräften  des  Wasserdampfes  über  100^  C.  und  den  Temperaturen 
am  Luftthermometer.    Relation  zwischen  den  cubischen  Ausdeh- 
nungen des  Glases  und  den  Temperaturen.    Temperatur ,  bei  wel* 
eher  Glas  und  Platin  gleiche  Au8dehnung  zeigen.    Variation  der 
«pecifischen  Wärme  des  Eisens  mit  der  Temperatur.    Neue  Modi- 
ficationen  der  pyrometrischen   Methode  der  Eintauchung.    Empi* 
Tische  Gesetze  der  AbkGhlung.    Kap.  VIII.    Beispiete  von  Läsun- 
gen  durch  die  Infinitesimalrechnung.     Variation  der  Dichtigkeit 
des  Wassers  in  der  Nähe  ihres  Maximums.    Maximum  der  Tem- 
peratur und  Differenz   zweier  sich  abkühlender  Körper.    Abkfih- 
lungsgeschwindigkeit  im  leeren  Räume  ohne  Hülfe  der  Reihen  zu 
berechnen.    Trajectorie    des  Mittelpunkts   einer   Kugel «  die   auf 
einer  Horizontalen  gleitet ,  während  diese  sich  um  eine  Vertikale 
dreht.    Natur  einer  brechenden  Fläche,    damit  alle  gebrochenen, 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  parallel  sind,  oder  damit 
sie  sich   in  demselben  Punkte   der  Axe  schneiden.    Zweiter 
TbelK    Kap.  I.    Statik.    Wägiingen.  Schwerpunkt.    Andere  sta- 
tische Aufgaben.    Kap.  II.    Dynamik.    Vertikaler  Fall.    Fall  auf 
der  schiefen  Ebene.     Einfaches  Pendel.    SchwungkrafL    Ausfluss- 
parabeln.   Stoss  elastischer  Körper.    Kap.  III.    Hydrostatik  und 
Aerostatik.    Archimedisches  Princip.  Aräometer.  Gaswägen.  Saug- 
pumpe.   Cartesianische  Taucher.    Heber.    Mariotte*sche  Versuche. 
Luftpumpe.    Kap.  IV.   Wärmelehre.    Scheinbare  Ausdehnung  der 
Flüssigkeiten    in   Geßssen.      Lufttemperatur   in    Verbindung   mit 
Manometer- Beobachtungen.     Wiegen  im  Wasser,  mit  Rücksicht 
auf  Temperatur- Veränderungen.     Bestimmungen  einer  empirischen 
Formel.    Dampfelasticität.    Specifische  Wärme.    Kap.  V.    Optik. 
Sphärische  Spiegel.     Durchgang  der  Strahlen  durch  Glas  mit  pa- 
rallelen Flächen.    Ebener  Glasspiegel  mit  Amalgambelegung.    Plan- 
coDcaver  auf  der  convexen  Seite  amalgamirter  Spiegel. 

M5ge  diese  ausfiShrliche  Inhaltsanzeige  das  lebhafte  Interesse 
bethifigen,  welches  wir  an  diesem  verdienstKehen  Sehufbacbe 
nehmen. 
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Wir  «rUkaMi  mit  det^  iime\  folgcDden  BioiieriBiingeit  rteb- 
Mchtiicb  eklet  gtfpis»  bald  nttthig  werdenden  svfeitem.  Anfimgß, 
fKWieiiiKdi  ia  Benpg  luf  deutsche  huliere  Lehransfalten. 

Zuerst  räthen  wir  dringend  an»  den  Abschnitt ,    welcher  Auf- 
gaben enthält ,  von  denen  die  Anwendung  der  Infinitestmatrechnang 
in  Anspruch  genommea  wird ,  ganz  wegzulassen.    Denn  nach  un- 
serer  Ansfcht  soll  und  darf  ein  Schulbuch  durchaus  nur  Dinge 
enthalten,    welche  ganz  im  Bereich    des  Schulunterrichts  liegen 
und   von   den  Schillern  völlig  verstanden  und    begriffen    werden 
können.     Aber  etwa  die  Anfangsgrunde  der  höheren  Analysis  mit 
in  den  Schutunterricht  aufnehmen  zu  wollen ,  namentlich  auf  den 
Realschufen,  wie  manche  Lehrer  In  fibertriebenem  Amtseifer  mei- 
nen,  ist  eine  so  sehr  verfehlte  Ansicht,    dass  wir  in  der  Thal 
nicht  begreifen  können,  wie  ein  wahrer  Kenner  der  betreffenden 
Wissenschaft  und  der  Einrichtung  und  des  Standpunktes  unserer 
Schulen  nur  dazu  kommen  kann.    Die  höhere  Analysis  erfordert 
Abstractionen,    die,    so  höchst  einfach  sie  freilich  an  sich  sind, 
doch  nfcht  flir  den  Schiller  einer  Realschule  passen,  der  ausserdem 
auch  Oberhaupt  viel  zu  viel  und  zu  manuigfaltige  Dmge  zu  leneo 
hat  und  lernen  soll,  als  dass  er  sich  noch  mit  einigem  Erfolg  in 
die  höhere  Analysis  vertiefen  konnte  und  dazu  Lust  haben  sollte. 
Oder  man  mfisste  denn  etwa  die  Differentialrechnung  in  der  hSchst 
oberflächlichen,  der  deutschen  Literatur  keineswe^  zur  Ehre  gerei- 
chenden Weise  lehren  wollen,  wie  man  sie  in  nicht  wenigen  unserer 
£lementarb(icher  findet,  —  die  eben  deshalb  das  Archiv  in  seinen  litera- 
riscben  Berichten  stets  ganz  mit  Stillschweigen  übergangen  hat,  ^> 
und    durch    einen    derartigen    Unterricht  auf  das    mathematisclie 
Studium  auf  solchen  Universitäten  vorzubereiten,  die  in  der  That 
höchst  TerdienstPiche  und  löbliche  Absiebt  haben,  auf  denen,  wie 
^  —  horribitedictu  — allerdings  noch  vorkommen  soll,  den  VoitrSgen 
immer  noch  der  sogenannte  kleine  Lacroix*}  lu  Grunde  gelegt 
wird,    in  welchem  das  „en   d^faut  Sein'*  der  Tayfor'schen 
Reihe  und  andere  h^Schst  erbauliche  Dinge  noch  eine  so  wahrhaft: 
diabolische  Rolle  spielen.    Nicht  ftir  solche,  aber  für  wirkliche 
Universitäten  und    höhere  technische  Lehranstalten  gebort  allein 
der   „"trenne**    Unterricht  in  der   höheren    Analysis.     Jeder 
nicht  völlig  strenge  Unterricht  ist  aber  im  höchsten  Grade  verderb- 
lich,  und  zwar  am  allermeisten  auf  einer  Schule,    wo  gerade  die 
höchste  Strenge  das  Haupterforderniss  alles  Unterrichts  ist.     Und 
wie  niederdrückend  Ist  es  —  in  welcher  Beziehung  uns  sprechende 


^jihlsv'Sa  •eiQeü.^eit  gaas  verdleiMtlicha  Tx«Lt^  ^l<nies.i»ire 
de  caleal  dlff^rentlel  et  de  calcnl  integral. 
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lüiSl^pfefe  mt  S^e  stefr^n  —  Kr  Jung«  SferAfervM  iter  Mäth«0nia^ 
tRr  Mf  Dnire^sftfiten,   w^ti  «oleh^o  an  sich  oft  f^dlti  ifMtiigtn 
jüngett  hetxieti,  die  auf  der  Schule  schon  etwa«  gaxtz  T'ages  von 
OHT^T^enthklfethMtttg^  unendlichfew  Reifien  n.  d.  vt.  gehM  Raben,  fast  In 
jed^rrVorfesanggiädagt  und  gezeigt  werden- niu8ii:  ,Jn  Allem,  vm^lhr 
ffüfter von  diesen  Dirrgen  gehört  iiabt,  bt  i»  der  Weiae,  wie  man  ea 
Bueb  bergebracüt  hat,  t.  B.  scbon  In  dem  ^ogenanntien  allgemeinen 
btnmniaeb^n  LehrsaÜEe,  «ehr  viel  Widerspruch  enthalten,  und  Ihr 
kommf  dadurch,  wetm  Ihr  es  nicht  anders  anfangt,  in  fMhhi,  ztt 
den  wldersprechendsfen  Resultaten  gefiihrt  zu  werden fT"    Also 
nie  wieder  ein  Wort  von  der   Aufnahme  der  Elemente 
der  höheren  Analysis,   so   einfach   diese  Dinge  in  der 
That  auch   an  sich   sind*),    in  den  Schulunterricht  ir- 
gend einer  Art!!   was  sich  auch. die  den  Schulen  vorgesetzten 
oberen  Behörden  gesagt  lassen  sein  mögen ,  damit  sie  nicht  durch 
Gerede,  wie  das  Obige,  zu  der  Sache  schädlichen  Schritten  ver- 
leitet  werden.      Wie   viel  verständigere  Ansichten  hat  man  aber 
den    angeregten   Gegenstand    selbst  auf  nicht    wenigen   höheren 
technischen  Lehranstalten!    Z.B.  auf  der  preussischen  Bau-Aka- 
demife  m  Berliif  wird  kn  ersle»  Cm-su«  selbst  die  Meebanlk  aiwar, 
w4aft  Sieh  Pöti  selbst  versteht,  in  völlig  strenger,  abwr  gaos  de« 
roontafer  IWeise,  pr^dpMI  oAae  alle  Eiiimiischutfg  d^er  sog^nonm- 
tea  höfteren>  Caleufs,  gelehrt,  dessen  Anwendnag  ersd  In  spfit^ren 
Curseo  folgt.    Von  wie  viel  richligerem  Takte  und  von  wie  ver- 
ständigerer Würdigung  des  Wesens  des  betreffenden  Lehrobjects 
und   seiner  praktischen  Bedeutung   asmft  dies,   afe  jener  aJIzu- 
grosise  Elfer  der  ihren  von  uns  in  seinerhehen  ÜMeutung  sonst  so  be- 
reitwillig und  lebhaft  ane#kanntea  Standpunkt  In  der  awgeregtes  Be^ 
aiehong  gnaz  verkenvienden  Realschulen.    Wh'  wiederhokn  also, 
das«  wir  aas  diesem  Grunde  wünschen,   dass  aus  dem  vorliegen- 
den verdienetliohen  Buche  kfioftig  der  die  Infinit^sinialrechnttng  in 
Ansproefa  nel»inende  Abschnitt,  insofern  es  ein  wahre«  Sehalbudr 
sein  tfnd  werden  soll,    gane  weggelassen,   Mcbsien^  als  Aahanp^ 
ont  kleiner  Schrift  gedreekt  beigefögt  werde. 

Eine  zweiten  Wunscb  wird  der  kenntniasreiche  Herr  Ueber- 
setaer  uns  gewiss  au»  alter,,  von  uns  selbst  aus  Herzensgrunde 
vollständig  erwiderter  Anhänglichkeit  um  so  liebet  zu.  gewähren^ 
giCDeiiSt  sein  9  weil  wir  ihn  ja  unter  unsere  Schüler  zählen  au  dur«. 
fen  un»  zur  Ehre  anrechnen.  Aufgaben  aus  dem  eigentlichen  Ge* 
bieit  der  Maschinenlehre ,  wenn  wir  auch  nur  die  sogenannten  einr 


*)  Aber  freilieh  auch  dieif  ie  ieftf  sNHner. 
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fiMshen  and  die  uimiitteliMiran  dieodbeD  aicb  aoAchlieaseDden  Haschi* 
nen,  wie  Flaschen-  undRolienzag,  Räderwerk«  die  verschiedeneo 
Arten  der  Schnellwaage,  die  grosse  und  kleine  Brückenwaage»  ii.s.  w. 
u.  8.  w.  in's  Auge  fassen«  kommen  leider  In  dem  vorliegenden  Boche  so 
gut  wie  gar  nicht  vor.  Da  wir  und,  wie  wir  wissen,  viele  ver- 
diente Lehrer  mit  uns«  gerade  auch  solche  Aufgaben  gern  in  den 
Kreis  des  Realschul-Unterrichts  gezogen  sehen:  so  wünschen  wir 
sehr,  dass  der  Herr  Uebersetzer  einen  besonderen  derartigen  Ab-, 
schnitt  selbstständig  beiRige,  was  Ihm  ein  Leichtes,  den  betref* 
fenden  Lehranstalten  aber  gewiss  sehr  erwünscht  und  der  Ver- 
breitung des  Buchs  förderlich   sein   wird. 

Grunert 


Vermischte  Schriften. 

Taschenbuch  fOr  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 
und  Astronomie«  Von  Ur.  Rudolf  Wolf,  Professor  s« 
Zürich.  Zweite  ganz  umgearbeitete  und  sehr  erwel. 
terte,  mit  zahlreichen  Tabellen  und  fünf  Figurentafeln 
ausgestattete  Auflage.    Bern.  Haller.  1856.    8. 

Das  empfehlende  Urtheil,  welches  wir  im  Literar.  Bericht 
Nr.  LXXII.  S.  909.  über  die  erste  Ausgabe  dieses  hübschen  mathe- 
matischen Taschenbuchs  ausgesprochen  haben,  ist  durch  die  so 
eben  erschienene  zweite  Auflage  bestätigt  worden.  Diese  neue 
Auflage  ist  mit  Recht  als  eine  sehr  erweiterte  und  vervollstän- 
digte auf  dem  Titel  bezeichnet  worden.  Denn  wenn  auch  im  Gan- 
zen, bei  vielfacher  Berücksichtigung  der  neueren  Fortschritte  der  Wis* 
senschaft,  der  Inhalt  im  Allgemeinen  derselbe  geblieben  ist,  so  beben 
doch,  wie  wir  am  Schlüsse  unserer  Anzeige  der  ersten  Aailage 
wünschten,  nun  auch  die  Anfangsgründe  der  höheren  Mathematik 
einige  Berücksichtigung  gefunden,  und  vieles  andere  Nene, 
namentlich  auch  mehrere  recht  zweckmässig  eingerichtete  Tabel- 
len ,  ist  hinzugekommen,  auch  sind  die  nSthigsten  Figuren ,  welche  in 
der  ersten  Auflage  ganz  fehlten,  beigefilgt  End  lichter  leichtert  auch  ein 
sehr  genaues  Inhaltsverzeichniss  den  Gebrauch  sehr.  Uns  auf  unsere 
Anzeige  der  ersten  Auflage  im  Uebrigen  beziehend,  empfehlen 
wir  diese  neue  Auflage  im  Verhältnlss  zu  jener  in  erhlihetem  Maasse 
recht  sehr,  und  wünschen  dem  anspruchslosen,  aber  In  seiner  Art 
nfitzlichen  Büchlein  viellaehe  Verbreitung. 
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Sitsungaberichte  der  Kaiserliehen  Akademie  der 
Wissenacbaften  zu  Wien.    (Siehe  Literar.  Ber.  Nr.  CX. 

S.7.) 

Jahrgang  1856.  Band  XXIL  Heft  1.  Bontf:  Chronolo- 
gischer Katalog  der  Nordlichter  bia  aum  Jahre  1856,  aarorot  einer 
Bibliographie  über  dieae  Eracheinung.  S.  3.  •—  Pleaa  und  Pierre: 
Beiträge  zur  Kenntniaa  dea  Ozona  und  dea  Ozongehaita  der  atnio- 
i^häriachen  Luft.  S.  211.  —  Zantedeachi.:  Riaultamenti  otte- 
nitti  da  an  Giroacopio  S.  251.  Di  aicuni  nuovi  eaperinenti,  co'qoali 
ai  h  creduto  dl  coniprovare  la  non  airoultanea  ealatenza  di  doe 
correnti  oppoate  aal  medeaimo  filo  conduttore«  S.  256.  —  Zan- 
tedeachi e  Borlinetto:  Dei  limiti  di  impreaaioDabilit&  delle 
aoatanze  fotogrofiche;  delF  iofluenza  delle  auperficie  nei  fenomeni 
fotogenici;  della  loro  cbimica  natura;  dei  miglioramenti  apportati 
air  arte  eliografica.  S.  ^1.  —  v.  Sonklar:  Ein  €)ondenaationa- 
Hygrometer.    S.  271. 

Jahrgang  1856.  Band  XXIL  Heft  2.  Knochenhauer: 
Ceber  die  Theilung  dea  elektriacbeo  Stromea.  S.  327.  — -  Der- 
ae\be:  Ueber  den  Strom  der  Nebenbatterie.  S.  331.  —  Boutf: 
Parallele  der  Erdbeben ,  der  Nordfichter  und  dea  Erdniagoetiamaa, 
aammt  ihrem  Znaammenhang  mit  der  Erdplaatik  aowohl  ala  mit 
der  Geologie.  S.  395.  •—  v.  Baumgartner:  Von  der  Umwand- 
Idi^  der  Wftrme  in  Elektricitftt.    (Sehr  intereaaant.)    S.  513. 

Jahrgangl856.  Band  XXII.  IIeft3.  BOhm:  Ueberdie 
Seebuhe  von  Prag.  (Herr  Profeasor  Böhm  in  Prag  hat  mit 
groaaem  I<leiaae  und  vieler  MGhe  vorzGglich  die  Nivellementa  der 
verschiedenen  Eisenbahnen  benutzt;  um  die  Seehohe  von  Prag  za 
bestimmen.  Diese  Arbeit  ist  nicht  bloss  interessant  wegen  der 
wichtigen 5  durch  sie  erhaltenen  Resultate,  sondern  auch  weil  sie 
zeigt,  wie  genau  im  Ganzen  genommen  die  Nivellementa  alnd, 
die  dem  Bau  der  verschiedenen  Eisenbahnen  zu  Grunde  gelegt 
sind.     Die   Resultate   seiner    mühsamen   Arbeit   sind    folgende. 

Sternwarte   Praga: 

1)  105,15  Wiener  Klafter  über  der  See  bei  Cuzbaven. 

2)  107,67       „  „     •   „       „      „      tt  Swtnemfinde. 

o)     luDyOa  „  „  „  „       9,       »>  99 

4)      106,40  „  M  %%  n        in        9»  »> 

5)  106,63      ■„  „         „       „      >»      M  >» 

6)  104,72       „  „         „      dem  baltiachen  Meere. 

7)  102,92       „  „         „       „    adriatiachen    „ 

tf  W  »»  »  *>     '  M 


8)  103,17 

9)  104.80 
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knento;   sia  g^ben  im  MUtda 

106,12  Wiener  Klafter. 

Die  drei  folgenden  HShen  »ttitzen  sich  tbeils  aaf  geoinetriaehe» 
tlieils  auf  trigonometrische,  }edoch  von  einander  unabhSngige  Ope* 
rationen^  die  sfimmtfich  von  demsetben  Meere  ausgehen ;  sie  geben 
im  Mittel : 

105,94  Wiener  Klafter. 

fMe  fetirten  "drei  Hoben  beruhen  der  Hauptsache  nach  auf  den 
Messungen  -des  k.  It.  fislerreicbiacheii  ^Generalstabes;  ^  geben  Im 
MitteU 

103,63  Wiener  Klafter. 

Atbniiehe  Krmttttlungen  scheinen  sehr  vrGascbeaswjarth  jmi  sein, 
nnd  Herrn  Professor  Böh  m's  verdienstliche  Arbeit  liefert  «io  gatos 
Muster  ftir  dieselben.)  —  v.  Lit.trow  legt  eine  Karte  des  Morid- 
gebirgs  Kopernikus  von  Herrn  Director  P.  A.  Secchi  vor.  S.  6S2. 
—  Oeltzeui  Resultate  aus  der  Vergleichung  des  Sternkatalogs 
von  Fedorenko  mit  andern  Quellen.     S.  701. 

Jmhrganf  1857.     Band  XXlII.    Heft  1.     Zantedeschi: 
Affatato  per  la  •oonununicazione  deS  mote.  ^Ceo  1  tavda).  &  5.  ^ — 
Zani«de«chi  e  Berlinetto:  8uU  inflajatnea  del  ruoto  e  di  akniif 
gaz  ^  reDomeai  chimici,  ehe  presentano  i  jocUiri  d*argente  es/Nisfi 
«IIa  iuce  Solare.    Memoria  V«.    ^.  7.  —  Benedikt:    (ieher  die 
Aenderungen  des  Magnetismus   unter  dem  Einflüsse  elektrischer 
yeriheilung.    S.  148.  -^  Bou^:    Ueber  die  geometrische  RegeV 
juftssjgkeit  des  Erdballes  im  Allgemeinen;  insbesondere  Ober  die- 
jenige seiner  Wasserrinnen  und  die  Abtheilung  dieser  in  S3narae- 
trischefing\pen.  S.255.  —  v.  Littrow:  MittheiUingeines Schreibens 
des  Uejrrn  P.  A.  Secchi,    Directors  dar  Sternwarte  am  Callegio 
UoDiaop«    S.  27{L  -^  Freih.  v.  Baumgartner;    Ceber  .Gewitter 
überhaupt,  Hagelwetter  insbesondere.    S.  277.    (Sehr  heachtens- 
werth  und  interessant)  —  Pohl  «nd  Weselsky:    Stadien  aus 
dem  Gebieit  der  iMegatypie.    SL  317. 

Annali  di  scienze  matematiche  e  fisfcbe,  coaipl- 
lati  da  Barnaha  ToctoUni.    <S.  LUerar.  Her.  Mr.  CXV.  S.  %.) 

AyjÜ^  48S7.  Sulla  teerica  delle  coordinate  cnnvJiiiee  a  mil 
loogo  de*  cenlxi  di  »cmwatura  d'una  superficie  qualuaque.  Me«ioria 
del  prof.  Delfino  Codassi.  p.  129.  Eine  sehr  bo^chtonewjDithe 
Ahhandlmig ,  in  deren  erstem  Theiie  der  Herr  Venfesser  mmi  be- 
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■Mflimiflweitli  'tamse  Wii8#  zo  ^m  ^tm  Lamtf  in  S^intf  JinknAo- 
tM  idfliavcUfiKg  itiber  d«n  'betreffenden  GiegeDstedl  <JDHniai4» 
Lionville.  T.  V.  ip.  313.  Memoire  e«/  le^s  co^rdinAt«» 
curvilignes)  gefuDdenen  Ausdrucken  gelangt»  in  dem  zweiten 
Theile  aber  —  Alles  in  eigenthünilicher  Weise  —  eine  von  Bor- 
don i  gefundene  merkwürdige  Eigenschaft  eines  Systems  paralle* 
ler  Flächen  und  allgemeine  Formeln  zur  Bestimmung  des  Orts 
der  Mittelpunkte  der  Cur?atur  einer  jeden  beliebigen  Fläche  ent- 
wickelt» und  dieselben  auf  elnao  acbon  von  Monge  behandelten 
besonderen  Fall  anwiendet.  Da  uns  die  Abhandlung  noch  nicht 
vollständig  vorliegt»  mfissen  wir  uns  mit  dieser  oberflächlichen  An- 
zeige begnügen»  machen  aber  unsere  Leser  auf  dieselbe  beson- 
ders aufmerksam. 


Mittheilungen  der  naturforsehenden  Gesellschaft 
In  Bern.  Nr.  360— 384.  VergL  Literar.  Bericht  Nr.  CV. 
S.  12. 

C.  Brunn  er  II.»  zweijährige  Beobachtungen  ober  die  Tem- 
peratur des  Wassers  von  Ziehbrunnen.    Nr.  364.    S.  33. 

Aus  dem  Fremdenbuche  de^  Hotel  du  Monte  Rosa 
in  Zermatt.  Nr.  364.  8.  37.  Enthält  verschiedene  magnetische 
Beobachtungen. 

R.  Wolf»  neue  Beobachtungen  fiber  den  Ozongehalt  der 
atmosphärischen  Luft.  Nr.  367  und  368.  S.  57.  —  Enthält  viele 
▼erdienstliche  Beobachtungen  mit  Anschluss  allgemeinerer  Bemei^ 
kungen. 

M.  Hipp»  aber  den  elektrischen  Webstuhl.  Nr.  370—374. 
S,  81.  —  Ein  recht  interessanter  Aufsatz  in  physikalischer  und 
technischer  Rücksicht 

Wenn  auch  eigentlich  dicht  hierher  gehurend,  aber  seines 
aUgemeinen  Interessanten  Jnhalts  wegen»  fiQliQeQ  wir  aneh  n,n : 

Gnthnik»  Vegetation  in  Algier.    Nr.  370—374.    8.  lOL 

J.  Koch»  meteorologische  Beobachtungen  Im  Winter  ]8ß5y56 
nnd  im  Frühjahr  1856.    Nr.  375—376.    S.  120. 

Perty»  einige  Bemerkungen  über  Fernröhre.  Nr.  377-— 378. 
S.  137.  —  Zur  allgemeinen  praktischen  Beurtheiinng  der  Güte  der 
Femrdhre  recht  beachtenswerth. 

R.  Wolf»  Notizen  aar  Geschichte  der  Matbraiatik  ood  Pby« 
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sik  in  der  Schweis.  Nr.  379-384.  &  1S3.  -^  Betnrfre»  «esmal 
bioM den  Bergraaon  Frans  Samoel  Wild  von  Bern»  der  aber 
ancb  lebhaftes  Interesae  (tlr  Mathematik  hatte. 


Druckfehler. 
Literat.  Ber.  Nr.CXV.S.3.  Z.(J.  v.n.  statt  „fit"  setseman  ..tll**. 
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